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Erster  Abschnitt    g  3. 


Flg.  3. 


winkelige    Lage    zu    der    nunmehr    gekrümmten   AcloeiiliuMf' } 

Balkens  überall  beibehalten.     Die  beiden  unendlich  nahe  bei  t 

ander      lie^^enden     Querschnitb 

Ebenen  M  uad  N,  welche  vorha 

einander 'parallel  waren,  nehm 

beim  Eintreten  der  Biegung  ( 

gegen    einander    Cjonvergirendi 

,  H*gen  CD  und  EF  asi  (Fiji 

Die  zwischen  diesen  beidol^ 

schnitts-Ebenea  liegendttt  V 

abschnitte  indten  Top  .dnwt'  1 

treten  derBiegnn;!   -viiiintlidi  j 

gleiche  Tiin        i/M,   Die  lü 

ändcmn^i.»!,  welche  diesen 

Abschnitten    djnrch    die    Bi^ 

ertheilt  worden,  kann  man  finden,  i3 

indem    man    Jene    ursprüngliche^  ■ 

Q  Länge  MN  von  der  einen  Ebene 

EF  aus  auf  den  Fafiemrichtunge 

abtrügt,  oder  indem   man   durch  den   Punkt  M  eine  Ebene  Gä 

legt,  welche  der  Ebene  EF  parallel  ist.     Die  zwischen  den  bcideii 

Ebenen  CD  und  GH   liegenden    Theile   stellen   die   Längenünde« 

rungen  dar  einzelnen  Fasern-Abschnitte  dar.     Nach  Fig.  3  ist; 

PQ         K  ■  '■ 

'-*    GC-w  ;■ 

Aus  der  obigen  Annahme  folgt  also,  dass  die  Längenänderun-. 
gen  der  beiden  Fasem-Abschnittc  LQ  und  EC  sich  verhalten,  wie; 
ihre  Ahetände  von  der  neutralen  Faser,  und  da  nach  dem  Elasti-, 
citätsgesctzc  die  Spannung  der  Längenänderung   proportional  ist, 
so  verhalten  sich  auch 
Fig.  4.  Fig.  B.  die  Spannungen  der  ein- 

zelnen Fasern  -  Ab- 
schnitte wie  ihre  Ab- 
stände von  der  neu- 
tralen Faser. 

Wenn  also  mit  s  ilie 
Span  n  u  n  g(proQuadrat- 
millimeter    des    Quer- 
schnitts) für  den   im  Abstände  ti  von  der  Neutralen  befindlichen 
Fasemabsehnitt  L  Q  bezeichnet  wird  (Fig.  4),  und  mit  S  die  Spannung'^ 
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Erster  Abschnitt    §  2. 


f X| 

i — Xi -« 


-m- 


B 


K^      Äi      Kl 


9)    —%  =  Kx. 

Für  den  Fall,  in  welchem  statt  der  einen  Kraft  K  mehrere 
biegende  Verticalkräfte  Z,,  K^,  K,   auf  4»  Stick  BN  wirken 
(Fig.  7),  würde  man  statt  Kx  die  Grösse ^'  \,, 
10)    m  =  K,x,-{-K^x,  +  K,x, 

als  Stimme   der    statischen 
Fig.  7.  Momente    aller   dieser  bie- 

genden Kräfte  in  Bezug  auf 
den    Pimkt   iV    zu    setzen 
haben.    Wenn  man  also  all- 
gemein mit  3R  die  Momenten- 
summe aller*  rechts  von  der 
Stelle  N  wirkenden  Vertical- 
kräfte in  Bezug  auf  die  neu- 
trale   Achse    dieses    Quer- 
schnitts oder  das  Biegungsmoment  an  dieser  Stelle  bezeichnet,  so 
kann  man  der  obigen  Gleichung  die  noch  einfachere  und  allge- 
meinere Form  geben: 

11)  ^z  =  m, 

w 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  S  die  Spannung  (pro  Quadrat- 
millimeter des  Querschnitts)  für  die  im  Abstände  to  von  der 
Neutralen  befindliche  Faser,  also  —  wenn  man,  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll,  unter  w  die  Entfernung  der  am  weitesten  von 
der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser  versteht  —  zugleich  die 
stäricste  Spannung  (pro  D°^),  welche  in  der  ganzen  Querschnitts- 
fläche vorkommt.    Die  obige  Gleichung  kann  daher  in  der  Form: 

12)  S=-^3K 

benutzt  werden,  um  die  Spannung  der  am  stärksten  gespannten 
Faser  zu  berechnen,  sobald  das  Trägheitsmoment: 

13)  J  =  2(/«') 

für  die  betreflfende  Querschnittsform  zuvor  bestimmt  wurde.*) 

Nach  der  Bezeichnungsweise  der  Integral -Rechnung  würde 
man  dem  obigen  Ausdrucke  für  das  Trägheitsmoment  die  Form 
zu  geben  haben: 


*)  S.  „Analytische  Mechanik*'  §  85  und  „Technische  Mechanik*"  §  95  u.  §  118. 
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dF 


w 


14)     Z  =  jd 

indem  man  mit  F  die  ganze  Querschnittsfläche  und  mit  dF  den 
unendlicli  kleinen  Fläc'heninhalt  des  im  Abstände  u  von  der  neu- 
tralen Adise  parallel  zu  derselben  liegenden  Flächenstreifens  be- 
zeichnet. 

Für  den  in  Fig.  8  dargestellten  recht- 
eckigen Querscllnitt  z.  B.  würde  man 
dB'=.hdu  zu  setzen  haben,  und  man 
erhält  durch  Ausführung  der  Integration 
für  das  Trägheitsmoment  der  rechteckigen 
Querschnittsfläche  von  der  Breite  h  und 
der  Höhe  h  die  Gleichung: 

15)    X  =  fbdu  .u'  =  b  lu'du  =  ^. 

Nach  Gleichung  11)  würde  also  für  den  rechteckigen  Quer- 
schnitt die  grösste  Biegungs-Spannung  zu  berechnen  sein  aus  der 
Gleichung: 


ih 


Vh 


16) 


Sbh 


=  5W. 


§3. 


Graphische  Darstellimg  der  Biegungsmomente. 

Bei  dem  prismatischen  Balken  hat  das  Trägheitsmoment  ST 
für  alle  Querschnitte  dieselbe  Grösse;  ebenso  auch  der  Abstand 
w  der  am  stärksten  gespannten  Faser '  von  der  Neutralen.    Nach 
Gleichung  12)  des  vorigen  Paragraphen  ist  also  bei  dem  prisma- 
tischen Balken  die  grösste  Biegungs- Spannung  S  stets  proportional 
der  Grösse  des  Biegungsmoments  3JI,    Wenn  man  an  den  einzelnen 
Punkten  der  horizontalen   Achsenlinie    des   Balkens    Perpendikel 
errichtet,    deren  Längen    die   Grössen   der  Biegungsmomente   an 
diesen  Stellen  darsteUen,  so  bilden   die  Endpunkte  dieser  Ordi- 
nalen eine  Linie,  deren  Form  das  Gesetz  veranschaulicht,  nach 
welchem   das  Biegungsmoment  9R  mit  dem  Abstände  vom  End- 
punkte des  Balkens  sich  ändert;  und  dieselbe  Linie  kann  zugleich 
gelten  als  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  die 
grösste  Biegungs -Spannimg  S  von  einem  Endpunkte  des  Balkens 
bis  zum  andern  sich  ändert. 


Erster  Abschnitt,    g  3. 


rig.  9. 


Bei  dem  ursprünglicli  tingenommenen  Falle,  in   weltln.ii"    nur 
eine   biegende   Kraft  um   freien   Endpunkte  dus  Balkcus   vuraus- 
wurde,    fuhrt  die  graphische  Darutellung  der  Uicgunga- 
momciite  m  der  geraden  Linie 
Bl'C  i,Kg.  9);  denn  man  er- 
liült  für  das  Verhältniss  der 
Bit'gungsmomente  au  den  bei- 
den   Stellen  N  und  A    die 
~B     Gleichung: 


TO, 


Kl  ~ 


l 


Wenn  gleichzeitig  zwei  vertical  abwärts  gerichtete  biegende 
'  KriU'te  K,    und  K^    auf  den    Italken   wirken,    so    kann   man   die 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  in  der  Weise  aus- 
führen, dass  mau  zunächst  für 

Flg.  10. 


I^^-T».,:^... 


jede  der  beiden  Kräfte  einzeln 
genommen  die  graphische  Dar- 
stellung der  ßicgungsmomentc 
auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem 
vorigen  Falle  construirt,  und 
nachher  an  jedem  Punkte  der 
horizontalen  Achsenliuie  die 
beiden  Ordiuaten  summirt, 
welclie  für  diese  Stelle  in 
jenen  beiden  Figuren  sich  er- 
geben hatten,  Man  erhält  auf 
diese  Weise  aus  den  beiden 
Figuren  10  und  H  die  Figur  12, 
in  welcher  letzteren  z.  B.  die 
Ordinate  NP  =  Sffi  zusam- 
mengesetzt ist  aus  den  beiden 
Stücken : 

,1; -L_ ■ U  K^x,  (Fig.  10)  und 

I  3)  QP=='Si^  =  NH  = 

■K,  A-,  K,x^  (Fig.  11). 

Wenn  die  Kraft  Ä',  vertical  aufwärts  wirkt  (statt  vertical  ab- 
wärts), so  ist  der  Beitrag,  welchen  dieselbe  zu  dem  Biegungsmomeute 


Graphische  Darstellimg  der  BieguDgsmomente. 


U 


S\ 


t: 


I  • 

»- ^-  -- 


9K  liefert,  eine  negative  Grösse.    Man  würde  dem  entsprechend  für 
diesen  Fall  die  Ordihaten,  welche  die  von  der  Kraft -ff,  allein  heiTorge- 
brachten  Biegungsmomente  darstellen,  sämmtlich  von  der  Horizon- 
talen aus  nach  unten  hin  abzu- 
^i«- 13.  tragen  und  nachher  bei  der  Zu- 

•    v^  sammensetzung  der  beiden  Or- 

dinaten  [für  jede  einzelne  Stelle 
Ai  die  zweite  von  der  ersten  zu 

subtrahiren  haben  (Fig.  13).  Für 

das  Biegungsmoment  an  irgend 

*^  einer  links  von  dem  Angriffs- 

^B    punkte  E   gelegenen   Stelle  N 

erhält  man   nach   Fig.  13   die 

Gleichung : 

^i       4)    ^  =  K,x,—K^x^. 

In  dem  speciellen  Falle,  wenn  die  beiden  Kräfte  ifj,  K^  ein 

Kräftepaar  bilden,  wird  das  Biegungsmoment  3)2  an  allen  Stellen 

zwischen  A  und  E  gleich  gross.     Denn  man  erhält  aus  der  obigen 

(jleichung,   indem   man  darin  K^  =^  K^  =  K  und  a?,  —  a,^  =  « 

setzt,  für  alle  Biegungsmomente  der  Strecke  AE  den  constanten 

Werth: 

5)    3»  =  Ufa, 

welcher   zugleich    das   Moment   jenes   Kräftepaares   bildet.      Die 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente   ergiebt  daher  für 

die  Strecke  AE  eine  hori- 
zontale Linie  (Fig.  14).  In- 
dem man  das  in  Bezug  auf 
Fig.  12  erklärte  Verfahren 
anwendet  auf  den  Fall,  in 
welchem  mehr  als  zwei  bie- 
gende Kräfte  vorhanden  sind, 
erkennt  man,  dass  die  gra- 
phische Darstellung  der  Bie- 
gungsmomente immer  zu  einer 
gebrochenen  Linie  führt,  und 
dass  die  Anzahl  der  gcradUnigen  Stücke,  aus  welchen  diese  ge- 
brochene Linie  sich  zusammensetzt,  übereinstimmt  mit  der  Anzahl 
der  biegenden  Kräfte.  Wenn  also  diese  Anzahl  unendlich  gross  und 
zugleich  der  Abstand  zwischen  zwei  benachbarten  Kräften  unendlich 
klein  wird,  so  geht  die  gebrochene  Linie  über  in  eine  krumme  Linie. 


Fig.  14. 


Erster  AbBchnitt. 


Für  eine  stetig  und  gleicbionmg  über  die  Längp^fles  Balkfus 
vertheilte  Belastung  ron  der  Grösse  p  pro  LäugcncinTn.'it  nimmt 
daher    die   graphische    Dar- 
"*  "■  Stellung   die    in  Fig.  15    an- 

gegebene Form  an.  Das  Ver- 
hältniss  der  beiden  Biegangs- 
momente  an  den  Stellen  N 
und  A  hat  die  Grösse: 


6) 


K-Q\ 


lÖ+jJ 


s«,     ipi'  ~  i'  ■ 

Die  krumme  Linie  BPC  ist 
daher  eine  Parabel,  deren 
Scheitelpunkt  mit  dem  Punkte 
B,  und  deren  Achse  mit  der 
durch  diesen  Punkt  gelegten  Verticalen  zusammenfallt. 

Denkt  man  sich  bei  dem  in  Fig.  16  dargestellten  Balken  AB, 
welcher  an  beiden  Endpunkten  unterstützt  und  an  ii^end  einer 
Zwischcnstelle  Cmit  einem 
Flg.  le.  Gewichte    Q   belastet    ist, 

ji^Q(^)  den  Theil  ^  C  in  eine  feste 
Wand    eingeschlossen ,    so 
erkennt  man,  daes  für  den 
Theil  BC  die   graphische 
Darstellung  der  Biegungs- 
momente auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  9  auszuführen 
ist,   nur   mit  dem   Unter- 
schiede, dasa  hier  die  Or- 
dinalen sämrotlich  nach  unten  bin  von  der  Horizontalen  aus  ab- 
zutragen sind.     Für  das  Biegungsnioment  an  der  Stelle  C  erhält 
man  die  Gleichung: 

7)    n,=CD  =  K,b=Ka, 
■welche   nach  Substitution  des  für  K  (oder  K,)  aus  dem   Gesetze 
des  Hebels  sich  ergebenden  Wertbes  die  Form  annimmt: 

Indem  man  auf  den  Fall,  in  welchem  der  Balken  mit  zwei 
oder  mehreren  Gewichten  belastet  ist,  wiederum  das  in  Bezug 
auf  die  Figuren  10,  11,  12  erklärte  Verfahren  anwendet,  gelangt 
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man  zu  den  Figuren  17  und  18,  in  welcher  letzteren  eine  stetig 
über  die  ganze  BalkculÜnge  vertheilte  Belastung  vorausgesetzt  ist. 
Wenn  zugleich  angenommen 
wird ,  das8  diese  Belastung 
gleichfttrmig  über  die  Länge 
>4ß  vertheilt  ist  und  die  Grösse 
p  pro  Längeneinheit  hat,  so 
ergiebt  sich  für  das  Biegungs- 
moment an  der  im  Abstände  x 
von  der  Mitte  befindlichen  Stelle 
iV  die  Gleichung: 

9)     ÜH  =  itfP  =  Ä:(i-a:)--Pfc^, 

wejfhe  nach  Substitution  des  Werthes  K^pl  die  Form  annimmt: 

'*"■  ^_    _  10)    M^PJ'l^). 

I  Aus  dieser  Gleichung  erhält 

man  für  das  Biegungs- 
moment  in  der  Mitte  des 
^Balkens,  indem  man  x  ^  0 
setzt,  den  Werth: 

Für  das  Verhältniss  dieser  l>eiden  Biegungsmomente  ei^iebt  sich 
demnach  die  Gleichung: 

,    9»  _ip  (;■-«■)  _  p^x' 
"'  W. i^' — -^P     ' 

welche  zeigt,  dass  die  Curve  BFA  eine  Parallel  ist,  deren  Achse 
mit  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Balkens  gelegten  Verticalen 
zusammenfällt. 

§4. 
Allgemeine  DiffeTenzial-GlelchaDg  der  elastischen  Linie. 

Die  krumme  Linie,  in  welche  bei  der  Biegung  des  Balkens 
die  vorher  geradlinige  Achse  desselben  übergeht,  wird  die  elastisclie 
Linie  genannt.  Das  unendlich  kleine  Bogcnstück  MN  (Fig.  3) 
dieser  elastischen  Linie  kann  als  ein  Kreisbogen  angesehen  werden, 


14  Erster  AbschniU.    §  4. 

dessen  Mittelpunkt  O  mit  dem  Convergenzpunkte  der  beiden 
Normalen  CD  und  EF  zusammenfällt,    und   dessen   Halbmesser 

OM  =  p  den  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie  für 
diese  Stelle  bildet.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke 
CGM  und  MNO  in  Fig.  3  ergiebt  sich  die  Proportion: 


1)  C:g   ^  MG 
MN         ON  * 

Der  Quotient  auf  der  linken  Seite  ist  das  Verlängerungs- 
Verhliltniss  desjenigen  Fasernabschnitts,  dessen  Spannung  (pro 
Quadratmillimeter  des  Querschnitts)  mit  S  bezeichnet  wurde,  also 

(nach  §  1,  Gleichung  1)  gleich  -v^.    Wenn   man  ferner  MG  =  w 

und  ÖN  =  p  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung : 

2)  1  =  ^    oder    ^=^.- 
A  p  «;         p 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  in  §  2  gefundene 
allgemeine  Gleichung  11)  die  Form  an: 

3)  —  =  3M. 

P 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Krümmungs  -  Halbmesser  p  dem 
Biegungsmomente  9){  umgekehrt  proportional  ist,  und  dass  an 
den  Stellen,  wo  3)J  =  0  ist,  der  Krümmungs -Halbmesser  p  =r  oo 
wird. 

Wenn  mit  <p  der  Winkel  bezeichnet  wird,  welchen  die 
elastische  Linie  an  der  Stelle  M^  deren  Coordinaten  a;,  y  sind, 
mit  der  Horizontalen  einschliosst,  oder  der  Winkel,"  welchen  die 
an  dieser  Stelle  errichtete  Normale  MO  mit  der  Verticalen  ein- 
schliesst  (Fig.  19),  so  ist  der  unendlich  kleine  Winkel,  welchen 
die  in  den  benachbarten  Punkten  M  und  N  errichteten  beiden 
Normalen  mit  einander  einschliessen,  mit  d^  zu  bezeichnen;  man 
erhält  also  für  das  zu  diesem  Winkel  gehörige  Bogenelement  die 
Gleichung: 

4)  if^  =  pdcp. 

Da  eine  sehr  geringe  Grösse  der  Durchbiegung  vorausgesetzt 
wird,  so  darf  für  den  Winkel  <p  als  einen  sehr  kleinen  Winkel 
die  Tangentenzahl   an   die  Stelle  der  Winkel/ahl  gesetzt  werden; 

auch   darf  man   das  Bogenelement  MN  vertauschen  mit  dessen 
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Horizontal- Projection  MQ  r:^  dx, 
alsdann  die  Form  an: 

Fig.  19. 


Die  vorige  Gleichung  nimmt 

5)     da;=  p  d(tg  cp). 

Für  die  Grösse  tg  ^  ergiebt 
sich  aus  dem  unendlich 
kleinen  rechtwinkeligen  Drei- 
eck MNQ  der  Ausdi-uck: 


6) 


*g?  =  Ä 


folglich  ist  der  Krümmungs- 
Halbmesser  p  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

1)    dx  =  f  d(||)   oder 

1        d»y 

p         dx^ 

Wenn  man  diesen  letzteren 

Werth  für  —  in  Gleichung  3) 

substituirt,    so   erhält  man 
die  folgende  allgemeine  Difife- 
renzial-Gleichung  der  elastischen  Linie: 


8) 


Mit  Hülfe  dieser  allgemeinen  Gleichung  kann  man  die  Form 
der*  elastischen  Linie  berechnen,  indem  man  zunächst  für  das 
Biegungsmoment  SM  als  Function  von  x  die  den  speciellen  Fällen 
entsprechenden  Ausdrücke  substituirt,  und  alsdann  durch  zwei- 
malige Integration  die  Ordinate  y  als  Function  der  Abscisse  x 
darstellt. 

§5. 
Bereehnnng  der  Dnrchbieguiigeii. 

Für  den  in  Fig.  20  dargestellten  Fall  des  an  einem  Ende 
horizontal  eingemauerten  und  am  freien  Ende  B  mit  einem  Ge- 
wichte K  belasteten  Balken  hat  man: 

1)    m  =  K{l  —  x) 
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zu  setzen,  und  indem  man  zugleich  die  am  Schlüsse  des  Torigen 
Paragraphen  gefundene  allgemeine  Gleichung  auf  beiden  Seiten 
mit  dx  multiplicirt,  erhält  man  die  Gleichung: 


x)dx. 


Wenn  man  alsdann  die 
erste  Integration  aus- 
führt und  zugleich  be- 
rücksichtigt,   dass     für 

X  =  0  die  Grrisse   -.  - 
dx 

=  tg  (p    ebenfalls    den 

Werth  Null  annimmt  (da 

an  der  Befestigungsstelle 

Ä   die   elastische   Linie 

horizontal  gerichtet  ist), 

so  gelangt  man  zu  der 

folgenden  Gleichung: 


welche  man  benutzen  kann,  um  für  jeden  Werth  von  x  den  zu- 
gehörigen Werth  der  Grösse  -i  -  ^  t^tp  zu  berechnen.  Für  x=l 
wird  -,"-  =;  tg  u>;   es   ergiobt  sich  also   für  diese  letztere  Grosse 


4)     tg« 


A7' 
2  Et' 


Indem  man  die  Gleichung  3)  auf  beiden  Seiten  mit  dx  multi- 
plicirt und  hierauf  die  zweite  Integration  ausführt,  erhält  man  — 
in  gleichzeitiger  Berücksichtigung  des  Umstände»,  dass  die  Inte- 
grations-Constant«  wiederum  gleich  Null  xu  setzen  ist,  insofern 
für  x!=0  auch  y  =  0  wird  —  die  folgende  Gleichung: 


5)     E%y  =  K(^-'^- 


6/ 


aus  welcher  man  für  joden  gegebenen  Worth  von  x  den  zuge- 
hörigen W^erth  der  Ordinate  y  berechnen  kann.  Für  x  =  1  wird 
y^=f\  man  erhalt  also  für  die  Senkung  des  Belastungspunktes  B 
den  Werth: 


Berechunng  der  Darchbiegtmgeii. 
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6)    /  = 


KV 


ZE% 


Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  durch  die  oben  für  tg<o 
gefundene  dividirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


7) 


/ 


=  -^l    oder    /  =  — Ztgcü, 


tgo)        3  -'S 

welche  zeigt,  dass  die  Horizontale  des  Befestigungspunktes  A  von 
der  durch  den  Belastungspunkt  B  gelegten  Tangente  geschnitten 

wird  an  einer  Stelle,  welche  im  Abstände  -^  vom  Punkte  A  liegt. 

Die  Gleichung  7)  bietet  zugleich  ein  Mittel,  die  Durchbiegung  /  auf 
indirectem  Wege  zu  messen,  und  zwar  genauer  als  dies  durch  directe  Messung 
geschehen  kann.  Wenn  man  an  dem  freien  Endpunkte  B  einen  Spiegel  be- 
festigt, dessen  Ebene  rechtvrinkelig  zu  der  Balken-Achse  gerichtet  ist,  und 
mittelst  eines  auf  diesen  Spiegel  gerichteten  Femrohrs  das  Bild  eines  in  der 
Biegongsebene  aufgestellten  verticalen  Maassstabes  betrachtet*),  so  kann  man 
auf  diese  Weise  die  Grösse  des  Winkels  cu  mit  grosser  Genauigkeit  beobach- 
ten and  nach  Substitution  des  für  tg  o)  gefundenen  Werthes  alsdann  aus 
Gleichimg  7)  die  Grösse  der  Durchbiegung  berechnen. 

Wenn  der  Balken  an  der  Befestigungsstelle  A  nicht  in  hori- 
zontaler Lage,   sondern  in  einer  um  den  sehr  kleinen  Winkel  a 

nach  unten  hin  von  der 
^^'  ^*  Horizontalen      abwei- 

chenden Lage  einge- 
mauert wäre  (Fig.  21), 
so  würde  man  bei  Aus- 
führung der  ersten  In- 
tegration zu  berück- 
sichtigen haben,  dass 
die  Integrations  -  Con- 
stante  in  diesem  Falle 
nicht  gleich  Null,  son- 
dern gleich  E%  tg  a  ist, 
Statt  Gleichung  3)  würde 

man  also  für  diesen  Fall  die  folgende  Gleichung  erhalten: 

8)    E%^  =  k{Ix -'^)-\-E%  ig  a, 

und  die  hiemach  auszuführende   zweite   Integration   ergiebt  die 
Gleichung: 


insofern  -^  =  t»  a  wird  für  a;  =  0. 
ax 


*)  Vergl.  Analytische  Mechanik  §  93. 

Ritter,  Ingenieur- Meehanik. 


rig.  aa. 
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Aus  diesen  letzteren  beiden  Gleichungen   erhält  man  resp.    für 
tg  (u  und  /  die  Werthe: 

10)     tg„  =  j^^  +  lg.. 

Seilt  man  hierin  K  =  0,  so  wird  t«  «i  =  Ir  i   and  f=ltg-x;    bpIm 
mui  Hn  andcros  Mal  tg  a  =  I),  so  erhUl  man  wie   oben  tgiu  —  -  und 

f=^  ^.  Jede  der  beiden  UröSBea  tgui  und  /  setzt  gich  also  zusammon 
aus  den  Beitrügen,  welche  die  beiden  Eiisammcnwirkenden  Ursachen:  nfimlirh 
erstens  das  Torhandensein  der 
biegenden  Kraft  K,  und  zwei- 
tens das  Vorhandensein  der 
schrägen  Einmauening,  ein' 
zeln  genommen  zn  dioscn 
Grilssen  liefern,  wie  Fig.  22 
beispielsweise  in  Bezug  auf 
die  Gr5sse/zeigt  Aus  diesem 
Grunde  darf  bei  den  n&cbst- 
folgenden  FiUlen  wiederum  dir 
horizontale  Einmauerung  vor- 
ausgesetzt werden,  ohne  dasH 
die  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung dadurch  beeinträch- 
tigt würde,  insofern  man  den 
auf  solche  Weise  gefiindonen  Gleirhungrii  durch  IlinzufUgung  der  den  Winkel 
a  enthalleuden  Uliedcr  jederzeit  leicht  diejenigen  Formen  geben  kann,  in 
welchen  sie  für  den  Fall  der  schrägen  Einmauening  Gültigkeit  haben. 

Wenn    ea    statt    der 
"a-  33-  einzelnen  Kraftf  ein  am 

freien  Ende  des  Balkens 
wirkendes  Kräftepaar 
vom  Momente  3H  =  Ka 
ist,  welches  die  Biegung 
desselben  hervorbringt, 
Bo  hat  —  wie  aus  Fig.  M 
zu  ersehen  —  das  Bio- 
gungsmoment  in  allen 
Punkten  der  elantischen 
Linie  die  gleiche  Grösse.  Eb  ist  daher  bei  dem  in  Fig.  23  darge- 
stellten Falle  das  Biegungsmoment  Wl  als  eine  von  x  unabhängige 


Berecimong  der  Durchbiegungen. 
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Constante  zu  behandeln,  deren  Grösse  in  dem  Momente  des  bie- 
genden Kräftepaares  selbst  gegeben  ist,  und  die  Anwendung  des 
oben  erklärten  Rechnungs- Verfahrens  führt  zu  den  folgenden 
Gleichungen : 

12)  £1  ^-^  =  aK  =  Const, 

13)  Exf-  =  ^x, 


14)    EZy  = 


Mx 


aus  welchen  man  nach  Substitution  des  Werthes  x^=l  resp.  für 
die  Grössen  tg  o»  und  /  die  folgenden  Werthe  erhält: 


15)    tg<o  =  -g2.-, 


16)  y= 


2  EX 


Nach  §  4  (Gleichung  3)  hat  der  Krümmungs-Halbmesser  der 
elastischen  Linie  in  diesem  Falle  die  überall  gleiche  Grösse: 

EZ 


17)    p  = 


Die   elastische   Linie   ist  also   ein   Kreisbogen,    und    der  in 

Gleichung  15)   gefundene  Winkel  a>   bildet  zugleich    den   Centri- 

winkel  dieses  Kreisbogens. 

Für  den  in  Fig.  24 

dargestellten  Fall  einer 
gleichförmig  über  die 
Länge  des  Balkens  ver- 
theilten  Belastung  von 
der  Grösse  p  pro  Längen- 
einheit hat  man: 

-xy 


Fig.  24. 


.^ X ?T«. 


1^' .    ^  i  r%- 

FaU  die  folgenden  Gleichungen: 

19)    EZ^.^PJ^ 


18)     m=^ 


2 


zu  setzen,   und  es   er- 
geben   sich    für  diesen 


^)  ^^Ä=^(-^-^+4)- 
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Zasammeiisetziuig  der  Dnrcbbi^nngen. 

Wie  in  §  3  erklärt  wurde,  kann  man  die  Grösse  des  Biegungs- 
moments  ÜK  betrachten  als  zusammengeBetzt  aus  den  einzelnen 
(positiven  oder  negativen)  Beiträgen,  welche  die  einzelnen  biegenden 
Kräfte  zu  demselben  liefern.  Auf  gleiche  Weise  setzt  sich  auch 
die  Durchbiegung  /  aus  den  Einzelwirkungen  dieser  Kräfte  zu- 
sammen, und  dasselbe  gilt  von  der  Grösse  tg  «u,  als  der  Tangento 
des  Neigungswinkels  der  elastischen  Linie  am  freien  Endpunkte 
des  Balkens,  Man  kann  daher  die  Durchbiegung,  welche  mehrere 
gleichzeitig  vorhandene  Belastungen  am  freien  Endpunkte  des 
Balkens  hervorbringen,  in  der  Weise  berechnen,  dass  man  zu- 
nächst die  allgemeine  Gleichung  aufstellt  für  die  Durchbiegung, 
welche  ein  einzelnes  an  beliebiger  Stelle,  z.  B.  im  Abstände  a  von 
der  BofestigungssteUe,  angehängtes  Gewicht  Q  am  Endpunkte  des 
Balkens  hervorbringt,  und  nachher  die  mit  Hülfe  dieser  allge- 
meinen Gleichung  zu  bestimmenden  Beiträge  summirt,  welche  die 
einzelnen  Belastungen  zu  der  ganzen  herrot^ebrachten  Senkung 
des  Endpunktes  liefern. 

Für  die  von  dem 
Gewichte  Q  am  Be- 
lastungspunkteJI/  selbst 
hervorgebrachte  Sen- 
kung ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung  6)  des  vo- 
rigen Paragraphen  der 
in  Fig.  25  ai^egebene 
Werth  0,  und  für  die 
Grösse  tg  <u  erhält  man 
ans  der  Gleichung  4) 
des  vorigen  Paragra- 
phen, indem  man  darin  Q  statt  K  und  a  statt  l  setzt,  den  Werth: 

1)    tg»=2-^- 


Flg.  35. 


Zusammensetzuiig  der  Durchbiegungen. 
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Die  Senkung  des  Endpunktes  B  setzt  sich  aus  den  beiden  Theilen 
3  und  (2  —  a)  tg  Q)  zusammen,  hat  also  die  Grösse : 


2)    /  = 


Fig.  26. 


Hiemach  ergiebt  sich 
z.  B.  bei  dem  in  Fig.  26 
dargestellten  Falle  für 
die  von  den  beiden  Ge- 
wichten Qj  und  Q,  zu- 
sammen genommen  her- 
vorgebrachte Senkung 
des  Endpunktes  B  die 
GleichuDg : 

«  /  -  [M + ('  -  -)  lä] + IM + ('  - «.)  M  ■ 

und  fiir  die  Grösse  tg  a>  erhält  man  —  ebenfalls  durch  Summation 
der  von  den  beiden  Belastungen  zu  derselben  gelieferten  Beiträge 
—  den  Werth: 

4)    ^^-2EZ  +  2EZ' 

Dasselbe  Verfahren  kann  man  auch  anwenden  auf  den  Fall, 
in  welchem  die  Anzahl  der  biegenden  Kräfte  imendlich  gross  ist, 
also  z.  B.  auf  den  Fall  einer  stetig  imd  gleichförmig  —  entweder 
über  die  ganze  Balkenlänge  .oder  über  einen  Theil  derselben  — 
vertheilten  Belastung.  Wenn  mit  p  die  Belastung  pro  Längen- 
einheit belastet  wird,  so  ist  p  c2a;  die  Belastung  der  im  Abstände  x 
von  der  Befestigungsstelle  befindlichen  unendlich  kleinen  Strecke 

dx  (Fig.  27).    Für  den  un- 
Pig.  27.  endlich  kleinen  Beitrag  df^ 

welchen  dieser  Belastungs- 

--*— vf  - theil  zu  der  ganzen  Senkung 

äf  des   Endpunktes  B    liefert, 

erhält  man  aus  Gleichung  2), 

indem  man  darin  x  statt  a 

jpdx  und  pdx  statt  Q  setzt,  den 

Werth: 


M  df-  £^^  *^  -j-  ILzi^I^I 
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und  wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  Xj  und  x^  —  so  erhält  man  für  die  ganze 
durch  die  Belastung  der  Strecke  x,  —  x^  hervorgebrachte  Senkung 
des  Endpunktes  B  (Fig.  28)  die  Gleichung : 

^)    J  —  EZ\         6  V     24     )\ 

Für  den  Fall,  in  welchem  die  ganze  Länge  des  Balkens  be- 
lastet ist,  hat  man  Xj=0  und  ^2=^2  zu  setzen;  man  erhält 
dann  für  /  den  Werth : 


7)./ 


SEZ 


Flg.  28. 


also  denselben  Werth,  welcher  in  Gleichung  23)  des  vorigen  Para- 
graphen bereits  auf  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Auch  die  Grösse  tg  oi 
in  Fig.  28  kann  auf  dem 
Wege  der  Integration 
bestimmt  werden.  Nach 
Gleichung  1)  hat  der 
unendlich  kleine  Beitrag, 
welchen  die  Belastung 
p  dx  zu  derselben  liefert, 
P{x,-x,]  die  Grösse: 

und  man  erhält  durch  Integration  dieses  Ausdrucks  für  den  in 
Fig.  28  dargestellten  Belastungszustand  die  Gleichung: 


9)    tg«,  =  P-M-^-^-^), 


ßEZ 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  »,  =  0  und  x,  =  i  die  Form 
annimmt: 

10)    tg«.»^, 

also  denselben  Werth  liefert,  welcher  in  Gleichung  22)  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  auf  anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Das  Princip  der  „Zusammensetzung  der  Durchbiegungen" 
lässt  sich  durch  die  nachfolgende  tabellarische  Zusammenstellung 
der  bisher  gewonnenen  Resultate  veranschaulichen. 


Balken  auf  zwei  Stützen. 
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K 

aw 

pl 

Q 

a 

tg» 

Kl* 
2EZ 

mi 

.    EZ 

fl* 

%EZ 

Qa* 
2EZ 

tgo 

• 

/ 

Kl* 
SEZ 

2EZ 

SEZ 

Qa*     ,  ,,    ,  Qa* 
SEZ    '  ^    ''  2EZ 

itga 

In  dieser  Tabelle  sind  die  von  fünf  verschiedenen  Ursachen 
herrührenden  Beiträge  zu  den  Grössen  tg  co  und  /  zusammen- 
gestellt. Die  mit  der  üeberschrift  ^K^  versehene  Verticalcolumne 
enthält  die  Beiträge,  welche  eine  am  freien  Ende  des  Balkens 
(auf  die  in  Fig.  20  dargestellte  Weise)  wirkende  Kraft  K  resp. 
zu  den  Grössen  tg  co  und  /  liefert.  In  der  folgenden  ist  durch 
die  Üeberschrift  „3)1^  angedeutet,  dass  dieselbe  die  Beiträge  ent- 
hält, welche  ein  am  freien  Ende  des  Balkens  wirkendes  Kräfte- 
paar vom  Momente  SR  zu  jenen  Grössen  liefert  (Fig.  23).  Auf 
analoge  Weise  sind  die  Ueberschriften  der  dann  folgenden  zwei 
Verticalcolumnen  zu  deuten,  welche  resp.  auf  die  in  Fig.  24  imd 
Fig.  25  dargestellten  Fälle  sich  beziehen.  In  der  letzten  endlich 
ist  durch  die  Üeberschrift  a  angedeutet,  dass  die  von  einer  um 
den  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  geneigten  Lage  des  Balkens 
an  seiner  Befestigungsstelle  herrührenden  Beiträge  in  derselben 
aufzusuchen  sind. 

Denkt  man  sich  die  in  der  Horizontalreihe  neben  „f^  stehen- 
den Ausdrücke  sämmtlich  durch  Pluszeichen  mit  einander  ver- 
banden, so  erhält  man  die  Senkung  des  Endpunktes  für  den  Fall, 
in  welchem  sämmtliche  fünf  Ursachen  gleichzeitig  vorhanden  sind. 
Auf  analoge  Weise  würde  die  Grösse  tg  q>  tiir  diesen  Fall  zu  be- 
stimmen sein.  Wenu  die  eine  oder  die  andere  jener  fünf  Ur- 
sachen in  entgegengesetztem  Sinne  wirkt,  so  ist  selbstverständlich 
vor  den  betreffenden  Ausdruck  statt  des  Pluszeichens  das  Minus- 
zeichen zu  setzen. 


§7. 
Balken  auf  zwei  Stfitzen. 

Jede  von  den  beiden  Hälften  des  in  Fig.  29  dargestellten 
Balkens  befindet  sich  genau  in  demselben  Biegungszustande  wie 
der  in  Fig.  30   dargestellte    an    einem    Ende    horizontal    einge- 
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mauerte  Balken.     Denn  die  Anwendung  der  Gleichgewichts -Be- 
dingungen auf  den  letzteren  ergiebt,  dass  die  von  der  Wand  auf 

den  Balken    übertragenen 

Fig.  29. 

K 


Kraftwirkungen  ein  Kräfte- 
paar bilden  vom  Momente 


KrVl 


Flg.  30 


y  Jß        a»  =  ^(vergLFig.  18); 

und  wenn  man  sich  den 
Biegungszustand  der  links- 
seitigen Hälfte  ebenfalls 
auf  diese  Weise  veran- 
schaulicht, so  erkennt  man, 
dass  bei  nachheriger  Zu- 
sammensetzung die  beiden 
Hälften  auf  einander  gegen- 
seitig das  zum  Gleichge- 
wichte erforderliche  Kräfte- 
paar übertragen  werden,  folglich  die  Wände  hinweggenommen  wer- 
den können,  ohne  dass  der  Gleichgewichts -Zustand  gestört  wird« 
Die  Grössen  tg  m  und  /  sind  daher  zu  berechnen  nach  den 
ftir  Fig.  30  aus  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  sich  er- 
gebenden Gleichungen: 

_^l'  pl^    _    pP 

~  2EZ       6EZ  ~  3EZ' 
KP  pl*    _    b    pl* 

24  EZ^ 


1)  tg 


(0 


2)  f  = 


3EZ       HEZ 


Fig.  31. 


Auf  analoge  Weise  er- 
hält man  für  den  in  Fig.  31 
dargestellten  Fall,  indem 
man  die  Tabelle  des  vo- 
rigen Paragraphen  auf 
Fig.  32  anwendet,  die 
Gleichungen  : 


KP 


2^2: 


-1 


4)   /=-^^'-- 
I  Qa'     ,    ,.        .    Qa*  I 
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welche  nach   Substitution  des  Weirthes  K=  Q  die  Formen  an- 
nehmen: 

2EX       ' 


5)    tg« 


6)    /  = 


Q  1  l' 


EZ  \  3 


6 


4-i? 


2a' 


Fig.  33. 


pdx 


7) 
B) 


Setzt  man  in  diesen  Glei- 
chungen X  statt  a  und  pdx 
statt  Q,  so  erhält  man  für 
die  unendlich  kleinen  Bei- 
träge, welche  die  in  Fig.  33 
angegebenen  Belastungen  resp. 
zu  den  Grössen  tg  q>  und  / 
liefern,  die  Gleichungen: 


Fig.  34. 


pte-^) 


9) 


*«"  =  Ä 


\U{x^  —  x,) 


2 

und  wenn  man  alsdann 
die  Integration  ausfuhrt, 
auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  Xi 
und  x^f  so  ergeben  sich 
für  den  in  Fig.  34  dar- 
gestellten Belastungszu- 
stand die  Gleichungen: 

.3 


-F?^)! 


^^^   ^-EX\~      3  +1     24     i  6  S 

welche  für  »^  =  0  und  x^  =  l  wiederum  die  in  den  Gleichungen  1) 
imd  2)  gefundenen  -Werthe  liefern. 

Offenbar  liefert  zu  der  Durchbiegung  in  der  Mitte  des  Balkens 
die  Belastung  der  linksseitigen  Hälfte  einen  ebenso  grossen  Bei- 
trag, wie  die  Belastung  der  rechtsseitigen  Hälfte.  Es  folgt  hieraus, 
dass  diese  Durchbiegung  nur  halb  so  gross  wird,  wenn  die  eine 
von  den  beiden  Belastungshälften  hinweggenommen  wird.  Bei 
dem  in  Fig.  35  dargestellten  unsymmetrisch  belasteten  Balken 
ist  also: 
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11)    /  = 


EX 


6 


Flg.  35. 


I>(^-ai) 


■^V     48      /  12 

Auch  zu  dem  'Biegungs- 
momente in  der  Mitte  liefert  die 
eine  Belastungshälfte  einen  ebenso 
grossen  Beitrag,  wie  die  andere. 
Es  würde  also  z.  B.  in  Fig.  29 
das  Hinwegnehmen  der  einen  Be- 
lastungsh&lfbe  zur  Folge  haben, 
dass  das  Biegungsmoment  in  der 

Mitte  auf  den  Werth  49»  =  ^ 


▼ermindert  wird.  Ebenso  würde 
in  Fig.  31  das  Hinwegnehmen  des  einen  von  den  beiden  Gewichten  Q  bewirken, 
dass  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  den  Werth  49»  =  iQ  (2  —  a)  annimmt. 

§8. 
Balken  mit  eingemraerten  Enden. 

Denkt  man  sieb  an  den  beiden  Enden  des  auf  zwei  Stützen 

ruhenden  Balkens  Kräftepaare  von  gleichen  Momenten  und  entgegen- 

,  gesetzten  Drehungsrich- 

^^*'  ^'  tungen  angebracht ,    so 

erkennt  man,  dass  durch 
Hinzufiigung  dieser 
Kräftepaare  die  Grösse 
des  Neigungswinkels  ui, 
welchen  die  elastische 
Linie  über  jedem  Stütz- 
punkte mit  der  Horizon- 
talen einschliesst ,  eine 
Veränderung  erleiden 
muss,  und  dass  es  für 
die  Momente  jener 
Kräftepaare  eine  be- 
stimmte Grösse  ÜK  geben 
muss,  bei  welcher  der 
Winkel  a>  gleich  Null 
wird  (Fig.  36).  Wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  be- 
findet sich  offenbar  der 
Balken  genau  in  dem- 
selben Biegungszustande,  wie  der  in  Fig.  37  dargestellte  Balken, 
dessen  beide  Enden  in  horizontaler  Lage  eingemauert  sind. 


K'Vl 


Fig.  38. 


Balken  mit  eingemauerten  Enden. 
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Um  die  Grösse  des  Moments  SR  zu  bestimmen,  hat  man  auf 
die  eine  Balkenhälfte  (Fig.  38)  die  Tabelle  des  §  6  anzuwenden 
und  die  algebraische  Summe  der  von  den  drei  Biegungsursachen 
iC  p2,  9t  zu  der  Grösse  tg  (o  gelieferten  Beiträge  gleich  Null  zu 
setzen.    Man  erhält  dann  die  Gleichung: 


1)    0  = 


Kl'      pp      mi 

2EZ       ÜEZ       E% 


welche,  für  SR  aufgelöst,  nach  Substitution  des  Werthes  K 
die  Fonn  annimmt; 


=  pZ 


2) 


«=^. 


Die  Durchbiegung  /  setzt  sich  ebenfalls  zusammen  aus  den 
Beiträgen,  welche  die  obigen  drei  Biegungsursachen  zu  derselben 
liefern,  und  aus  der  Tabelle  des  §  6  ergiebt  sich  für  diese  Durch- 
biegung die  Gleichung: 

Kl^  pl*  mP 

SEZ       8£X        2EZ ' 


3)   /  = 


welche  nach  Substitution  der  für  K  und  M  gefundenen  Werthe 
die  Form  annimmt: 


4)   /  = 


UEX 


Die  graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  kann  man 
aus  Fig.  18  in  der  Weise  ableiten,  dass  man  von  den  Ordinaten 

der  Curve  in  jener  Figur 

Fig.  39. 


überall     die    constante 

pP 
Grösse  SDl  =  ^   sub- 

trahirt  (Fig.  39).  Für 
die  Ordinate  im  Ab- 
stände X  von  der  Mitte 
ergiebt  sich  alsdann  die 
allgemeine  Gleichung: 

5)  M=.p{^) 

pl\ 


aus  welcher   man  für  die  Grössen  M  und  x  die  nachfolgenden 
zusammengehörigen  Werthe  erhält: 


Plg.  40. 
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X 


M=  -{- 


0, 


+ 


l 


0, 


Flg.  41. 


6  ^'  3 

An  den  Stellen,  wo  das  Biegungsmoment  Null  ist,  sind  die 
Biegungs-Spannungen  ebenfalls  Null.  Man  könnte  also  an  diesen 
Stellen  den  Balken  durchschneiden  und  eine  Gelenk-  oder  Scharnier- 
Verbindung  einschalten,  ohne  dass  der  Gleichgewichts-Zustand  da- 
durch gestört  wird.  Hieraus  folgt,  dass  auch  bei  der  in  Fig.  40 
dargestellten  Unterstützungsweise  die  einzelnen  Balkenstücke  genau 
in  denselben  Biegungszuständen  sich  befinden  wie  in  Fig.  37. 

Um  für  den  in  Fig.  41  dargestellten  Belastungszustand  die 
an  der  Befestigungsstelle  B  von  der  Wand  auf  den  Balken  über- 
tragenen Kraftwirkun- 
gen zu  bestimmen,  hat 
man  sich  den  Biegungs- 
zustand des  Balkens 
zunächst  auf  die  in 
Fig.  42  angedeutete 
Weise  zu  veranschau- 
lichen und  alsdann  die 
Tabelle  des  §  6  auf 
diesen  Fall  in  der  Weise 
anzuwenden,  dass  man 
die  algebraischen  Sum- 
men der  Beiträge, 
welche  die  drei  Bie- 
gungsursachen £,  SN,  Q 
resp.  zu  den  Grössen  tg  (o  und  /  liefern,  eine  jede  für  sich  gleich 
Null  setzt.     Man  erhält  dann  die  beiden  Gleichungen: 

KU  _  mL  _   Qd' 
E%        2E% ' 

a 


5)    «=2£5t 

6)      0=-s-~r  — 


•iE%       2EZ 

und  wenn  abkürzungsweise  das  Verhältniss  -^  :=  n  gesetzt  wird, 

so  erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  die  beiden  unbe- 
kannten Grössen  K  und  W  die  Werthe : 

7)  K  =  Q  (3n^  —  2n'), 

8)  a»  =  QZ  (n»  —  n'). 
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Aoa  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  für  die  Grössen  n, 
nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 

n=   0  1 


Q 


10t 
QL 


die 


f=» 


QL 


=    0 


1 

4 

1 
2 

3 
4 

5 

1 

27 

32 

2 

32 

3 

1 

9 

64 

8 

64 

0 


Da  nach  Vertauschung  der  Grösse  n  mit  der  Grösse  1  —  n  die  obigen 
Gleichungen  für  die  Kraflwirkungen  K^  und  9Ri  gelten  würden,  welche  an 
der  Befestigungsstelle  A  von  der  Wand  auf  den  Balken  fibertragen  werden, 
so  ist  es  nicht  erforderlich,  für  diese  letzteren  Grössen  besondere  Gleichungen 
aufeustellen. 

Für  das  Biegungsmoment  an  der  Belastungsstelle  C  ergiebt 
sich  ans  Fig.  42  die  Gleichung: 

9)    M  =  K(L  —  a)  —  Ti, 

welche  nach  Substitution  der  für  die  Grössen  K  und  5K  gefun- 
denen Werthe  die  Form 
annimmt: 

10)    M  = 
2QL(w*  — 2n'-fn*). 

Nachdem  die  Biegungs- 
momente an  den  drei  Stellen 
-4,  5,  C  auf  solche  Weise 
1!2  berechnet  sind,    kaim  die 

graphische  Darstellung  der 
Biegungsmomente  nunmehr  auf  die  in  Fig.  43  angedeutete  Art 
ausgeführt  werden. 

st 

Wenn  -j-  statt  n^  und  p  dx  statt  Q  gesetzt  wird ,  so  ergeben 

sich  aus  den  beiden  Glei- 
chungen 7)  und  8)  für 
die  unendlich  kleinen 
Beiträge,  welche  die  in 
Fig.  44    angegebene    Be- 


Flg.  44. 


dx 


dSh 


pax 


lastungpcZcczu  denGrössen 
K  und  3»  liefert,  die 
Werthe: 


11)   dK  =  pdx(s^--2~) 
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12)   d<m  =  pdxL(^^--'^,) 


und  durch   Integration   dieser   Gleichungen    erhält   man   alsdann 
die  Werthe  von  K  und  3W,  welche  dem  in  Fig.  45  dargestellten 

Belastungszustande  ent- 
^^**  *^'  sprechen.  Setzt  man  ab- 

kürzungsweise -j~  =  «, 
und  -J-  =  n. .   80  neh- 


3. 


miBBiniiMiMiiiBaiiiBia. 


i 


13)    K  =  pL  \i»l  -  «J)  -  -l  («;  -  «J)( 
14) 


L  " 

men  die  Resultate  dieser 
Rechnung  die  folgenden 
Formen  an: 


Flg.  46. 


.iimiMmmimm 


m 


aW  r=pL'  }|  („J  _  „J)  _  l-  (n\  -  «J)j . 

Für  «,  "  0    und    tij  =  1    ergeben    «ich    hieraus   wieder    die  Werthe 

K  =     pL  und  3R  =  -nr^^'»  welche  für  den  in  Fig.  36  dargestellten  Be- 

lastungszustand  gefunden  wurden. 

Wären  ausser  der  in 

Figur  45  angegebenen 
Strecke  x,  —  x^  noch  an- 
dere Strecken  des  Balkens 
mit  gleichförmig  vertheil- 
ten  Belastungen  versehen, 
so  würde  man  die  Be- 
stimmung der  Grössen  K 
und  3)t  durch  Summation 
der  von  diesen  verschie- 
denen Belastungen  zu 
jenen  Grössen  gelieferten 
Beiträge  ausfuhren  kön- 
nen. So  z.  B.  würde  man 
für  den  in  Fig.  46  dar- 
gestellten Fall,  in  welchem 
das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleich- 


q(Xj^3lj  pL 


q{xrr) 


Fig.  47. 


t 


JQDnDIIlilMlllJtlul 


{p^q\L 


förmig  über  seine  ganze  Länge  vertheilte  Belastung  von  der  Grösse 
pL  mit  berücksichtigt  werden  soll,  die  Gleichungen  erhalten: 
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15)  K=rlpL  +  qL  JK  -  «J)  -  4"  K  -  «J)j ' 

16)  m  =  ^pL*  +  qL*  »1  (nl  -  «?)  -  4  K  -  «})| 

Dieses  Verfahren  kann  auf  negative  sowohl  als  auf  positive 
Belastungen  angewendet  werden.  Da  das  Hinwegnehmen  einer 
bestimmten  Belastung  auch  aufgefasst  werden  kann  als  das  Hinzu- 
fügen einer  ebenso  grossen  negativen  Behistung,  so  ergeben  sich 
hiemach  für  den  in  Fig.  47  dargestellten  Belastungszustand  die 
Werthe: 

17)  jr=^(p-fg)L-gLJii^-nJ)-i(nJ-~nJ)j, 

18)  ^=.±(j,^g)L^^qL^^-^{nl-n\)-±{K-n*,)\. 

§9. 

Toiüieilbafteste  ünterstfitzmigswelse  fDr  den  Balken  auf 

zwei  Stützen. 

Bei  dem  Balken  mit  horizontal  eingemauerten  Enden  liegen 
—  wie  Fig.  39  zeigt  —  die  Stellen,  an  welchen  das  Biegungs- 
moment die  Grösse  Null  hat,  im  Abstände  — >  -  von  der  Mitte; 

1/3 

und  es  ergab  sich  zugleich,  dass  bei  dieser  Unterstützungsweise 
das  Biegungsmoment  an  den  beiden  Enden: 

seinem  absoluten   Werthe  nach   gerade  doppelt  so  gross  ist  als 
das  Biegungsmoment  in  der  Mitte: 

2)    it/.  =  4- 

Wenn  man  sich  den  Biegungszustand  des  Balkens  auf  die  in 
Fig.  40  angedeutete  Art  dadurch  veranschaulicht,  dass  man  sich 
an  jenen  Nullpunkten  den  Balken  durchschnitten  denkt,  so  erkennt 
man  sogleich,  dass  durch  Verlegung  der  beiden  Schnittstellen 
weiter  nach  den  Enden  hin  es  möglich  sein  würde,  einen  solchen 
Biegungszustand  herbeizuführen,  bei  welchem  die  Grösse  9R  als 
das  grössere  der  beiden  grössten  Biegungsmomente  einen  kleineren 
Werth  annimmt.  Da  jedoch  mit  einer  solchen  Verschiebung  der 
Nullpunkte  zugleich  eine  Vergrösserung  des  Biegungsmoments  M^ 
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verbunden  ist,  so  ergiebt  sich  ferner,  dass  der  durch  diese  Ver- 
schiebung zu  erreichende  Vortheil  dann  am  grössten  wird,  wenn 
dieselbe  so  gewählt  wird,  dass  die  beiden  Biegungsmomente  ^ 
und  Mo  einander  gleich  werden. 

Bei  der  in  Fig.  48  angegebenen  Lage  der  beiden  Nullpunkte 
hat  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  des  Mittelstückes,  welches 

als  ein  an  b^den  Enden 
^i8-  48'  frei  aufliegender  Balken 

zu  betrachten  ist  (nach 

§  3,  Gleichung  11),   die 

Grösse : 

3)    ^.  =  -P|-' 


-  l "-; l- 

i-z         *       i       ^       I  i-z 


W 


pz 
piC-z) 


und  das  Biegungsmoment 
an  jeder  von  den  beiden  Einmauerungsstellcn  hat  die  Grösse: 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Grössen  erhält  man  für 
denjenigen  Werth  von  2,  bei  welchem  die  beiden  Biegungsmomente 
einander  gleich  werden,  die  Gleichung: 


5)    -^  =  P(       2^  )    ^^^^    ""^ 


--  ? 


und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  einer  der 
beiden  Gleichungen  3)  und  4)  fiir  das  nunmehrige  grösste  Bie- 
gungsmoment den  Werth: 

6)    JW„  =  iW  =  -P~. 

Im  Anfange  des  vorigen  Paragraphen  wurde  gezeigt  und 
durch  Fig.  36  erläutert:  wie  man  bei  dem  an  beiden  Enden  frei 
aufliegenden  Balken  durch  Anbringen  von  Kräftepaaren  an  den 
beiden  Enden,  und  durch  allmähliche  Vorgrösserung  von  deren 

Momenten  9K  bis  zu  der  Grösse  --i.— ,  denjenigen  Biegungszustand 

herbeiführen  kann,  welcher  der  horizontalen  Einmauerung  ent- 
spricht Denkt  man  sich  statt  dessen  jene  allmähliche  Vorgrösse- 
rung des  Momentes  Tl  nur  so  weit  fortgesetzt,  bis  dasselbe  die 

Grösse  ' .--  erreicht  hat,  so  erkennt  man,  dass  in  diesem  letzteren 

Fall^  die  einzelnen  Theile  des  Balkens  genau  in  denselben  Bie- 
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gongszustanden  sich  befinden  würden,  wie  bei  der  in  Fig.  48  dar- 
irestellten  Unterstützungsweise.  Man  kann  daher  den  erwähnten 
Vortheil    —  nämlich   die   Verkleinerung   des  grössten    Biegungs- 

momentes  von  der  Grösse  ^^'^  **^^^  ''''*  ^'•^«««   ^ 


3 


bis  auf  die  Grösse 


—  auch 


dadurch  erreichen,  dass  man  die  beiden  Enden  des  Balkens  in 

schräger  Lage  ein- 
Fig.  49.  mauert     (Fig.  49), 

und  für  den  Nei- 
gungswinkel a,  um 
welchen  die  Achse 
des  Balkens  an  jeder 
von  den  beiden  Ein- 
mauerungs  -  Stellen 
gegen  die  Horizon- 
tale geneigt  sein 
muss ,  erhält  man 
nach  Fig.  50  mit 
Benutzung  der  Ta- 
belle des  §  6  die 
Gleichung : 


7)    tga  = 


KP         pP        mi 

2EZ       6FZ       EX 


pV 


die 


welche  aach  Substitution  der  Werthe  K=pl  und  3DI  =  -^ 
Foim  annimmt: 

Für  die  grösste  Biegungs-Spannung  in  dem  auf  solche  Weise 
unterstützten  Balken  erhält  man  nach  §  2  (Gleichung  12)  den 
Werth: 

und  wenn  man  hierin  dem  Buchstaben  S  die  Bedeutung  der. 
praktisch  zulässigen  Spannung  pro  Quadratmillimeter  der  Quer- 
schnittsfläche beilegt,  so  kann  man  diese  Gleichung  zur  Berech- 
nung der  Grösse  X,  als  des  Trägheitsmomentes  der  erforderlichen 
Querschnittsfläche  des  Ballcens  benutzen.  Nach  Substitution  dieses 
Werthes  nimmt  die  oben  für  tg  a  gefundene  Gleichung  die  Form  an : 


10)    tga  =  -|^ 


S 
E 


l 


w 


Ritter,  logenieor- Mechanik. 
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In  dieser  Gleichung  bedeutet  to  die  Entfernung  der  am  wei- 
testen von  der  Neutralen  entfernt  liegenden  Faser,  mithin  bei 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  geformtem  Quer- 
schnitte, die  halbe  Höhe  des  Balkens.  Wenn  also  mit  h  die  ganze 
Höhe  und  mit  L  die  ganze  Länge  des  Balkens  zwischen  den 
beiden  Wänden  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Winkel  a  zu  bestimmen 

aus  der  Gleichung: 

l     a     L 


11)    tga  = 


3  '  £  *  h 


Für  Schmiedeisen  würde  iSi  =  6Kil.   uud   £'=20000  zu  setzen  sein. 

Wenn  also  z.  B.  ^-  —  10  ist,  so  wird: 

h 

*       _  1  ^         in  _      1 

'«'"-  3  •  2b"0ÖÖ'^"~TÖÖÖ* 

Denkt  man  sich  den  auf  zwei  Stützen  frei  aufliegenden  Bal- 
ken nach  jeder  Seite  hin  so  weit  über  den  Stützpunkt  hinaus 
verlängert,  dass  wiederum  das  Biegungsmoment  über  dem  Stütz- 

punkte  den  Werth  -~—  annimmt,  so  erkennt  man,  dass  bei  dem 

auf  solche  Weise   unterstützten   Balken  ebenfalls  die  Bedingung 
der  vortheilhaftesten  Unterstützungsweise  erfüllt  ist,  insofern  auch 

hier  wieder  die  ab- 
^^«-  ^^-  soluten  Werthe  der 

" :'' " i ^  . 1       Biegungsmomente 

(  ! l  I    a-l  _\     an  den  Stellen,  wo 

dieselben  ihr  Maxi- 
mum erreichen,  ein- 
ander gleich  sind 
(Fig.  5t  und  Fig.  52). 
Die  Länge  a  —  Z, 
um  welche  der  Bal- 
ken an  jeder  Seite 
über  den  Unter- 
ist  zu    bestimmen   aus    der 


Stützungspunkt   hinausragen    muss, 
Gleichung : 

12)      P  («  -  0*  -  P^' 


oder    a  —  /  = 


l 


V^ 


2  ■      4 

Wenn  also  ein  Balken  von  der  gegebenen  Länge  2  a  so  auf 
zwei  Stützen  gelegt  werden  soll,  dass  das  grösstc  Biegungsmoment 
den  kleinstmöglichen  Werth  annimmt,  so  müssen  die  Stützpunkte 
im  Abstände: 


Balken  auf  drei  Stützen. 


3S 


13)    Z  = -^J^  =  0,5858 .  a 
1  +  1/2 

an  beiden  Seiten  von  der  Mitte  des  Balkens  entfernt  liegen. 

§  10. 
Balken  auf  drei  Stützen. 

Denkt  man  sich  bei  dem  in  Fig.  53  dargestellten  Balken  die 
eiBC  Hälfte  -4C  in  eine  feste  Wand  eingeschlossen,  so  erkennt 
man,  dass  die  andere  Hälfte  AB  in  demselben  ßiegungszustande 
sich  befindet,  wie  der  an  einem  Ende  horizontal  eingemauerte 
Balken  (Fig.  54),  an  welchem  gleichzeitig  zwei  Biegungsursachen 

wirken,  nämlich  erstens 
-  ^'     '  der  von  dem  Stützpunkte 

B  auf  den  Balken  über- 
tragene Gegendruck  K, 
zweitens  die  gleichförmig 
über  seine  Länge  ver- 
theilte  Belastung /?{.  Die 
von  diesen  beiden  Bie- 
gungsursachen an  dem 
freien  Endpunkte  B  her- 
vorgebrachten Durch- 
biegungen heben  ein- 
ander gegenseitig  auf; 
nach  der  Tabelle  des 
§  6  ist  also: 


Fig.  64 


1)    0  = 


pl*  Kl* 

SEX       SEX 


oder    E=-ö-pl. 


Für  den  Gegendruck  der  Mittelstütze  A  ergiebt  sich  hiernach  der 
Werth: 

2)    P=2pl  —  2K=^pl 

o 

Das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  ist  nach  Fig.  54 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

oder    üMj  =  -^g-- 

Für  das  Biegungsmoment  an  der  im  Abstände  z  von  der  End- 
stütze  B  befindlichen  Stelle  erhält  man  auf  dieselbe  Weise  die 
Gleichung: 

3* 


3)    0  =  ^-Kl  —  m, 
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4)    0=?|^-/ir«-aM    oder 


^l  =  P^-Kz. 


Derjenige  Werth  von  z,   für  welchen   die  Grösse  3)i   gleich 
Null  wird,  ist  demnach  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 


f))    0 


'^      —  Kz    oder    z  =  2  — 


2  p 

und  die  Stellen,  an  welchen  das  Biegungsmoment  seinen  grösstcn 
negativen  Werth  annimmt,  findet  man  aus  der  Gleichung  : 


6)    0  =  ^  =  ps  —  K    oder 


K       3  , 

^  =  7  =  ¥^- 

Nach  Gleichung  4) 
hat  das  Biegungsmo- 
ment an  diesen  letzte- 
ren Stellen  die  Grösse: 

7)  üR=--^  = 

-  V  =  -  128  P^  • 


-fiP^    Die  nach  diesen  Glei- 


chungen in  Fig.  55 
ausgeführte  graphische 
Darstellung  der  Bie- 
gungsmomente    zeigt, 


dass  die  einzelnen  Theile  des  Balkens  in  denselben  Biegungs- 
zuständen  sich  befinden,  wie  bei  der  in  Fig.  56  dargestellten  Art 
der  Unterstützung. 


Plg.  57. 


K 


{.' 


Fig.  58. 


m(A 


*      1 


tl 


a 


l-n 


» 


Q 


Um  für  den  in  Fig.  57 
dargestelltenBelastungs- 
zustand  die  Gegendrücke 
der  drei  Stützpunkte  zu 
bestimmen,  hat  man  sich 
den  Biegungszustand  der 
Balkenhälfte  AB  auf  die 
in  Fig.  58  angedeutete 
Weise  zu  veranschau- 
lichen und  die  algebrai- 
sche Summe  der  von 
den  beiden  biegenden 
Kräften  Q  und  K  am 
freien  Endpunkte  B  her- 
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TOigebrachten  Durchbiegungen  gleich  Null  zu  setzen.     Aus  der 
Tabelle  des  §  6  ei^iebt  sich  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 


] 


KV 


3JSX 


a 


Fig.  59. 


Wenn  man  abkiirzungsweise  das  Verhältniss  -=-  =  n  setzt,  so 
erhält  man  aus  dieser  Gleichung  für  K  den  Werth: 

9)  ir  =  yQ(3n*  — «'). 

Den  Gegendruck  der  Mittelstütze  kann  man  nunmehr  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

10)  P=2Q  — 2ir=Q(2  — 3n2  +  n^),  . 

und  für  das  Bi^ungsmoment  über  der  Mittelstütze  erhält  man 
nach  Fig.  58  die  Gleichung: 

11)  3)i  =  Qä'-Kl  =  ^  Ql  (2n  —  3n'^  +  n^). 

Offenbar  liefert  sowohl  zu  der  Grösse  P  als   auch  zu  der 

Grösse  9)2  das  eine  von 
den  beiden  Gewichten 
Q  einen  ebenso  grossen 
Beitrag  wie  das  andere. 
Es  wird  daher  das  Hin- 
wegnehmen eines  von 
den  beiden  Gewichten 
Q  zur  Folge  haben, 
dass  der  Gegendruck 
der  Mittelstütze  und  das 
Biegungsmoment  über 
derselben  gerade  halb 
so  gross  werden  wie  bei 
dem  vorigen  Falle.  Für 
4  den  in  Fig.  59  darge- 
stellten Belastungszu- 
stand ergeben  sich  hier- 
nach die  Gleichungen: 


rig.  61.  * 


12) 

Q  (2  —  3n^ -f  n»), 


W  =  —  P^ 
2    ' 


13)    3)1, 


-J  3K  =  ^  Ql  (2 «  -  3n'  -f  n'). 
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Wenn  man  sich  durch  die  Mitte  des  Balkens  einen  Schnitt 
gelegt  denkt  und  alsdann  für  die  Kräfte,  welche  auf  die  abge- 
trennte linke  Balkenhalfte  wirken,  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  in  Bezug  auf  die  Mittelstütze  gleich  Null 
setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

14)  0  =  Ul+m,     oder     U=—^^^ 

Nach  Substitution  des  für  3R^  gefundenen  Ausdrucks  liefert  diese 
Gleichung  für  ü  den  Werth : 

15)  U=  —  ^Q(2n  —  3n'+n'). 

Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdrucks,  dass  an  der 
unbelasteten  Seite  der  vertical  aufwärts  gerichtete  Gegendruck  der 
Endstütze  stets  negativ  ist,  dass  also  in  Wirklichkeit  dieser  Gegen- 
druck vertical  abwärts  gerichtet  ist. 

Das  gleiche  Verfahren  auf  die  andere  Balkenhälfte  ange> 
wendet,  führt  zu  der  Gleichung: 

16)  0  =  Qa  —  FZ  —  3M,     oder: 

17)  V  =  ^Q  (2n  +  3n'  -  n«). 

Der  absolute  Werth  des  Biegungsmomentes  an  der  Belastungs> 
stelle  kann  hiemach  berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

18)  a»,=  F(Z  — a)=F«(l  — n). 

Wennz.B.  n  =  |-i8t,ßo  wird3K,=^Q?uiid  ^  =  T^^g  Q,  folg- 
lich nach  Gleichung  18):  3»,  =  FZ  (l  -  |-)  =  ^^  Ql 

Nachdem  die  beiden  Grössen  SW,  und  SK,  auf  solche  Weise 
gefunden  sind,  kann  man  die  graphische  Darstellung  der  Biegungs- 
momente nunmehr  auf  die  in  Fig.  60  angegebene  Weise  ausführen, 
und  die  Biegungszustände  in  den  einzelnen  Theilen  des  Balkens 
kann  man  sich  veranschaulichen,  indem  man  sich  den  Balken  auf 
die  in  Fig.  61  angedeutete  Weise  durchschnitten  und  unterstützt 
denkt. 

Wenn  -,-  statt  n,  und  qdx  statt  Q  gesetzt  wird,  so  ergeben 

sich  für  die  unendlich  kleinen  Beiträge,  welche  die  in  Fig.  62 
angegebene  Belastung  zu  den  Gegendrücken  der  drei  Stützpunkte 
liefert,  aus  den  Gleichungen  17),  12),  15).resp.  die  Werthe: 


Balken  auf  drei  Stfltzen. 


39 


19)  dV==±qdx(2^-\.3^-^^) 

20)  dW^^qdx{2-'6^  +  ^y 

21)  dU=-lqdx(2^-S^+'' 


^) 


I 


Fig.  62. 


1 


X 


und    wenn    man    diese 
dv  Gleichungen      integrirt, 
auf  der   rechten    Seite 
zwischen    den    Grenzen 


x^    und   a?j,    so    erhält 


man     für    die    Gegen- 
^  drücke  der  Stützpunkte 

««^  bei  dem  in  Fig.  63  dar- 

gestellten Belastungszustande  die  Werthe: 

»^         1  /x*  —x\\\ 


22)     F  =  |,zj(^L_;^)  +  ( 


x: 


X 


V 


')-i(^ 


V 


■)! 


ä3)   »-_|,i}2(a-^)-(£lz;^)  +  |(i?L^)j. 

Wenn    z.  B.  Xi  =  ^i   und    X2  =" -^l  ist,    so  wird:    7=  oKfi' 2'» 

Wären  ausser  der  Strecke  x^  —  x^  noch  andere  Strecken  des 
Balkens  belastet,  so  würde  man  die  von  diesen  Belastungen  zu 
den  Gegendrücken  gelieferten  Beiträge  noch  hinzuzufügen  haben. 
So  z.  B.  würde  man  für  den  in  Fig.  64  dargestellten  Fall,  bei 
welchem  ausser  jener  Belastung  noch  das  eigene  Gewicht  des 
Balkens  als  eine  gleichförmig  über  die  Länge  desselben  vertheilte 
Belastung  mit  berücksichtigt  werden  soll,  durch  Ilinzufügung  der 
aas  den  Gleichungen  1)  und  2)  zu  entnehmenden  Beiträge  die 
Werthe  erhalten: 

25)  V'^^flJf-V, 

26)  W'  =  ^pl-\-}V, 

ö 


27)     Ü'=y^fl  +  U, 
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U 


1 


Fig.  64. 


i   «(^-^) 


und  für  den  in  Fig.  65  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  Efit- 
lastang  der  Strecke  z,  —  x,  als  Hinzufiigung  einer  negativen  Be- 
lastung zu  dem  voUbe- 
lasteten  Balken  aufgefasst 
werden  kann,  ergeben  sich 

die  Werthe: 

28)  V"  = 

29)  W"  = 

^(p_|_5)i_pr, 

30)  U"  = 

\ip  +  q)i-u. 

Die  Grössen  F,  W^  U  in 
den  letzteren  sechs  Glei- 
y  chungen  haben  dieselben 
Bedeutungen  wie  in  den 
Gleichungen  22),  23)  und 
24). 

Wenn  man  z.  B.  wie  oben 

Xx  =  -i-l  und  a:j  =  —  J  setzt, 

so  erhält  inau  resp.  für  die 
in  Fig.  64  und  Fig.  65  dargestellten  ßelastungszustände  die  Gegendrücke: 


W  =  i^pJ  + 

86  , 
"256  «*• 

W"  -  ~^-pl  + 

234  , 
256  2^ 

§  11. 

Yortheilhafteste  Unterstfltznogswolse  fttr  den  Balken  auf 

drei  Stützen. 

Wenn  bei  gleichförmig  über  die  Länge  des  Balkens  vertheilter 
Belastung  die  drei  Stützpunkte  desselben  in  gleicher  Höhe  liegen, 
so  haben  —  wie  in  Fig.  55  gezeigt  wurde  —  die  absoluten  Werthe 
der  Biegungsmomente  an  den  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maximum 
erreichen,  ungleiche  Grössen;  und  zwar  verhält  sich  das  kleinere 
Maximum  zu  dem  grösseren  wie  9  zu  16.  Die  Stellen,  an  welchen 
das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist,  oder  die  Stellen,  an  welchen 
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man,  ohne  den  Biegungszustand  zu  verändern,  den  Balken  durch- 
schneiden könnte,  liegen  bei  dieser  Unterstützungsweise  an  beiden 

Seiten  im  Abstände  -rl  von  der  Mittelstütze. 

4 

Um  die  vortheilhafteste  Lage  der  Stützpunkte  aufzufinden, 
oder  diejenige  Unterstützungsweise,  bei  welcher  das  grösste  Bie- 
gongsmoment  möglichst  klein  wird,  hat  man  zunächst  zu  unter- 
suchen :    welche   an- 
^^-  ®® •  dere  Lage  diesen  Null- 

^fP*^  ^  IC-pz    punkten  oder  Schnitt- 

stellen gegeben  wer- 
den   müsste ,     wenn 


t i  -t" -"  '- -   - 4 


7*T~:         tflixT  j^^o    Maximalwerthe 

^Pqi^  ^  der  Biegungsmomente 

flß-^ij  gleich   gross  werden 

sollen.    Nach  Fig.  66 
hat  das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  die  Grösse: 

1)    aK.=p,(a-.)  +  ^(^=p(^l^), 

und  das  Biegungsmoment  in  der  Mitte  jedes  der  beiden  Endstücke 
hat  den  absoluten  Werth: 

2)  aR,  =  ^- 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  erhält  man  für 
die  Grösse  a  den  Werth: 

3)  a  =  zV2, 

und  mit  Benutzung  desselben  kann  man  nach  Fig.  66  nunmehr 
die  Grösse  z  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

4)  7i  +  zy2  =  l    oder    z  = ^n=  =  0,414  .  l 

Wenn  die  Lage  der  Schnittstellen  dieser  Bedingung  entspricht, 
so  haben  die  Gegendrücke  der  beiden  Endstützen  ein  jeder  die 
Grösse: 

5)  K  =  pz  =  OM't.ph 

und  die  absoluten  Werthe  der  Biegungsmomente  haben  an  den 
drei  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maximum  erreichen,  nunmehr  die 
gemeinschaftliche  Grösse: 

6)  a»,  =  50^  =  0,085  786  pZ». 
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Erster  Abschiiitt.    §  11. 


Auch  bei  dem  continuirlichen  (niclit  durchschnittenen)  Balken 
auf  drei  Stützen  sind  —  wie  die  Gleichung  5)  des  vorigen  Para- 
graphen zeigt  —  der  Gegendruck  der  Endstütze  und  ihr  Abstand 
von  dem  Nullpunkte  Grössen,  welche  einander  gegenseitig  be- 
dingen, in  solcher  Weise,  dass  jedem  bestimmten  Werthe  von  K 
ein  bestimmter  zugehöriger  Werth  von  s  entspricht.  Wenn  also 
bei  dem  continuirlichen  Balken  Fig.  53  durch  irgend  eine  Ver- 
änderung der  Unterstützungsweise  bewirkt  würde,  dass  der  Gegen- 
druck jeder  von  den  beiden  Endstützen  die  Grösse  0,414  p2  — 

3 
statt  -^pZ  —  annimmt,  so  würden  auch  die  Nullpunkte  diejenige 

Lage  annehmen,  welche  dem  oben  gefundenen  Werthe  2  ==  0,414  .  ^ 
entspricht. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  53  die  Mittelstütze  das  eine  Mal 
so  weit  gehoben,  bis  der  Balken  die  beiden  Endstützen  nicht  mehr 
berührt,  und  das  andere  Mal  so  weit  gesenkt,  bis  der  Balken  die 
Mittelstütze  nicht  mehr  berührt  und  nur  noch  von  den  beiden 
Endstützen  getragen  wird,  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Grösse 
K  jeden  beliebigen  zwischen  den  Grenzen  0  und  pZ  liegenden 
Werth  annehmen  kann  —  je  nachdem  der  Mittelstütze  eine  höhere 
oder  tiefere  Lage  gegeben  wird.  Man  kann  daher  den  erstrebten 
Vortheil    auch    durch    eine   Senkung   der   Mittelstütze    erreichen, 

indem    man    diese 


/f-^o^iiipZ 


Flg.  67. 


i&-<ViUpl 


Senkung  gerade  so 
weit  vergrössert,  bis 
die  Gegendrücke 
der  Endstützen  die 
Grösse  Är= 0,414  pZ 
erreicht  haben 

(Fig.  67).  Um  die 
Grösse  der  erforder- 
lichen Senkung  zu 
berechnen,  hat  man 
sich  den  Biegungs- 
zustand der  Balken- 
hälfte AB  auf  die 
in  Fig.  68  darge- 
stellte Weise  zu  ver- 
anschaulichen und  die  Tabelle  des  §  6  auf  diesen  Fall  anzu- 
wenden.    Für  die   von   den   beiden  Biegungsursachen  K  und  pZ 


jKr-oi4iipl 


Flg.  68. 
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hervorgebrachte  Durchbiegung  erhält  man  nach  jener  Tabelle  die 
Gleichung: 

'^   J  —  SEX       SEX' 

In  dieser  Gleichung  ist  für  K  der  vorgeschriebene  Werth  zu 
substituiren.  Die  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittelstütze  hat 
also  die  Grösse: 

Wenn  für  den  Balken  diese  Unterstützungsweise  gewählt  wird, 
so  ist  das  grösste  Biegungsmoment  nach  Gleichung  6)  zu  be- 
rechnen; folglich  hat  die  grösste  Biegungs-Spannung  (nach  §  2, 
Gleichung  12)  die  Grösse: 

9)  5  =-^.0,085 786 p^^ 

und  wenn  man  hierin  der  Grösse  S  die  Bedeutung  der  praktisch 
zulässigen  Spannung  (pro  Quadratmillimeter  der  Querschnittsfläche) 
beilegt,  so  kann  man  diese  letztere  Gleichung  zur  Berechnung  der 
Grösse  5£,  als  des  erforderlichen  Trägheitsmomentes  der  Quer- 
schnittsfläche benutzen.  Nach  Substitution  dieses  Werthes  für  X 
nimmt  die  oben  für  /  gefundene  Gleichung  die  Form  an : 

10)  /=  0,15237. -f-.—. 
'  ^         ^  E     w 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  w  die  Entfernung  der  am 
stärksten  gespannten  Faser  von  der  Neutralen  —  mithin  bei  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  geformtem  Querschnitte 
die  halbe  Höhe  desselben.  Wenn  also  mit  h  die  ganze  Höhe  und 
mit  L  die  ganze  Länge  des  Balkens  bezeichnet  wird,  so  ist  die 
vortheilhafteste  Senkung  der  Mittelstütze  zu  bestinmien  aus  der 
Gleichung : 

11)  /=  0,076185^. -|-.^. 

Für  Schmiedeisen  würde  5=6  Kil.  und  E=20  000  zu  setzen  sein. 
Für  einen  schmiedeisemen  Brückenbalken  von  der  Höhe  h=  IGOOG*"*"  und 
der  Länge  X  =  200000"^  hat  also  die  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittel- 
stütze die  Grösse: 

/  =  «'«'«^«^-W-^oS- =  »>•"--• 

Der  durch  solche  ünterstützungsweise  erreichte  Vortheil  besteht  darin:  dass 
das  grösste  Biegungsmoment  im  Yerhältniss  0,125  :  0,086  verkleinert  worden 
ist  (vergl.  §  10,  Gleichung  3,  und  §  11,  Gleichung  6). 
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Erster  Abuchnitt    §  1*2. 


§  12. 

Balken  saf  rier  SttttzeiL 

Das  Bieguiigsmoiuent  über  einer  von  den  beiden  Mittelstiitzen 
hat  nach  Fig.  69  die  Grösse: 

Die  Biegungszustände  der  drei  Abtheilungen  des  Balkens  kann 
man  sich   durch  die  Figuren  70,  71,  72  veranschaulichen.     Aus 


/r 


K 


718.  69. 


P 


B'^K 


Fig.  70. 


p{ljayK 


Flg.  71 


\  Flg.  72. 


p(l-a) 


P(M 


IC 


K 


Fig.  72  erhält  man  nach  der  Tabelle  des  §  6,  indem  man  die 
Durchbiegung  am  freien  Endpunkte  C  nach  derselben  berechnet 
und  die  algebraische  Summe  der  von  den  drei  Ursachen  a,  K^ 
p  {l  —  a)  zu  dieser  Durchbiegung  gelieferten  Beiträge  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichung: 


2)    0-= 


K(l--ay         p(l  —  ay 


3EZ 


~     8i;i    +^^-^^^^- 
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Die  Grösse  tga  kann  man  nach  Fig.  70  berechnen.  Denkt 
man  sich  die  linksseitige  Hälfte  dieser  Abtheilung  in  eine  feste 
Wand  eingeschlossen,  so  erkennt  man,  dass  für  die  rechtsseitige 
Hälfte  die  Grösse  tgo^  wiederum  nach  der  Tabelle  des  §  6  be- 
rechnet werden  kann,  und  man  erhält  durch  Summation  der  von 
den  drei  auf  die  rechtsseitige  Hälfte  wirkenden  Biegungsursachen 
zu  der  Grösse  tg  a  gelieferten  Beiträge  für  dieselbe  den  Ausdruck : 

«.  __   pa  .a^         9Ka         pa^ 

Diesen  Ausdruck  hat  man  nach  Substitution  des  oben  für  3R 
gefundenen  Werthes  in  Gleichung  2)  für  tga  zu  substituiren. 
Man  erhält  dann  eine  Gleichung,  aus  welcher  die  Grösse  K  als 
einzige  noch  unbekannte  Grösse  berechnet  werden  kann.    Wenn 

man  in  dieser  Gleichung  abkürzungsweise  das  Yerhältniss  -j-  =  n 
setzt,  so  nimmt  dieselbe  für  K  aufgelöst  die  Form  an: 

A\     K—  P-  i3  +  3n—  15n^+n' 
^  8    1         1  +  n— 2n* 

Für  den  Gegendruck  jeder  von  den  beiden  Mittelstützen  ergiebt 
sich  hiemach  der  Werth: 

Wenn  z.  B.  die  vier  Stützpunkte  in  gleichen  Abständen  von  einander 

liegen,  so  ist  n  =  -ö~  zu  setzen,  and  man  erhält  aus  den  letzteren  beiden 

Gleichongen  die  Werthe: 

4  11 

*  ==  15  *''  ^  =  15  ^- 
Die  graphische  Darstellung  der  Biegungsmömente  kann  für 
die  mittlere  Abtheilung  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  39,  und 
für  jede  von  den  beiden  Seiten-Abtheilungen  auf  dieselbe  Weise 
wie  in  Fig.  55  ausgeführt  werden.  Der  allgemeine  Ausdruck  für 
das  Biegungsmoment  an  der  im  Abstände  x  von  der  Mitte  befind- 
lichen Stelle  -hat,  wenn  die  Stelle  der  mittleren  Abtheilung  an- 
gehört, die  Form: 

6)  M-^^^^-^^--P{a-x)  —  K{l---x). 

Wenn  dagegen  die  Stelle  einer  von  den  beiden  Seiten-Abthei- 
Inngen  angehört,  so  ist  das  Biegungsmoment  zu  bestimmen  aus 
der  Gleichung: 

7)  M=  P^^-^^y  -K{l-x\ 
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Erster  Abschnitt.    §  13. 


Die  hiemach  in  Fig.  73  ausgeführte  graphische  DarsteUung 
der  Biegungsmomente  zeigt,  dass  für  den  oben  als  Beispiel  ge- 


Plg.  73. 


wählten  Fall:  n  =  -^  die  absoluten  Werthe  der  Biegungsmomente 

an  den  fünf  Stellen,  wo  dieselben  ihr  Maximum  erreichen,  sich 
verhalten  wie  16  :  20  :  5  :  20  :  IG. 


§  13. 

Yorthellhafteste  Unterstfltzangswelso  fttr  den  Balken  anf 

Tier  StQtzen. 

Denkt  man  sich  den  Balken  auf  die  in  Fig.  74  angedeutete 
Weise  durchschnitten  und  unterstützt,  so  findet  man  —  auf  die- 
selbe Weise  wie  in  §  11  aus  Fig.  66  sich  ergeben  hatte  —  dass: 

1)    a  =  Äl/2 

sein  muss,  wenn  die  absoluten  Weiihe  der  Maximalmomente  ein- 


Flg.  74. 


K-pz 

A 


j  ^"tpa 


z L ^_ 


«i«-f 


'"-a ¥■■- -a- 

2         !         Z 


--a  - 


pz^K 


a H 

z      \      z 


\ 


—  ^ 
2p2 


\-' 


ander  gleich  sein  sollen.     Wenn  man  in  der  aus  Fig.  74  zu  ent- 
nehmenden Gleichung: 

2)    »-f2a  =  Z 

den  obigen  Werth  fUr  a  substituirt,  so  nimmt  dieselbe  für  s  auf- 
gelöst die  Form  an: 


Yortheilhafteste  Unterstfltznngsweise  für  den  Balken  auf  Tier  Stützen.     47 


8)     »=- 


l 


-^r^  =  0,2612  .  l 


1  +  2  \^2 

Die  absoluten  Werthe  der  Maximalmomente  haben  bei  dieser 
Unterstützungsweise  die  gemeinschaftliche  Grösse: 

4)  3R=-^=  0,0341.  pF, 

und    tur   die   Gegendrücke    der  Stützpunkte    ergeben    sich    nach 
Fig.  74  die  Werthe: 

5)  K=ps  =  0,2612.  pL 
H)     P=2pa  =  0,7388.  pZ. 

Wenn  man  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnittenen) 
Balken  die  Stützpunkte  so  legt,  dass  die  Nullpunkte  der  Biegungs- 
momente dieselben  Lagen  erhalten  wie  die  Schnittstellen  in  Fig.  74, 
so  werden  auch  die  Maximalmomente  bei  dem  continuirlichen 
Balken  dieselben  Werthe  annehmen  wie  bei  dem  durchschnittenen 
Balken.  Um  also  für  den  continuirlichen  Balken  die  yortheil- 
hafteste Unterstützungsweise  herzustellen,  hat  man  die  Horizontal- 
Abstände  der  Stützpunkte  so  zu  wählen,  wie  oben  in  Bezug  auf 
Fig.  74  gefunden  wurde,  und  alsdann  die  Mittelstützen  so  weit 
zu  senken,  dass  die  Gegendrücke  der  Stützpunkte  ebenfalls  die 
oben  (in  den  Gleichungen  5  und  6)  gefundenen  Werthe  annehmen 
(Fig.  75). 

Fig.  75. 


Zur  Berechnung  dieser  vortheilhaftesten  Senkung  der  Mittel- 
stützen kann  man  die  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  be- 
nutzen, indem  man  darin  auf  der  linken  Seite  die  Grösse  ^/^  an 
die  Stelle  von  Null  setzt  und  für  tg  a  den  Werth  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  substituirt.  Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

K{l  —  ay         pQ  —  aY     ,    ,,         n/P«'      _  3Ka\ 

EZr 


7)    /  = 


?^E%  SEX        '    '"       '^'\3EZ 

welche  nach  Substitution  der  oben  für  die  Grössen  a,  K,  ÜK  ge- 
fundenen Ausdrücke  den  Werth  liefert: 
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Enter  Abschnitt    §  14. 


8)  /  =  O,004712.-^. 

Wenn  der  Balken  auf  solche  Weise  unterstützt  ist,  so  hat 
das  grösste  Biegangsmoment  den  in  Gleichung  4)  angegebenen 
Werth;  also  ist  das  Trägheitsmoment  des  erforderlichen  Quer- 
schnitts zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

9)  —  ^  =  ü,0341.p^^ 

in  welcher  S  die  praktisch  zulässige  Spannung  (pro  Quadrat- 
millimeter) und  tt?  =  -  -  Ä  die  halbe  Höhe  des  (symmetrisch  vor- 
ausgesetzten) Querschnitts  bedeutet.  Nach  Substitution  des  hieraus 
für  die  Grösse  %  sich  ergebenden  Werthes  nimmt  die  oben  für  / 
gefundene  Gleichung  die  Form  an: 

10)  /=  0,2764. -|.|-. 

Für  einen  schmiedeisernen  BrQckenträger  würde  £  =  20  000  und 
iSf  =  6  KU.  zu  setzen  seüi.  Wenn  also  z.  B.  die  Länge  21  =  300000""",  und 
die  Höhe  h  =  lOOOO""*"  ist,  so  hat  die  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittel- 
stützen  die  OrOsse: 

f—Q  2764    - J:^-^?^  =  186""'  6 

/  —  ^.^^<^  •  20000  *     10000  ' 

Man  erhält  ferner  aus  den  üleichongen  8)  und  1)  resp.  für  die  Grössen 

g  und  a  die  Werthe:  

z  =  S9  ISO""  und  a  =  39  180  .  V  2  -=  55  410""». 
Es  muss  also  der  Mittelöffnung  die  Grösse  2  a  ==  110820"*",  und  jeder  von 
den  beiden  Seitenöffnungen  die  Grösse  Z  —  a  =  94590""  gegeben  werden. 


§  14. 

Balken  auf  fttnf  Stützen. 

Für  die  vortheilhafteste  Lage  der  Schnittstellen  (oder  Null- 
punkte der  Biegungsmomente)  erhält  man  nach  Fig.  76  die  Glei- 
chungen : 


K 


P 


Fig.  76. 
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1)    s-f32|/"2=Z     oder    z  = 


l 


1+3/2 


=  0,19074./, 
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2)  a  =  2»!/^  =  0,5395.  Z. 

Bei  dieser  Lage  der  Schnittstellen  ergeben  sich  für  die  Gegen- 
drücke der  Stützpunkte  die  Werthe: 

3)  /r  =pÄ  =  0,190  74.  pZ, 

4)  P=zpa  =  0,5395  .  pZ, 

und   die   Maxima    der    absoluten   Werthe    der    Biegungsmomente 
haben  die  gemeinschaftliche  Grösse: 

5)  2R  =  ^  =  0,018 19  .  pZ^ 

» 

Um  bei  dem  continuirlichen  (nicht  durchschnittenen)  Balken 
den  gleichen  Biegungszustand  herzustellen,  hat  man  die  Horizon- 

pj    rjrj  '  tal- Abstände    der 

Stützpunkte  so  zu 
wählen,  wie  oben 
in  Bezug  auf  Fig.  76 
gefunden  wurde, 
und  alsdann  die 
Mittelstützen  so 
weit  zu  senken, 
dass  die  Druck- 
vertheilung  auf  die 
Stützen  ebenfalls 
dieselbe  wird  wie 
in  Fig.  76.  Die 
hierzu  erforder- 
lichen Senkungen 
der  Mittelstützen 
kann  man  nach 
Fig.  77  berechnen, 
indem  man  sich 
die  Biegungszu- 
stände  der  beiden 
Abtheilungen  auf 
die  in  Fig.  78  und 
Fig.  79  angedeutete 
Weise  veranschaulicht  Für  die  Durchbiegung  /  und  die  Grösse 
tg  a  erhält  man  aus  Fig.  78  (nach  der  Tabelle  des  §  6)  die 
Gleichungen : 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik.  4 


Flg.  79. 


50  '  Enter  Abschnitt    §  14. 


h)    f=- 


^Et  XEZ       tEZ 

71    t.«  -  ^^-     _   ^'    _  »^« 
'>    '«*'—       2E%  6Et       EZ' 

welche  nach  Substitation  der  oben  für  die  Urössen  a  und  3R  ge- 
fundenen Werthe  die  Formen  annehmen: 

H)   /=0,(X)ü882ft.-|f^.         9)    tR «  =  0,003 27.-^- 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  die  Grösse  «  nach  Fig.  79 
berechnen.  Die  Anwendung  der  TabeUe  des  §  6  führt  zunächst 
zu  der  Gleichung: 

,^,  K{l  —  ay        p(l.-ay,^.        .^ 

10)  ,=  -.^-g^-^_-rA^^^'--t-(Z-«)t««, 

und  nach  Substitution  der  für  die  Grössen  A'',  a,  tga  gefundenen 
Ausdrücke  erhält  man  für  die  Höhendifferenz  s  den  Werth: 

11)  «  =  0,a)2094.^- 

Da  bei  dieser  Unterstützungsweise  das  grösste  Biegungs- 
moment  den  in  Gleichung  ö)  angegebenen  Werth  annimmt^  so 
kann  das  Trägheitsmoment  der  erforderlichen  Querschnittsfläche 
berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

12)  :yl  =  0,018  li)p/', 

und  nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  die  Grösse  Z 
zu  entnehmenden  Werthes  erhält  man  aus  den  Gleichungen  8) 
und  11)  für  die  vortheilhaftesten  Senkungen/  und  ä  die  Werthe: 

13)  /=  0,097027.  ^.-^^ 

14) '»  =  0,23026.^  .-?-. 

Für  einen  schmiedeisemen  Brückenträger  von  der  Länge  21  =  400000*»'° 
und  der  Höhe  Ä  =  10  000»"»  würde  man  5=6  KiL  und  J5  =  20  000  zu  seteen 
haben;  man  erhält  dann  die  Werthe: 

/  =  116"»"»,4    und    s  =  276'»'",8. 

Es  ergeben  sich  ferner  nach  Gleichung  2)  für  die  erforderlichen  Horizontal- 
abstände  der  Stützen  die  Werthe:  a  =  107900»"»,  J  —  «  =  92 100"«". 
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§  15. 
Allgemeine  Theorie  des  Balkens  «uf  N  Stützen.*) 

Wenn  man  bei  dem  in  Fig.  80  dargestclltcii  Balken  an  irgend 
einer  Stelle  innerhalb  der  n-ten  Abtheilung  einen  Verticalschnitt 
durch  den  Balken  hindurch  legte,  so  würde  man,  um  das  Gleich- 
gewicht  wieder  herzustellen,    bei   jedem   der  beiden   durch   den 


? 


K 


Flg.  80. 
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'n*t 


ti'i 


8^  Ä*»  A  a5«. 

Schnitt  getrennten  Balkentheile  an  der  Schnittstelle  irgend  ein 
Kräftepaar  vom  Momente  ÜK  und  irgend  eine  Verticalkraft  von 
der  Grosse  V  hinzufugen  müssen.  Das  Moment  9M  wird  das 
Biegungsmoment  und  die  Kraft  V  wird  die  verticale  Abscheerungs- 
kraft  (oder  auch  kurzweg  die  Verticalkraft)  für  die  betreffende 
Stelle  genannt. 

Die  Beziehungen,    welche   zwischen    den  beiden   Grössen  V 
und  3)1  stattfinden,  können  aus  der  Fig.  81  entnommen  werden, 

welche  den  Gleichgewichtszustand  des  zwischen 
zwei  benachbarten  Verticalschnitten  befind- 
lichen Balkenstückes  von  der  unendlich  kleinen 
Länge  dx  veranschaulicht.  Wenn  man  die 
algebraische  Summe  der  statischen  Momente 
sämmtlicher  auf  dieses  Stück  wirkenden  Kräfte 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  J  gleich  Null 
setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

0  =  (3K  -f  dm)  —  m  —  Vdx  —  -^pndx\ 

welcher   man    nach  Weglassung   des    letzten 
Gliedes  (als  einer  unendlich  kleinen  Grösse 
zweiter  Ordnung)  auch  die  Form  geben  kann: 

•)  Nach  Mohr'B  „Beiträgen  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-Constnic- 
tionen**  (Zeitschrift  des  Architecten-  und  Ingenieur- Vereins  für  das  KOnigi^ich 
Hannover,  Jahrgang  1860). 

4* 


Fig.  81. 


dx 
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i) 


dx 


=  V; 


Fig.  82. 


B. 


und  wenn  man  ein  anderes  Mal   die   algebraische  Summe   der 
Vcrticalkriiftc  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

0  =  {V+dV)—V—p„dx,    oder: 

„     dV  d'üR 

Die  Verticalkraft  V  ist  eine  Grösse,  welche  innerhalb  der 
zwischen  zwei  benachbarten  Stützpunkten  liegenden  Strecke  stetig 
sich  ändert.  An  jedem  Stützpunkte  selbst  aber  ändert  sich  die- 
selbe sprungweise  um  eine  Grösse,  welche  gleich  dem  Gegendrücke 

dieses  Stützpunktes  ist.  Wenn  allgemein  mit 
A  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die 
Grösse  V  unmittelbar  links  neben  einem  Stütz- 
punkte annimmt,  und  mit  B  der  Werth,  wel- 
chen dieselbe  unmittelbar  rechts  neben  dem 
Stützpunkte  annimmt,  so  ist  nach  der  Fig.  82, 
welche  den  Gleichgewichtszustand  des  über  dem 
n-ten  Stützpunkte  liegenden  unendlich  kleinen 
Balkenstücks  veranschaulicht,  der  Gegendruck 
dieses  Stützpunktes  zu  bestimmen  aus  der 
Gleichung : 

3)      Kn  =  -4n  —  ün. 

Zur  Berechnung  der  Grössen  A  und  B  kann  man  die  Fig.  83 
benutzen,  in  welcher  die  auf  das  zwischen  dem  n-ten  und  dem 

n  -f- 1  -ten  Stütz- 
Vii-^'  4n.,         punkte      befind- 

liche Balkenstück 
wirkenden  Kräfte 
angegeben    sind. 
Wenn  man  die  al- 
•SiT"  gobraische  Sum- 
P^M    me  der  statischen 
Momente  sämmt- 
licher        Kräfte 
gleich  Null  setzt 
u»d  den  linksseitigen  Endpunkt  des  Balkenstücks  dabei  als  Dreh- 
punkt wählt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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0  =  5Wb+i  —  ÜWn  + -g  Pn i^  —  An+ih     odeti 

4)    A+.  = j^ +  -2— 

Die  Grösse  J5n  kann  nunmehr  bestimmt  werden  aus  der 
Gleichung  der  Verticalkräfte: 

0  =  -ßn  -j-  Pn  ^  —  -^n+1 » 

welche  für  J5n  aufgelöst  nach  Substitution  des  für  die  Grösse  ^n+i 
gefundenen  Werthes  die  Form  annimmt: 

^^    ^°  = Ü. 2" 

Wenn  man  das  in  Fig.  83. dargestellte  Balkenstück  als  einen 
an  beiden  Enden  eingemauerten  Balken  betrachtet,  und  auf  die 
Berechnung  der  Durchbiegimg  desselben  das  in  §  8  erklärte  Ver- 
fahren anwendet,  so  erhält  man  nach  der  Tabelle  des  §  6  die 
Gleichungen: 

.  .  I       iPn^       I       2)in-fl^  Anilin 

tga„+i  =  tga„  +  g^jT  +  — gjg 2^^, 

y^i  —  yn  —  '»^««+  8£i  +  '-2EZ 3£I"' 

I 

welchen  man  nach  Substitution  des  in  Gleichung  4)  für  die  Grosse 
iln+i  gefundenen  Werthes  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

6)  £2:  (tgOo+l  —  tga„)  =  -^(aSn+i  +  iDln)ln  —  ^Pnl^  , 

7)  EZQ/n^i  —  yn  —  intga„)  =  i- (SWn+i  +  2^nK  "  ^P»^« 

Die  letztere  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn 
in  derselben  der  Index  „n"  überall  um  „Eins"  erhöht  wird,  und 
geht  dann  in  die  folgende  über: 

8)      E%  (yn+«  —  ^n+l  —  in+1  tg  «n^-i) 

==  -g-  (9Än+a  +  2üKtt-f  i)  ln+\  —  ^  Pn+lWl  • 

Wenn  man  von  den  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  die  erstere 
durch  {n,  die  letztere  durch  2n+i  dividirt^  und  alsdann  die  letztere 
Yon  der  ersteren  subtrahirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welcher 
man  die  folgende  Form  geben  kann: 
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9)    £S(tgaH-.--tg«„)  =  £l}^^I^-pt'->)| 

Die  Gleichsetzimg  der  beiden  in  den  Gleichungen  6)  und  9) 
für  die  Grösse  EX  (tg  «n^-i  —  ig  «n)  gefundenen  Werthe  führt  end- 
lich zu  der  Gleichung: 

10)      ÜJej„  +  23MH-l(in  +  Wl)  +  3Mn+*?a4.1 

= ^  +6£Ij   — ^-  ^    -  ^-       j,- 

Wenn  man  diese  Gleichung  durch  In  dividirt  und  alsdann 
abkürzungsweise : 

11)       p (yn+l  —  yn)  =  «n  ,  12)      -^  —  fH^i-l 

setzt,  so  erhält  man  die  folgende  allgemeine  Gleichung   für  die 
Biegungsmomente  an  drei  auf  einander  folgenden  Stützpunkten: 

,     13)    aWa4-23)e„+i(l  +  m„+0  +  ^i»in+»w»n+i 

^n     f  3  I 


§  16. 
Balken  auf  zehn  Stützen. 

Wenn  man  in  den  allgemeinen  Gleichungen  des  vorigen  Para- 
graphen die  folgenden  Werthe  substituirt: 

p,  =  P,  =  Pa  =  .  .  .  =  p, 

«1   =  «'j   =  «3  =   .    .    .   =  0, 

ij  =  Zj  =  ig  =  .  .  .  =  i, 

Wlj  =  W3  =  w^  =  .   .   .  =  1, 

so  gelten  jene  Gleichungen  nunmehr  für  einen  Balken,  dessen 
Belastung  gleichförmig  über  die  ganze  Länge  desselben  vertheilt 
ist,  und  dessen  Stützpunkte  sämmtlich  in  einer  und  derselben 
Horizontalen  liegend  die  ganze  Länge  des  Balkens  in  Abtheilungen 
von  gleicher  Länge  zerlegen.  Die  Gleichungen  13),  4),  5),  3) 
nehmen  für  diesen  speciellen  Fall  die  folgenden  Formen  an: 
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2)    A^  -    ^-H-i  -  gBn         pl 

4)     /In+l  —  2 r  -2~' 


3) 

Mittelst  der  ersten  dieser  vier  Gleichungen  kann  man  die 
Biegangsmomente  über  den  Stützpunkten  berechnen.  Wenn  man 
nämlich  in  dieser  Gleichung  für  den  Index  „n^  der  Reihe  nach 
die  Werthe  1,  2,  3 .  . .  substituirt  —  und  zugleich  berücksichtigt, 
dass  das  Biegungsmoment  am  Endpunkte  des  frei  aufliegenden 
Balkens  immer  gleich  Null  ist  —  so  erhält  man  zunächst  die 
Gleichungen: 

5)  0     +4Ü»,  +  Ü»,  =  ^, 

6)  ü»,+4aR,  +  2R,  =  -^, 

7)  ü»,+4aB,  +  a».=-^, 

8)  gR,+43»,  +  2B,  =  -^ 


Diese  Gleichungen  kann  man  benutzen,  um  die  unbekannten 
Grossen  SR,,  3Jl^  .  .  .  sämmtlich  durch  die  eine  unbekannte  Grösse 
3R,  auszudrücken.  Indem  man  die  erste  für  SR,  auflöst,  den 
gefundenen  Werth  in  die  zweite  einsetzt,  um  ^^  daraus  zu  be- 
rechnen, und  auf  diese  Weise  fortfahrt,  gelangt  man  der  Reihe 
nach  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

9) 

10) 

11)  ü»5  =  6p«'-56a»,, 

12)  aß,  =  —  22pl'  +  2092»,  .... 

Die  Biegungsmomente  über  zwei  Stützpunkten,  welche  gleich 
weit  von  der  Mitte  des  Balkens  entfernt  sind,  haben  gleiche 
Grösseü.  Für  den  Balken  auf  zehn  Stützen  kann  man  daher  die 
Grösse  Sß^  nunmehr  berechnen,  indem  man  die  Werthe  von  SOt, 
und  SR,  einander  gleichsetzt,  also  aus  der  Gleichung: 


SDJ,- 

-^-43»,, 

ai^  = 

-App  +  iöa», 
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6pr  —  563»,  =  -  22pP  +  2093»,    oder 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  übrigen  Biegungsmomente  aus 
den  Gleichungen  9),  10),  11)  die  Werthe: 

14)   ü».  =  4  Pl\     15)  a»,  =  ^  pl\      16)   3»,  =  ^  pl^ 

und  wenn  die  Grösse  —^  als  Einheit  betrachtet  wird,  so  stellen 

die  in  Fig.  84  angegebenen  Zahlen  die  Biegungsmomente  über  den 
zehn  Stützpunkten  dar. 

Flg.  84. 
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Um  die  Gegendrücke  der  Stützpunkte  zu  berechnen,  hat  man 
in  den  Gleichungen  2),  3),  4)  für  den  Index  „n"^  der  Reihe  nach 
die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5  zu  substituiren  und  dabei  zu  berück- 
sichtigen, dass  die  Grösse  A^  als  Verticalkraft  links  neben  der 


Fig.  85. 
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ersten  Stütze  jedenfalls  gleich  Null  ist.  Mit  Benutzung  des  für 
S0?2  gefundenen  Werthes  erhält  man  demnach  zur  Bestimmung 
der  Grösse  K^  die  Gleichungen: 

■"'"         l  2  ~       530  P*' 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grösse 
JT,  die  folgenden  Gleichungen: 

A   _   9K,  —  0    ,    p/  _  321 

' "~         l  ^  ~2  —  53()  P'' 

g  _  3»,  -  2W,        vi  _       280 

^»~  l  "2   ~~'530'^' 

„        321    ,   ,    280    -       601    , 

^»==53öP^+53Ö^^^53öP^' 
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und  findet  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  die  in  Fig.  85 

zusammengestellten  Zahlen,  welche  mit  dem  Factor  v^  multi- 

plicirt  die  wirklichen  Gegendrücke   der   zehn  Stützpunkte   dar- 
stellen. 

§  17. 

Yierfach  unterstützter  Balken  mit  drei  Einzelgewicliten 

belastet 

Man  kann  den  in  Fig.  86  dargestellten  Balken,  welcher  in 
Wirklichkeit  nur  an  vier  Punkten  unterstützt  ist,  auch  als  Balken 
auf  sieben  Stützen  betrachten,  indem  man  zu  den  Stützpunkten 


Fig.  86. 


auch  die  drei  Belastungspunkte  zählt  und  die  drei  Gewichte  Q 
als  negative  Gegendrücke  derselben  behandelt.  Um  die  allge- 
meinen Gleichungen  des  §  15  auf  den  vorliegenden  Fall  anzu- 
wenden, hat  man  die  Werthe: 

Pi  =  Pj  =  •      •  •  =  0, 

t|    w«   —      ....     =^    o, 


m, 


m. 


... 


=  1 


in  denselben  zu  substituiren.  Die  Gleichung  13)  des  §  15  nimmt 
«Isdann  die  folgende  Form  an: 

2»n  +  4Ü»„+,  -\-  2R„+g  =  -^  («„+,  —  «„), 

und  wenn  man  in  derselben  für  den  Index  „n^  der  Reihe  nach 
die  Zahlen  1,  2,  3  substituirt,  so  erhält  man  —  in  Berücksich- 
tigimg  des  Umstandes,  dass  3Kj  =  0  und  dass  3R^  =  SR,  ist  — 
die  drei  Gleichungen: 
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ü»,  +  m,  +  a»,  =  ^  («3  -  « j, 

Nach  Gleichung  11)  des  §  15  enthält  der  Ausdruck  fiir  tf, 
die  Höhendifferenz  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Stützpunkte 
als  Factor;  ebenso  der  Ausdruck  für  m,  die  Höhendifferenz  zwischen 
dem  zweiten  und  dritten  Stützpunkte.  Da  die  beiden  Stützpunkte 
1  und  3  in  gleicher  Höhe  liegen,  so  ist  u,  =  —  «^  zu  setzen. 
Aus  demselben  Grunde  ist  u^  =  —  Wg  zu  setzen,  und  man  erhält 
nach  Ausführung  dieser  Substitutionen  die  folgenden  drei  Glei- 
chungen: 

1)    42»,  +  a»,  =  --2  .tij, 

2)  üR,  +  4a«3  +  a)^  =  +  -j(«3  +  «.), 

3)    22»3+4a»,  =  --2-.«3. 

Wenn  man  die  aus  den  Gleichungen  1)  und  3)  resp.  für  die 
Grössen  u^  und  «,  zu  entnehmenden  Werthe  in  Gleichung  2)  sub- 
stituirt,  so  nimmt  diese  letztere  auf  Null  reducirt  die  Form  an: 

4)  6a»,  +  iia»3  +  ö3»,  =0. 

Die  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten  Grössen  3W , ,  Wt^, 
SK^  noch  fehlenden  zwei  Gleichungen  erhält  man  aus  den  allge- 
meinen Gleichungen  3),  4),  6)  des  §  15,  indem  man  zunächst  die 
Ausdrücke  für  K^  und  K^  aus  denselben  ableitet  und  alsdann 
jeden  dieser  beiden  Ausdrücke  gleich  »—  Q"  setzt.  Man  gelangt 
dabei  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

^,  —  ^  .  ^4   —  ^  > 

•°»    — i —  *~      i 

„     23», -a»,        „  _2g»,-2a». 

K,-^ 1 '       Ä, 1 ' 

5)    2SW,  —  3R,  =  —  QZ, 

6)  2aw,  -  2aR,  =  —  Qi. 
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Aus  den  drei  Gleichungen  4),  5),  6)  ergeben  sich  nunmehr 
für  jene  drei  Biegungsmomente  die  Werthe: 

Wenn  man  femer  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  3),  4),  5) 
des  §  15  die  Ausdrücke  für  £',  und  K^  ableitet,  so  gelangt  man 
dabei  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


4,  =0, 


A,= 


ÜR,  —  2», 


'~         l 


l 


l 


B,= 


_  3««  -  a»3 
i 


K  -  ^^»  —  a»,  —  a»« 

A,  —  ^ 


und  nach  Substitution  der  oben  für  die  drei  Biegungsmomente 


Fig.  87- 


*? 


8? 


jo8 


i? 


a 


a 


gefundenen  AusdrücklB  erhält  man  hierauf  für  die  Gegendrücke 
der  Stützpunkte  die  in  Fig.  87  angegebenen  Werthe. 

§  18. 
Balken  mit  discontiiiulrlich  yertheilter  Belastang. 

Bei  Ableitung  der  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  wurde 
zwar  vorausgesetzt,  dass  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden 
Stützpunkten  die  Belastung  gleichförmig  längs  der  betreffenden 
Balkenstrecke  vertheilt  war.  Man  kann  jedoch  jene  Gleichungen 
auch  auf  den  Fall  noch  anwenden^  in  welchem  eine  solche  Strecke 
aus  mehreren  Theilen  besteht,  deren  Belastungen  pro  Längen- 
einheit ungleiche  Grössen  haben.  Für  diesen  Fall  hat  man  die 
.Grenzpunkte  der  gleichförmig  belasteten  Strecken  (oder  die  Dis- 
continuitätspunkte  9  in  welchen  die  Belastung  pro  Längeneinheit 
sprungweise  aus  einem  kleineren  in  einen  grösseren  Werth  über- 
geht) mit  zu  den  Stützpunkten  zu  zählen  und  die  Gegendrücke 
dieser  fingirten  Stützpunkte  nachher  gleich  Null  zu  setzen. 
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So  z.  B.  würde  man  für  den  in  Fig.  88  dargestellten  Balken 
—  obgleich  derselbe  in  Wirklichkeit  nur  drei  Stützpunkte  hat  — 
als  einen  Balken  alif  vier  Stützen  zu  behandeln  haben,  und  in 


Fig.  88. 


den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  würden  für  diesen  Fall 
die  folgenden  Werthe  zu  substituiren  sein: 

i,  =  Z,  =  ^3  =  Z,       m,  =  m3  =  1, 
t/j  =  —  II,     und    «3  =  0. 
Man  erhält  dann  nach  Gleichung  13)  des  §  15,  indem  man 
darin  ein  Mal  n  =  1  und  ein  anderes  Mal  n  =  2  setzt,  die  beiden 
Gleichungen :  ,, 

1)  0-|-4SI»,  +  ü»,  =  ^(p, +p,-2tt,), 

2)  SW,4.4ü»,+0  =  -^(p,+p,  +  «,).       . 

Indem  man  jede  dieser  beiden  Gleichungen  für  die  Grösse 
ii,  auflöst  und  die  beiden  auf  solche  Weise  gefundenen  Ausdrücke 
alsdann  einander  gleich  setzt,  gelangt  man  femer  zu  der  Gleichung : 

3)  243»,  +  362»,  =  (p,  +  3p,  +  2p,)  l\ 

Um  die  zur  Berechnung  der  beiden  Grössen  3ß^  und  SR, 
noch  erforderliche  zweite  Gleichung  zu  erhalten,  hat  man  nach 
den  allgemeinen  Gleichungen  3),  4),  5)  des  §  15  den  Ausdruck 
für  die  Grösse  K^  zu  bilden  und  diesen  Ausdruck  dann  gleich  Null 
zu  setzen.  Die  Ausführung  dieser  Operation  führt  zu  den  folgenden 
Gleichungen^:     ^^        ^_^    ^    ^^ 

5)  ß,  =  ^J?k_li. 

6)  ^        2g»,-g»3^.(P4.P.H_^Q    ^^^ 


l 


V 


7)    2ü»,-ü»,  =  -(p.+p,)^. 
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Durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  3)  und  7)  erhält 
man  für  die  beiden  Biegungsmomente  SR,  und  SR,  die  Werthe: 

8)  2R,  =  (2p.-15p,-17p.)-^, 

9)  2R,  =  (2p,  +  9p,  +  7p,):^- 

Die  Gegendrücke  der  drei  wirklichen  Stützpunkte  kann  man 
nunmehr  nach  den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  15  berechnen, 
indem  man  mit  Hülfe  derselben  die  Ausdrücke  für  die  Grössen 
Ä",,  JS:,,  K^  bildet: 

Ä, ---p-f--^. 

^«--"T   +"2"' 

uud  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  für  die  Momente  SD?,,  SR, 
in  diesen  Gleichungen  substituirt.    Man  erhält  dann  die  Werthe: 

ir,  =  (65p,  +  15p,  -   2p3)-^, 
^3=C45p,+99p,+54p3)    ^ 


96 
K,  =  (-  14p.  -  18p,  +  44p3)^. 

§  19. 
Brftckenbalken  auf  drei  Stfltzem 

Ermittelnng  der  vortheilhaftesten  Senkung  der  Mittelstütze  mit 
Berücksichtigung  der  mobilen  Belastung. 

Um  die  vortheilhafteste  Lage  der  Stützpunkte  für  einen  Balken 
auf  mehreren  Stützen  zu  finden,  hat  man  —  wie  in  §  11,  §  13, 
§  14  an  mehreren  Beispielen  gezeigt  wurde  —  die  absoluten 
Maximalwerthe  der  Biegungsmomente  einander  gleich  zu  setzen. 
Wenn  der  Balken  ausschliesslich  eine  gleichförmig  über  seine 
Länge  vertheilte  permanente  Belastung  —  wie  z.  B.  sein  eigenes 
Gewicht  —  zu  tragen  hat,  so  hängen  die  Werthe  dieser  Maximal- 
momente lediglich  von  der  Lage  der  Stützpunkte  ab.  Bei  Brücken- 
trägem dagegen,  welche  zeitweilig  ausser  der  permanenten  Be- 
lastung noch  eine  (entweder  über  die  ganze  Länge  oder  einen 
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Theil  derselben  gloichfonnig  vertheilte)  fremde  Belastung  —  die 
sogenannte  mobile  Belastung  —  zu  tragen  haben,  hängen  jene 
Maximalmomente  ausserdem  von  dem  jedesmaligen  Belastungs- 
zustande ab.  Um  die  vortheilhaftcste  Lage  der  Stützpunkte  für 
einen  solchen  Brückenbalkcn  zu  ermitteln,  hat  man  also  zuvor 
die  ungünstigsten  Belastungszustände  aufzusuchen,  d.  h.  diejenigen 
Belastungszustände,  bei  welchen  jene  Maximalmomente  ihre  gross!- 
möglichen  Werthe  annehmen.    Durch  Gleichsetzung  dieser  grössten 

Werthe  findet  man 
„  '     *  nachher  die  vortheil- 

^  '    hafteste    Lage    der 

Stüt^unkte. 

Für  den  in  Fig.  89 
dargestellten  Balken 
würde  man  in  den 
allgemeinen  Glei- 
chungen des  §  15  die 
Werthe  l,=\  =  /, 
m^  =  1  und  «j  ?=  —  «j  zu  substituiren  haben.  Die  Gleichung  13) 
nimmt  alsdann,  wenn  darin  «  =  1  gesetzt  wird,  die  folgende 
Form  an: 

1)  ajj,  = -^  (p,  +  p,  -  2«,). 


oder 


Das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze  wird  bei  jedem 
Belastungszustände  eines  von  den  Maximalmomenten  sein,  und 
dasselbe  nimmt  —  wie  Gleichung  1)  zeigt  —  einen  um  so  grösseren 
Werth  an,  je  grösser  die  Belastungen  p,  und  p^  s^"^- 

Wenn  die  permanente  Belastung  pro  Längeneinheit  die  Grösse 
p  hat,  und  mit  q  die  Grösse  bezeichnet  wird,  bis  zu  welcher  die 
Belastung  pro  Längeneinheit  durch  das  Hinzutreten  der  mobilen 
Belastung  gesteigert  werden  kann,  so  ist  p  der  untere  und  q  der 
obere  von  den  beiden  Grenzwerthen ,  zwischen  welchen  eine  jede 
von  den  beiden  Grössen  p,  und  p,  sich  ändern  kann.  Um  das 
Maximum  von  SO?,  zu  erhalten,  hat  man  demnach  p,  «=  9  und 
P2  "=  9  zu  setzen,  also  ist: 

2)    SD^(m„)  =  -g-(^  """»)• 
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Ein  anderes  Maximum  wird  der  absolute  Werth  des  Biegungs- 
momentes stets  an  irgend  einer  zwischen  dem  ersten  und  zweiten 
Stützpunkte  befindlichen  Stelle  annehmen,  deren  Lage  von  dem 

jedesmaligen  Belastungszustande  abhängt.    Diese  Stelle  würde  im 

3 
Abstände -^2  von  dem  ersten  Stützpunkte  liegen,  wenn  die  Be- 

lastung  pro  Längeneinheit  überall  gleich  q  wäre,  und  die  drei 
Stützpunkte  in  gleicher  Höhe  lägen  (s.  Fig.  55).  An  dieser  Stelle 
würde  das  Biegungsmoment  ein  Minimum  (oder  negatives  Maximum) 
erreichen  von  der  Grösse: 


ÜB'=~ 


K\ 

2q 
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ql\ 


Zu  diesem  negativen  Biegungsmomente  liefert  —  wie  aus 
Fig.  60  zu  ersehen  —  eine  jede  Belastung  der  rechtsseitigen 
Balkenhälfte  einen  positiven  Beitrag.  Es  würde  daher  das  Hin- 
wegnehmen jedes  Belastungstheiles  der  rechtsseitigen  Balkenhälfte 
zur  Folge  haben,  dass  jenes  negative  Maximum  aß'  einen  grösseren 
absoluten  Werth  annimmt,  wobei  zugleich  eine  Verschiebung  der 
Stelle  eintreten  wird,  an  welcher  dieses  Maximum  stattfindet. 
Die  Grösse  SR'  würde  also  ein  Minimum  oder  dem  absoluten 
Werthe  nach  ein  Maximum  werden,  wenn  die  rechtsseitige  Balken- 
hälfte ganz  unbelastet  und  die  linksseitige  Balkenhälfte  voll  be- 
lastet wäre.    Obwohl  in  Fig.  89  die  Mittelstütze  tiefer  liegt  als 

die     beiden     End- 
^*«-®^'  stützen,    so    gelten 

doch  —  wie  man 
sich  durch  Anwen- 
dung des  in  Fig.  60 
erklärtenConstructi- 
onsverfahrens  leicht 
überzeugt  —  die 
obigen  Schlussfolge- 
rungen auch  für  den 
vorliegenden  Fall.  Um  also  das  Minimum  von  Tl*  zu  berechnen, 
hat  man  in  der  (aus  §  10  zu  entnehmenden)  allgemeinen  Gleichung: 


3)    ü«'  =  - 


2yt 


für  die  Grössen  K^   und  p^   die  Werthe  zu  substituiren,  welche 
dem  in  Fig.  90  dargestellten  Belastungszustande  entsprechen. 
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Nach  §  15  erhält  man  zunächst  für  den  in  Fig.  89  ange- 
nommenen Belastungszustand  die  allgemeinen  Gleichungen: 

Die  letztere  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  des  in  Gleichung  1) 
für  Sro,  gefundenen  Werthes  die  Form  an: 

und  aus  Gleichung  3)  ergiebt  sich  nunmehr  für  das  Biegungs- 
moment 9W'  der  Werth: 

5)  ü»'  =  -4.-ep.-p.+i«.J!. 

012  p, 

Um  das  Minimum  von  3R'  zu  erhalten,  hat  man  hierin  p,  =  «^ 
und  p,  =^p  xa  setzen,  also  ist: 

Durch  Gleichsetzung  der  aus  den  Gleichungen  2)  und  ü)  zu 
entnehmenden  absoluten  Werthe  von  SK,(„„)  und  3K'(„i„j  erhält 
man  endlich  die  Gleichung: 

^(?  -  «.)  =  i{l-  (7?  -  P  +  2«,)% 

welche  für  die  unbekannte  Grösse  u^  aufgelost  die  folgende  Form 
annimmt: 

7)    t^=-ijp--239  +  l/ö449^-32p9J. 

Nach  der  in  §  15  (Gleichung  11)  angegebenen  Bedeutung  der 
Grösse  u^  ist  zugleich: 

und  wenn  man  hierin  den  in  Gleichung  7)  gefundenen  Werth  für 
ti,  substituirt,  so  erhält  man  für  die  vortheilhafbeste  Senkung  der 
Mittelstütze  den  Werth: 

Den  gross ten  Werth,  welchen  das  Maximalmoment  bei  dieser 
Unterstützungsweise  erreichen  kann,   findet  man  aus  einer  von 
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den  beiden  Gleichungen  2)  und  6),  indem  man  darin  den  für  ti, 
gefundenen  Werth  einsetzt    Nach  Gleichung  2)  wird  z.  B.: 

10)    ü»,(«x,  =  ^  )25?  -  p  -  K5442'  -  32i,g! 

und   ebenso  gross   kann  der  absolute  Werth  von  3R'  bei  dieser 
Unterstützungsweise  werden. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  9)  und  10)  ergeben  sich  die  in 
nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


p  _ 

0 
421 

838 

0,1 
462 
823 

0,2 
503 
807 

0^ 
543 
792 

0,4 
583 
776 

0,5 
622 
761 

0,6 
662 
746 

0,7 
701 
731 

0,8 
740 
716 

0,9 
779 
701 

1 

817 
686 

^*  "~i  000000  js;3:  * 

^'^-^^   '32000  "*^ 

Die  in  der  ersten  Yertical-Golumne  stehenden  Zahlenwerthe  beziehen 
sich  auf  den  speciellen  Fall,  in  welchem  die  permanente  Last  gleich  Null  ist, 
und  die  in  der  letzten  Vertical-Columne  stehenden  Zahlenwerthe  beziehen 
sich  auf  den  speciellen  Fall,  in  welchem  die  mobile  Last  gleich  Null  ist 

Wenn  das  Verhältniss  der  permanenten  Belastung  zur  Totalbelastung 
gleich  0,6  ist,  so  wird  nach  obiger  Tabelle: 

y,  =  ^-^.  0,000  662    und    SK  j  (»«)  =  ^^  .  0.746. 

Die  erforderliche  Grösse  des  Trägheitsmoments  der  Querschnittsfläche 
wOrde  (auf  ähnliche  Weise  wie  am  Schlüsse  des  §  11)  zu  berechnen  sein  aus 
der  Gleichung: 

_S_t:  =  l(20i    0746 

in  welcher  S  die  practisch  zulässige  Spannung,  und  h  die  Höhe  des  Balkens 
bedeutet.  Nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  %  zu  entnehmenden 
Werthes  erhält  man  für  ^3  die  Gleichung: 

.y,  =  0,2272.^.-|. 

Fflr  Schmiedeisen  würde  S  =  ß  Eil.  und  J^  =  20  000  zu  setzen  sein. 
Wenn  also  z.  B.  Z  =  100000""  und  ä  =  10000»"»  ist,  so  wird: 

yj  =  68'"™,15. 

Auf  gleiche  Weise  würde  für  den  Fall,  in  welchem  ^  =  1  ist,   der 

Werth  y,  =  91"»"»,4  sich  ergeben,  also  derselbe  Werth,  welcher  in  dem  am 
Schiasse  des  §  11  berechneten  Zahlenbeispiele  gefunden  wurde. 

Ritter,  Ingentonr- Mechanik.  5 
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•     §  20. 

Yortheilhafleste  Lage  der  Stfitzpunkte  eines  Brflckenbalkens 

auf  yier  Stützen. 

Um  für  den  in  Fig.  91  dargestellten  Balken  die  Gegendrücke 
der  Stützpunkte  zu  berechnen,  hat  man  in  den  allgemeinen  Glei- 
chungen des  §  15  die  Werthe  m,  =  0  und  «,  =  — «,    zu  sub- 

Plg.  91. 


stituiren.    Da  femer  m^  =  -^  ist,  so  kann  m  statt  m^  und  dem 
entsprechend : 


in 


^i—   2"-f  m 


-^3.     ^-    2-f-ni 


gesetzt  werden.  Man  erhält  dann  aus  der  Gleichung  13)  des 
§15,  indem  man  darin  das  eine  Mal  n=l,  das  andere  Mal 
n  =  2  setzt,  die  beiden  Gleichungen: 


2)    ÜK,4.2aR,(l  +  l)+0  = 


m 


2  fJ 


(v>+^^'-y 


m/    '  4  (2  -["  w)'  V  -  ■         m' 

aus  welchen  für  die  beiden  Biegungsmomente  die  folgenden  Werthe 
sich  ergeben: 

L^  |2p,  (l+m)+j9,m'(2  +  m)— p^m  — ti^(2  +  m), 


3)  m,= 


(2  +  my  (2  +  3m) 


4^    m  -  ^'  i^P3a  +  ^)+P2^^(2  +  ^)-Pt^-«i  (2  +  ^)1 
"^J    -"^3  — -4    )  ■(2  +  m)"»(2  +  3m)  T 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  die  beiden 
Gegendrücke  K^  und  K^  nach  der  in  §  15  erklärten  Methode  be- 
rechnen, sobald  der  Belastungszustand  und  die  Lage  der  Stütz- 
punkte gegeben  sind. 
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Fig.  92. 


Auf  der  linksseitigen  Balkenhälfte  wird  es  —  wie  in  §  12 
gezeigt  wurde  —  im  Allgemeinen  drei  Stellen  geben,  an  welchen 
der  absolute  Werth  des  Biegungsmoments  ein  Maximum  erreicht. 
Obwohl  die  in  §  12  hinsichtlich  des  Belastungszustandes  und  der 
Stützenlage  gemachten  Voraussetzungen  hier  nicht  zutreffen,  so 
kann  doch  die  in  Fig.  73  ausgeführte  graphische  Darstellung  der 
Biegungsmomente  wenigstens  so  weit  für  den  vorliegenden  Fall 
benutzt  werden,  als  es  sich  nur  darum  handelt,  die  Anzahl  und 
ungefähre  Lage  der  Stellen  zu  bestimmen,  an  welchen  das  Bie- 
gungsmoment ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Man  erkennt 
aus  Fig.  73,  dass  die  Grösse  STl,,  als  Biegungsmoment  über  der 
zweiten  Stütze,  bei  jedem  Belastungszustande  eins  von  den  Maxi- 
malmomenten  sein  wird.  Ein  Minimum  (oder  negatives  Maximum), 
welches  wie  im  vorigen  Paragraphen  mit  3K'  bezeichnet  werden 
soll,  erreicht  das  Biegungsmoment  an  irgend  einer  Stelle  zwischen 
der  ersten  und  zweiten  Stütze.  Ein  anderes  Minimum  Wl'^  fällt 
in  die  Mitte  des  Balkens. 

Um  diejenigenBe- 
lastungszustände  zu 
finden,  bei  welchen 
die  absolutenWerthe 
dieser  drei  Biegungs- 
momente am  gross- 
ten  werden,  hat  man 
mit  Hülfe  der  in 
Fig.  92,  Fig.  93, 
Fig.  94  ausgeführten 
graphischen  Dar- 
stellungen der  Bie- 
gungsmomente, wel- 
che in  dem  gewicht- 
los gedachten  Balken 
durch  ein  Einzel- 
gewicht Q  hervor- 
gebracht werden, 
diejenigen  Strecken 
aufzusuc|ien,  deren 
Belastungen  positive, 
und  diejenigen  Strecken,  deren  Belastungen  negative  Beiträge  zu 
dem  betreffenden  Maximalmomente  liefern.     Man  überzeugt  sich 


Pig.  94. 


es 
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Plg.  06. 


auf  diese  Weise  leicht,  dass  es  die  in  Fig.  95,  Fig.  96,  Fig.  97 
dargestellten  Belastungszustände  sind,  bei  welchen  resp.  die  Mo- 
mente SK,,  3»',  3»" 
^^^'  ®^'  ihre  grössten  abso- 

luten Werthe  an- 
nehmen. 

Dem  in  Fig.  95 
dargestellten  Bela- 
stungszustande ent- 
sprechen die  Werthe 

und  nach  Substitu- 
tion derselben  erhält 
man  für  das  Maxi- 
mum von  SR,  aus 
Gleichung  3)  den 
Werth : 

o;    -üc,(«„)—    4   ^  (2H-w)'(2-f-3m)  / 

Das  Biegungsmoment  SDt'  ist  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu 
bestimmen  aus  der  Gleichung: 


Plg.  07. 


6)  aM'  =  — 


2p, 


Dasselbe  wird  ein  Minimum  bei  dem  in  Fig.  96  dargestellten 
Belastungszustande,  welchem  die  Werthe  p,  =9,  p,  =  p,  p^z=  q 
entsprechen.    Nach  §  15  ist  bei  diesem  Belastungszustande: 

n    ^i-   4  1  -   (2 -f  fw)  (2  +  3m)      / 

und,  wenn  man  für  die  Grössen  p^,  K^  ihre  Werthe  substituirt, 
so  erhält  man  aus  Gleichung  6)  für  das  Minimum  von  Tl'  den 
Ausdruck : 

g(3-f  6m)  — pm'4-«,  y 
(24-TO)(2  +  3m)    7 


8)  a» 


(min) 


325 1 


Nach  Fig.  91  hat  die  allgemeine  Gleichung  für  das  Biegungs- 
moment  in  der  Mitte  des  Balkens  die  Form: 


l 


pA 


•h  +  k 


9)  aR"  =  _j5:.|_ir,/j-}-P|i'+p,i.(^.-jp) 
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Dasselbe  wird  ein  Minimum  bei  dem  in  Fig.  97  dargestellten 
Belastungszustande,  welchem  die  Werthe  pj  =p,  Pa  =  ??  Pz=  P 
entsprechen.    Bei  diesem  Belastungszustande  ist  nach  §  15: 

Ift^     K  ——  ip(3  +  6m)  — gm^  +  M.  { 
1";    ■°-«  —  4  I      (2  + »»)  (2  4-  3m)      I 

11)    ■^»  — Tl  m  (2  +  m)  (2  +  3m)  )' 

und,  wenn  man  in  Gleichung  9)  diese  Werthe  substituirt,  so  er- 
hält man  für  das  Minimum  von  W  die  Gleichung: 

\A)     M  («in,  -  —  -^  \       (2  -f  my  (2  +  3m)       / ' 

Indem  man  den  absoluten  Werth  von  Wl*\„^)  das  eine  Mal 
dem  Werthe  von  SK2(«ax)»  das  andere  Mal  dem  absoluten  Werthe 
von  3Dl'(„üii)  gleichsetzt,  erhält  man  die  zwei  Gleichungen: 

^^)    ^^- 4(2  +  m) ' 

14)     (3  +  6m-m»^  +  -^y 

=  4(2 -f  3m)  (2m*  4- m'  — 2^  4-2-^)i 

aus  denen  die  beiden  unbekannten  Grössen  u^  und  m  berechnet 
werden  können.  Das  grösste  Biegungsmoment  selbst  findet  man 
alsdann  aus  Gleichung  5),  indem  man  darin  für  die  Grössen  u^ 
und  m  die  gefundenen  Werthe  substituirt. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergeben  sich  die  in  nachfolgender 
Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe : 


p 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

1,13 

1,14 

1,15 

1,16 

1,165 

1,17 

«I 

0,4 

0,47 

0,53 

0,59 

0,65 

0,72 

a»(-»,  -  V  "^^ 

0,82 

0,78 

0,74 

0,69 

0,65 

0,61 
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Wenn  z.  B.  L  =  300000«»"  und  ^  =  0,6  ist,  so  wird  nach  obiger  Ta- 

belle  m  =  1,16,  also  ^  =  "^Tw"  ~  ^^^^ÖO"»,  und  J,  =  wi,  =  110  000»» 
zu  nehmen  sein.  Nach  der  Tabelle  ist  femer:  u,  =  OfiQq  zu  setzen,  und 
da  nach  §  15  (Gleichung  11)  zugleich:  Mj  = ^-^ ist,   so  ergiebt 

sich  für  die  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittelstützen  der  Werth: 
yj  =  '  |,  ('24-  — )  •  ^^®  Grösse  X  ala  Trägheitsmoment  der  erforder- 
lichen Querschnittsfläche  ist  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu  bestimmen  aus 
der  Gleichung:  -^  %  =  ^(max),  in  welcher  nach  obiger  Tabelle:  ^{mun  = 
-jä  ~  •  0}^^  2U  setzen  ist.    Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  obige 

Gleichung  für  ^2  ^i^  Form  an: 

2  .  72  .  0,59  .S.L'^ 

'^^  "  24  .  0,t)9  .  A\  Ä  .  (2  +  my  ' 

Für  Schmiedeisen  ist  iSf-=6Kil.  und  i?=2000()  zu  setzen.  Wenn  also 
h  =  10000""»  ist,  so  wird: 

2  .  72  .  0,59  .  6  .  300000'  -««„„ 

*.     — — ' ..    .^. _  — —  mQmm 

^^        24  .  0,69  .  20  000  .  10  000  .  3,16*        "       * 
Der  Werth  --  =  1  entspricht  dem  Falle,  in  welchem  die  mobile  Last 

gleich  Null  ist.  Für  diesen  Fall  würde  man  mit  Benutzimg  der  obigen  Ta- 
belle wieder  dieselben  Werthe  erhalten,  welche  in  dem  am  Schlüsse  des  §  13 
berechneten  Zahlenbeispiele  gefunden  wurden,  nämlich  die  Werthe:  li  = 
94590"™,   ^2  =  110  820"«   und  y^  =  18(5'"",6. 

§  21. 

Einllass  zarilliger  Höhenändernngen  der  Stfltzpankte. 

Die  Tabellen  und  Zahlenbeispiele  der  letzteren  beiden  Para- 
graphen lassen  erkennen,  dass  eine  verhältnissmässig  geringe  Sen- 
kung der  Mittelstützen  schon  eine  erhebliche  Verringerung  des 
grössten  Biegungsmoments  herbeifuhren  kann.  Es  ist  daher  zu 
erwarten,  dass  andrerseits  eine  verhältnissmässig  geringe  Hebung 
der  Mittelstützen  —  oder  überhaupt  eine  geringe  Abweichung  von 
der  vortheilhaftesten  Höhenlage  der  Stützpunkte  —  unter  Um- 
ständen eine  beträchtliche  Vergrösserung  des  Maximalmoments 
zur  Folge  haben  könnte.  Genügenden  Aufschluss  über  den  Grad 
der  Empfindlichkeit  des  Balkens  in  dieser  Beziehung  wird  man 
schon  dadurch  sich  verschaffen  können,  dass  man  von  irgend 
einer  beliebigen  Unterstützungsweise  des  Balkens  ausgehend  unter- 
sucht: in  welchem  Maasse  eines  der  Maximalmomeute  durch  eine 
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in  ungünstigem  Sinne  erfolgende  Höhenveränderuug  der  Stütz- 
punkte vergrössert  werden  würde.  Wenn  es  sich  z.  B.  heraus- 
stellt, dass  bei  einem  Balken,  dessen  Stützpunkte  ursprünglich  in 
einer  und  derselben  Horizontalen  lagen,  ein  geringes  Heraustreten 
einzehier  Stützpunkte  aus  dieser  Horizontalen  schon  eine  beträcht- 
liche Vergrösserung  des  Maximalmomeuts  hervorbringen  kann,  so 
wird  man  zu  dem  Schlüsse  berechtigt  sein:  dass  auch  bei  ur- 
sprünglich Yortheilhafbester  Unterstützungsweise  eine  geringe  Höhen- 

^  änderung    einzelner 

''*«■  ®®-  Stützpunkte      mög- 

t  1  licherweise       einen 

ähnlichen  ungünsti- 
gen Einfluss  haben 
kann.  Es  soU  die 
betreffende  Unter- 
suchung hier  zu- 
nächst für  den  Bal- 
ken auf  drei  Stützen  ausgeführt  werden.  Nach  der  in  §  15 
(Gleichung  11)  angegebeneu  Bedeutung  der  Grösse  t/„  ist  für  den 
in  Fig.  98  dargestellten  Fall: 

24^a:  (y,  -  0)                    _  24EZ  {y,  -  y,) 
p und    «2  — ^^ 


u. 


oder 


zu   setzen,    und    das   Biegungsmomeut   über   der   Mittelstütze   ist 
(nach  §  15,  Gleichung  13)  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1)    ^2  =  16  ^^*  +  P2  —  "i  +  "2)- 

Wenn  die  drei  Stützpunkte  in  einer  und  derselben  Horizon- 
talen lägen,  so  wäre  u^=0  und  u,  =  0.  Angenommen:  man 
hätte  beabsichtigt,  die  drei  Stützpunkte  in  eine  Horizontale  zu 
legen;  es  wären  jedoch  bei  Aufstellung  des  Trägers  Fehler  be- 
gangen, in  Folge  deren  die  beiden  Grössen  ti,  und  ti,,  anstatt 
gleich  Null  zu  werden,  irgend  welche  von  Null  verschiedene, 
zwischen  den  Grenzen  -|-  u  und  —  u  liegende,  übrigens  beliebige 
Werthe  angenommen  hätten.  Man  erkennt  sofort  aus  Gleichung  1): 
dass  der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  «j  =  —  u 
und  «,  =  -[-«  geworden  wäre.  Da  ausserdem  3Kj  um  so  grösser 
wird,  je  grösser  p^  und  p,  sind,  so  hat  man  nach  der  in  §  19 
eingeführten  Bezeichnungsweise  Pi  =  q  und  p^  =  q  zu  setzen,  um 
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den  grössten  Werth  zu  erhalten,  welchen  das  Biegungsmoment  SR, 
im  ungünstigsten  Falle  annehmen  kann;  es  ist  also: 

2)  m,,^,  =  ^{q+u). 

Für  das  Verhältniss,  in  welchem  das  Maximalmoment  durch 
jene  Fehler  vergrössert  wird,  ergiebt  sich  hiemach  der  Weiih: 

Dem  vorausgesetzten  negativen  Werthe  der  Grösse  u,  ent- 
spricht ein  negativer  Werth  der  Grösse  y,,  oder  der  Fall,  in 
welchem  die  Mittelstütze  höher  liegt  als  die  Endstätzen.  Wenn 
demgemäss  y ,  =  —  y  gesetzt  wird,  so  ist : 


4)    -.,=^^  =  . 


zu  setzen,  und  die  Gleichung  3)  nimmt  nach  Substitution  dieses 
Werthes  die  Form  an: 

5)    «  =  1  +  ^. 

Hierin  ist  für  die  Grösse  %  derjenige  Werth  zu  substituiren, 
welcher  als  Trägheitsmoment  der  Querschnittsfläche  erforderlich 
gewesen  sein  würde,  wenn  die  fehlerfreie  Aufstellung  gelungen 
wäre,  d.  h.  wenn  die  drei  Stützpunkte  wirklich  in  einer  Horizon- 
talen lägen.    Dieser  Werth  ist  aus  der  Gleichung: 

^     iA  ^         8 

zu  entnehmen,  und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  für 
93  die  Gleichung: 

^  , .    .       .  ,      JS       20000       ,    A  1      w 

Wenn  man  hierm  wieder  -o  =  — « —  und  -yr  =  -ttt  setzt  —  wie 

ob  l         10 

bei  den  früher  berechneten  Zahlenbeispielen  —  so  wird: 

8)    83  =  1+50.4. 

1 
Für  -^  =  y-^  wird  83  =  2.     Es  würde  also  eine  Erhöhung  der 

Mittelstütze  um  den  fünfzigsten  Theil  der  Höhe  des  Trägers  schon 
hinreichen,  um  das  Maximalmoment  zu  verdoppeln. 
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Flg.  99. 


Dieselbe  ungünstige  Wirkung  würde  offenbar  auch  bei  Ab- 
weichung des  Balkens  von  der  geradlinigen  Form  entstehen,  wenn 
bei  spannungslosem  Zustande  desselben  die  Unterkante  eine  nach 
unten  convexe  Curve  von  der  Pfeilhöhe  y  bildete.  Denkt  man 
sich  bei  Festlegung  jedes  der  drei  Stützpunkte  einen  Fehler  von 

der  Grösse  v  began- 
gen, und  bei  Her- 
stellung der  Unter- 
kante des  Balkens 
an  jeder  von  den 
drei  Stellen,  welche 
nachher  auf  den 
Stützpunkten  zu  lie- 
gen kommen,  eben- 
falls einen  Fehler  von  der  Grösse  v  begangen,  so  erkennt  man 
aus  Fig.  99,  dass  bei  ungünstigstem  Falle  des  Zusammentreffens 
aller  dieser  Fehler  jeder  einzelne  derselben  nur  die  Grösse : 


r. 

— •- 

1 


4  ^       200 

zu  haben  brauchte,  um  eine  Verdoppelung  des  Maximalmoments 
herbeizufuhren. 

Balken  auf  vier  Stützen. 
Für  den  in  Fig.  100  dargestellten  Balken  ergeben  sich  aus 
§  15  die  Gleichungen: 

0 + 4SI»,  +  a»3  = -J  (p,  -  «,  +  p,  +  «,), 
SR,  +  4aw,  4- 0 = -J  (p,  -  u,  +  p,  +  «3). 

Durch  Elimination  der  Grösse  SOt,  erhält  man  hieraus  für  das 

Fig.  100. 


Biegungsmoment  SR,,  als  eines  von  den  Maximalmomenten,  den 
Ausdruck : 
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10)    a«,  =  -^  {4p,  +  3p,  -  p,  -  4«,  +  5«,  -  «,). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  hinsichtlich  der  Vergrösserung 
von  SD},  der  ungünstigste  Fall  dann  eintreten  würde,  wenn  in 
Folge  der  fehlerhaften  Aufstellung:  . 

geworden  wäre.      Ausserdem   hat  man,    dem    ungünstigsten  Be- 
lastungszustande entsprechend : 

Pl=?»      P2=?1      Pt=P 

zu  setzen,  um  den  grössten  Werth  zu  erhalten,  welchen  das  Bie- 
gungsmoment Sn,  überhaupt  annehmen  kann.    Es  ist  also: 

n)  a»,(-„)  =  -|^(7?-p  +  iotO. 

Indem  man  diese  Grösse  dividirt  durch  den  Werth,  welchen 
dieselbe  für  ti  =  0  annehmen  würde,  erhält  man  für  das  Ver- 
hältniss,  in  welchem  jenes  Biegungsmoment  durch  die  Abweichun- 
gen der  Stützpunkte  von  der  Horizontalen  vergrössert  wird,  den 
Werth: 


12)    8=   7g-p-fl0ii  ^^^ 


lOti 


7q—p  Tq  —  P 

Dem  Werthe  tij  =  —  u  entspricht  ein  negativer  Werth  von 
^2,  d.  h.  der  Fall,  in  welchem  die  zweite  Stütze  höher  liegt  als 
die  erste.  Wenn  man  demgemäss  y^==  —  y  setzt,  so  ist  wie  bei 
dem  vorigen  Falle  der  in  Gleichung  4)  angegebene  Werth  für  « 
zu  substituiren,  und  man  erhält  für  93  die  Gleichung: 

13)    «  =  14--  2^^^y.. 

Hierin  ist  für  die  Grösse  %  derjenige  Werth  zu  substituiren, 
welcher  aus  der  Gleichung: 

sich  ergiebt,  wenn  man  für  die  auf  der  rechten  Seite  stehende 
Grösse  den  in  Gleichung  11)  gefundenen  Ausdruck  substituirt  und 
darin  zugleich  u  =  0  setzt.  Es  ist  also  der  Werth  von  %  aus 
der  Gleichung: 

zu  entnehmen,  und  die  Gleichung  13)  nimmt  nach  Substitution 
iesselben  die  Form  an: 


14)  -,^2:  =  aß„„„, 
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16)     85  =  1  -f  2  . 


E     Ä' 


-S      V 


y_ 
h 


Wenn  man  hierin  wie  früher  die  Werthe:  -„  =  — ^ —  und 
h         10000       .,.,.,  .  , 


17)    35  =  14- 


200 


y 

h 


Es  würde  also  dem  Wei-the  y  =  -^ttt^z  h  =  150""  schon  eine 

^       200 

Verdoppelung  des  Biegungsmoments  SR,  entsprechen. 

Wenn  bei  Festlegung  eines  jeden  der  vier  Stützpunkte  ein 
Fehler  von  der  Grösse  v  begangen  war,  und  wenn  bei  Herstellung 

der  Unterkante  des 
Flg.  101.  Balkens   an  jeder 

von  den  vier  Un- 
terstützungsstellen 
ebenfalls  ein  Feh- 
ler von  der  Grösse 
V  begangen  war,  so 
würde  bei  dem  in 
Fig.  101  dargestell- 
ten ungünstigsten  Falle  des  Zusammentreffens  aller  dieser  Fehler 
ein  jeder  einzelne  nur  die  Grösse: 

ZU  haben  brauchen,  um  bei  diesem  Brückenbalken  von  300  Metern 
Länge  eine  Verdoppelung  des  Maximalmomeuts  herbeizuführen. 

Es  ergeben  sich  hieraus  gewichtige  Bedenken  gegen  die  An- 
wendung von  continuirlichen  Trägern.  Denn  selbst,  wenn  es  ge- 
lingt, bei  Aufstellung  des  Trägers  alle  Fehler  zu  vermeiden,  so 
bleibt  immer  noch  die  Gefahr  vorhanden,  dass  durch  später  er- 
folgende geringe  Senkungen  einzelner  Pfeiler  eine  beträchtliche 
Yergrösserung  der  Biegungsspannungen  herbeigeführt  werden  kann. 

Für  den  Fall  aber,  dass  man  trotz  solcher  Bedenken  dennoch 
sich  entschliesst,  einen  solchen  continuirlichen  Träger  als  Brücken- 
balken zu  verwenden,  ist  es  wünschenswerth,  eine  Methode  zu 
kennen,  durch  welche  man  sich  wenigstens  von  den  bei  Auf- 
steUung  des  Trägers  begangenen  Fehlem  unabhängig  machen 
kann,  und  diese  Methode  soll  in  dem  folgenden  Paragraphen  er- 
klärt werden. 


76 


Erster  Abschnitt    §  22. 


Flg.  103. 


§  22. 

Yortheilhafteste  Aafstellnng  continuirlicher  Triiger. 

Denkt  man  sich  bei  dem  Balken  auf  drei  Stützen  das  eine 
Mal  die  Mittelstütze  so  weit  gehoben,  dass  der  Balken  die  beiden 
Endstützen  nicht  mehr  berührend  nur  noch  von  der  Mittebtütze 

Pig.  102.  getragen  wird  (Fig.  102), 

und  das  andere  Mal  die 
Mittelstütze  so  weit  ge- 
senkt, dass  der  Balken 
dieselbe  nicht  mehr  be- 
rührend nur  noch  von 
den  beiden  Endstützen 
getragen  wird  (Fig.  103), 
so  erkennt  man,  dass 
das  Biegungsmoment 
A  über    der    Mittelstütze 

das  eine  Mal  positiv,  das  andere  Mal  negativ  werden  wird.    Es 
muss  also  zwischen  diesen  beiden  Lagen  der  Mittelstütze  noth- 

wendig  eine  Zwischen- 
lage geben,  für  welche 
das  Biegungsmoment 
SKj  den  Werth  NuU 
annimmt. 

Dem  Falle,  in  wel- 
chem die  Mittelstütze 
um  die  Höhe  /  tiefer 


Fig.  104. 


i^-. 


pi 


PI 


liegt  als  die  beiden  Endstützen  (Fig.  104),  entspricht  (nach  §  15, 
Gleichung  11)  der  Werth: 

1)  «.  =  -!M?-(/---0)-. 

Wenn  hierin  /  diejenige  Grösse  bedeutet,  um  welche  bei  dem 

nur  durch  sein  eigenes  Gewicht  belasteten  Balken  die  Mittelstütze 

gesenkt  werden  muss,  damit  das  Biegungsmoment  über  derselben 

den  Werth  Null  annehme,  so  hat  man  in  der  Gleichung  1)  des 

§  19,   um  dieselbe  auf  den  vorliegenden  Fall  anzuwenden,   die 

Werthe  30?,=  0,  p,  =p,  P2=p  zu  substituiren;    man  erhält 

dann  die  Gleichung: 

P 
2)    0  =  -   (p  —  Uj)    oder    w,  =  p. 
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« 

Durch   Gleichsetzung  der  beiden   für  die   Grosse  ti,   gefundenen 
Ausdrücke  erhält  man  für  die  Senkung  /  den  Werth : 

Anstatt  durch  Senken  der  Mittelstütze  zu  bewirken,  dass  das 
Biegungsmoment  ÜW,  den  Werth  Null  annimmt,  kann  man  diesen 
Zweck  auch  dadurch  erreichen,  dass  man  den  Balken  über  der 
Mittelstütze  durchschneidet  und  die  Schnittstellen  alsdann  wieder 
verbindet,  oder  auch  dadurch:  dass  man  die  von  vornherein  ge- 
trennten beiden  Hälften  des  Balkens  eine  jede  für  sich  auf  die 

pj    jQg  Stützen  legt  und  nach- 

her   über   der   Mittel- 
..'"'  --,,  stütze  zusammennietet 

:/-C^^,^-^  (Fig.  105).      Ein    auf 

^r^l!^. .^^^^M\™. .^f^^'  solche  Weise  aufge- 
stellter Balken  befindet 
sich  —  obwohl  die  drei  Stützpunkte  desselben  in  einer  Horizon- 
talen liegen  —  genau  in  demselben  Biegungszustande,  wie  wenn 
die  Mittelstütze  bereits  um  die  Höhe  /  gesenkt  wäre,  insofern 
derselbe  in  spannungslosem  Zustande  —  d.  h.  von  der  Wirkung 
seines  eigenen  Gewichtes  befreit  —  nach  oben  sich  krümmen  und 
dabei  in  der  Mitte  um  die  Höhe  /  sich  heben  würde.  Wenn 
also  zufallig  der  obige  Werth  von  /  übereinstimmen  soUte  mit 
dem  in  §  19  (Gleichung  9)  für  die  Grösse  y,)  ^^  vortheilhafbeste 
Senkung  der  Mittelstütze  gefundenen  Werthe,  so  wäre  für  den 
auf  solche  Weise  aufgestellten  Träger  die  Bedingung  der  vortheil- 
haftesten  ünterstützungsweise  bereits  erfüllt,  und  keine  weitere 
Senkung  der  Mittelstütze  mehr  erforderlich.  Wenn  dagegen  / 
kleiner  ist  als  y,,  so  wird  man,  um  die  vortheilhafteste  Unter- 
stützungsweise herzustellen,  die  Mittelstütze  noch  zu  senken  haben 
um  die  Grösse: 

Nach  Substitution  des  in  §  19  für  y^  gefundenen  Ausdrucks 
erhält  man  demnach  für  die  im  vorliegenden  Falle  erforderliche 
Senkung  der  Mittelstütze  die  Gleichung: 
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Aus  dieser  Gleichung   ergeben    sich    die   nachfolgenden   zu- 
sammengehörigen Zahlen werihe  fiir  die  beiden  Grössen  -^  und  s, 

9 


0    ;o,19 

1 
+  42i    0 

0,2 
—  2 

0,4 
46 

0,6 
90 

0,8 

1 

*          ?(2'^*     mal 

~  lOüüüOi!;!! 

-134 

—  179 

Für  den  in  §  19  als  Beispiel  gewählten  Truger  würde  man  also   dem 
Werthe    -  =  -7^  entsprechend  die  Oleichung  erhalten : 

Q  lU 

«--90    -«(^'^i- 
'""      ^*    100()00A^3:  ' 

welche  auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  19  behandelt  nach  Substitution  der  dort 
angegebenen  Werthe  die  Form  annimmt: 


S      P 


«  =  —  0,3088  .  -X  .  \-  =  —  92"-",6. 
^  E      h  ' 

Es  müBste  also  bei  dem  auf  die  oben  beschriebene  Weise  aufgestellten 
Träger  die  MittelstQtze  noch  um  92^"',6  gehoben  werden,  oder  es  massten  die 
Endstfltzen  um  ebenso  viel  gesenkt  werden,  was  man  z.  B.  dadurch  bewerk- 
stelligen kann,  dass  man  an  den  beiden  Endstützen  Platten  von  92,6  Milli- 
metern Dicke  unterlegt  und  dieselben  nach  erfolgter  Aufstellung  wieder  weg- 
nimmt 

Balken  auf  vier  Stützen. 

Um  für  den  nur  durch  sein  eigenes  Gewicht  belasteten  Träger 
diejenige  Grösse  /  zu  finden,  um  welche  die  Mittelstützen  gesenkt 
werden  müssen,  damit  das  Biegungsmoment  SD},  den  Werth  Null 
annehme,  hat  man  zunächst  in  der  Gleichung  3)  des  §  20  die 
Werthe  Pj  :=p,  pj=p,  P3=p  und  3^2=0  zu  substituiren ; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 

6)  0  =  p(2-f  m  +  2m'4-m*)  — u,(2-{-m)  oder  «^  =p(l-f-m^). 

Die  Grösse  u,  hat  wieder  die  in  Gleichung  l)  angegebene 
Bedeutung,  und  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  für  u,  gefundenen 
Ausdrücke  fuhrt  zu  der  Gleichung: 

welche  hinsichtlich  des  für  die  Grösse  %  zu  substituirenden  Werthes 
auf  dieselbe  Weise  zu  behandeln  ist  wie  die  am  Schlüsse  des  §  20 
für  die  Grösse  y,,  als  vortheilhafteste  Senkung  der  Mittelstützen, 
gefundene  Gleichung.     Die  oben  gefundene  Grösse  /  ist  von  dem 
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für  y,  gefundenen  Werthe  in  Abrechnung  zu-  bringen,  und  die  noch 
erforderliche  Senkung  der  Mittelstützen  wieder  nach  Gleichung  4) 
zu  berechnen. 

Bei  dem  am  Schlüsse  des  §  20  berechneten  Zahlenbeispiele  wurde  für 
die  vortheOhafieste  Senkung  der  Mittelstfitzen  der  Werth: 

yj  =139*»» 

gefunden.  Hätte  man  den  Balken  in  drei  getrennten  Stücken  auf  die  in 
gleicher  Höhe  liegenden  Stützpunkte  gelegt  und  die  Stücke  erst  nach  dem 
Auflegen  zusammengenietet,  so  würde  der  Balken  in  demselben  Biegungs- 
zustande sich  befinden,  wie  wenn  die  Mittelstützen  bereits  um  die  nach 
Gleichung  7)  zu  berechnende  Grösse: 

/  =  362""» 

gesenkt  wären.  Es  würde  also  bei  dem  auf  solche  Weise  aufgestellten  Träger 
noch  eine  Senkung  der  Mittelstfltzen  erforderlich  sein  von  der  Grösse: 

5  =  139  —  362  =  —  223"», 

d.  h.  die  Mittelstützen  müssten  um  223  Millimeter  gehoben,  oder  die  End- 
stützen um  ebenso  viel  gesenkt  werden. 


t    -^  ^-^m    -^■■> 


Zweiter  Abschnitt. 

Theorie  der  Abscheernngskräfte. 


§  23. 


Redacirte  Qaerschnlttsflächen. 

JLfas  Gesetz,  nach  welchem  die  Biegungsspannungen  über  die 
Querschnittsfläche  des  gebogenen  Balkens  sich  vertheilen,  kann 
man  sich  mittelst  Construction  der  sogenannten  „reducirten  Qner- 
Schnittsflächen"  auf  folgende  Weise  geometrisch  veranschaulichen. 

Nach  §  2  hat  die  im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befind- 


II 


liehe  Faser  die  Spannung  S  .  —    in  jeder   Flächeneinheit  ihres 

Querschnitts.    Wenn  man  sich  auf  die  in  Fig.  106  angedeutete  Weise 
durch  parallel  zur  neutralen  Achse  gelegte  Linien  die  ganze  Quer- 
schnittsfläche in  un- 
^'«-  ^^-  ^^g-  ^Q'^'.^      endlich  schmale  Flä- 

chenstreifen  zerlegt 

denkt  und  diese 
Flächenstreifen    als 

Querschnittsflächen 

der  gespannten  Fa- 
sern betrachtet,  so 
ergiebt  sich  für  die 

ganze  Spannung  der 


im  Abstände  u  von  der  Neutralen  befindlichen  Faser  der  in  Fig.  107 
angegebene  Ausdruck. 

Genau  denselben  Ausdruck  würde  man  für  die  Spannung  der 
Faser  auch  dann  erhalten,  wenn  man  annähme,  dass  ihre  Span- 
nung pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  den  grösseren  Werth  S 
hätte,  und  dass  die  Breite  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  dafür 
auf  den  kleineren  Werth: 


u 


1)     v  =  z.— 
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Fig.  108. 


\ 


v-V 


\ 


/ 


in 


»--« 


A 


Fig.  109. 


Fig.  UO. 


reducirt  wäre.     Diese  reducirte  Breite  v  kann  auf  die  in  Fig.  108 
angedeutete  Weise  durch  Construction  gefunden  werden,  und  wenn 

man  an  den  übrigen  Stellen  die  Breite 
des  Querschnitts  auf  dieselbe  Weise  re- 
ducirt, so  gelangt  man  zu  der  in  Fig.  109 
dargestellten  Form  der  reducirten  Quer- 
schnittsfläche. Denkt  man  sich  in  jeder 
Flächeneinheit  dieser  reducirten  Quer- 
schnittsfläche die  Maximalspannung  ^S 
stattfindend  —  und  zwar  in  der  einen 
Hälfte  als  Zug -Spannung,  in  der  anderen 
Hälfte  als  Druck -Spannung  —  so  erkennt 
man,  dass  aus  dieser  Annahme  für  die 
Gesammtwirkung  der  Spannungswiderstände  dieselben  Gleichungen 
sich  ergeben  müssen,  welche  in  §  2  für  die  wirklichen  Biegungs- 
spannungen gefunden  wurden. 

Die    Mittelkraft 
_      der  Zug-Spannungen 
und   die  Mittelkraft 
der  Druck-Spannun- 
gen   bilden   zusam- 

—  men  ein  Kräftepaar, 
dessen  Moment  als 
Widerstandsmoment 
der  Fasernspannun- 

—  gen  gleich  dem  Bie- 
gungsmomente für  die  betreffende  Stelle  des  Balkens  sein  muss. 
Wenn  also  mit  F  die  eine  Hälfte  der  reducirten  Querschnittsfläche 

bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  nach  Fig.  HO 
für  die  allgemeine  Biegungsgleichung  11)  des 
§  2  die  neue  Form: 

2)  aW  =  i?  .  e  =  SFe. 
Die  Angriffspunkte  der  beiden  Mittel- 
kräfte E  fallen  mit  den  Schwerpunkten  der 
beiden  Hälften  des  reducirten  Querschnitts 
zusammen.  Die  Grösse  e  als  Hebelarm  des 
aus  den  beiden  Kräften  R  bestehenden 
*  Kräftepaares    ist    demnach    (bei    der    hier 

Torausgesetzten   Symmetrie   des   Querschnitts    in  Bezug    auf   die 
Biegungsebene)  gleich  dem  Abstände  dieser  beiden  Schwerpunkte 

Ritter^  Ingenien r-Meclianlk.  Q 


Fig.  111. 
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zu  set^ieii.     Es  würden  also  z.  B.  für  den  rechteckigen  Querschnitt 
nach  Fig.  Itl  die  Werthe: 


ZU  substituiren  sein,  und  die  grösste 
Biegungsspannung  würde  zu  berech- 
nen sein  aus  der  Gleichung: 

,  bh' 


v~i- 


1 


3H 


oder 


welche  mit  der  am  Schlüsse  des 
g  2  gefundenen  Gleichung  überein- 
stimmt. 

Bei  einem  symmetrischen  Blech- 
träger von  sehr  geringer  Starke  der 
Blecliwand  wird  —  wie  aus  Fig.  112 
zu  ersehen  ist  —  die  Grösse  F  nahezu 
mit  dem  Flanschenquerschnitte  über- 
einstimmen, und  die  Grösse  e  nur 
wenig  verschieden  sein  von  dem 
Schwerpunktsabstande  der  beiden 
Flanschenquerschnitte.  Bei  unsym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  neutrale 
Achse  geformtem  Querschnitte  würde 
die  Construction  der  reducirten 
Querschnittsfläche  auf  die  in 
Fig.  113  angedeutete  Weise  auszu- 
führen sein. 


§  24. 
Horizontale  Abscheernngskräfle. 

Den  Gleichgewichtszustand  des  zwischen  zwei  unendlich  nahe 
bei  einander  liegenden  Querschnittsflächen  befindlichen  Balken- 
stückes  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  114  angedeutete  Weise 
veranscbaulichen.  Indem  man  —  auf  dieselbe  Weise,  wie  in  §  15 
mit  Bezug  auf  Fig.  81  geschehen  —  die  algebraische  Summe  der 
statischen  Momente  sämmtlicher  auf  das  Balkenstuck  wirkenden 


Horiiontale  AbacheenuiKskröfte. 


der  Gleichung  1)  des 
dR  _V 


Flg.  U4. 
VhIV 


Fla.  U5. 


Kräfte  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  — 
§  15  analog  gebildete  —  Gleichung: 

1)    0  =  dE.z-V.dx    oder 


Auf  die  obere  Hälfte  des  Balkenstückes  wirken  nach  ent- 
gegeiigeset2ten  Richtungen  die  beiden  Horizoiitalkräfle  R  und 
B-f-dÄ.  Es  wird  also 
durch  den  Ueberscfcuss 
der  letzteren  —  wie 
Fig.  nS  veranschaulicht 
—  in  der  neutralen 
Faserschicht  ein  hori- 
zontaler Abscheerungs- 
widerstand  hervorge- 
rufen. Indem  man  die 
algebraische  Summe  der 
auf  die  obere  Hälfte 
wirkenden  Horizontal- 
krilfte  gleich  Null  setzt, 
erhält  man  die  Glei- 
chung : 
dR        . 


R*dJi 


"Wä" 


2)     0  =  dR  —  ^„.dx    oder 


dx 


in   welcher  J)«    'J'ß    horizontale   Abscheerungskraft    pro   Längen- 
einheit der  neutralen   Faserschicht   bedeutet.     Die   Gleichsetzung 
der  beiden  für  den  Differenzialquotienten  -j—  gefundenen  Werthe 
führt  zu  der  Gleichung: 
\r 
3)    0.  =  -- 

Man  erhält  also  die  in  der  neutralen  Faserschicht  wirkende 
horizontale  Abscheerungskraft  pro  Längeneinheit,  indem  man  die 
ganze  in  dem  Querschnitte,  wirkende  verticale  Abscheerungskraft 
diridirt  durch  den  Schwerpunktsabstand  der  beiden  Hälften  des 
reducirten  Querschnitts. 

Um  für  diejenige  Faserschicht,  welche  in  der  Höhe  y  über 
der  neutralen  Faserschicht  liegt,  die  horizontale  Abscheerungskraft 
pro  Längeneinheit  zu  bestimmen,  hat  man  fiir  den  oberhalb  dieser 
Faser  befindlichen  Theil  des  Bälkenstückes  —  in  derselben  Weise 
wie   vorher  in   Bezug   auf  die  ganze  obere  Hälfte   desselben  ge- 
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schehen  —  die  algebraische  Summe  der  Horizontalkräfte  gleich 
Null  zu  setzen,  uod  erhält  nach  §  116  die  Gleichung: 

4)     0  =  dr  —  ^dx     oder     9~^- 

Für  das  VerhUltniss  der  beiden   Griissen  ^  und  ^„   ergiebt  sich 
hiernach  der  Werth: 
rig.  117.  Pig.  iie. 


5) 


$  _  Jl 

M—g-    — ^-J-p  Wenn    mit    S     und 

*         ■W'T^^  S-l-dÄ'resp.  dieWerthe 

'      l  der   grössten   Bicgungs- 

fipannung  pro  Flächen- 
einheit in  den  beiden 
benachbarten  Quer- 
schnitten bezeichnet 
werden,  und  mit  F  die 
eine  Hälfte  des  reducirten  Querschnitts,  so  ist: 

6)  Ji  =  S.F    und     li -\- dR  =  (S -{. dS)  .  F 

zu  setzen,   und  nach  Fig.  117  ergeben  sich  für  die  beiden  Kräfte 
r  und  r-\-dr  in  derselben  Weise  die  Gleichungen : 

7)  r=S.f    und     r -\- dr  =  (Ü -\- dS)  .  f. 

Die  Spannungsdififerenzen  dli  und  dr  haben  also  die  Grossen: 

a)    dIi  =  dS.F    und     dr  =  dS.f, 
und  wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  5)  substituirt,  so  erhält 
man   für  das  Verhältniss  der   beiden  horizontalen  Abscheerungs- 
kräfte  die  Gleichung: 

Es  verhalten  sich  also  die  horizontalen  Abscheerungskräfte 
pro  Längeneinheit  in  den  verschiedenen  Horizontalschuitten  wie 
die  oberhalb  derselben  liegenden  Theile  der  reducirten  Quer- 
Bchnittsfläche. 

§  25. 
Terticale  Abscheernngskräfte. 

Die  Art  und  Weise,  wie  das  in  der  Höhe  y  über  der  neu- 
tralen FaserBchicht  befindliche  rechteckige  Balkenstück  von  der 
Höhe  dy  und  der  Länge  dx  gleichzeitig  durch  die  verticalen  und 
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dx 


^äs 


horizontalen  Abscheerungskräfte  in  Anspruch  genommen  wird,  ist 
in   den   Figuren  118  und  119  veranschaulicht.     Wenn    diese  Ab- 
scheerungskräfte die  ein- 
^  zigen     Kraite      waren, 

^  welche  auf  das  Balken- 

element wirken,  so  würde 
man  nach  Fig.  120,  in- 

braische  Summe  der 
statischen.  Momente  der- 
selben in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  O  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichung  er- 
halten: 

1)    0  =  ^dx  .  dy 
—  ^dy  .  das, 

^  in  welcher  SB   die  ver- 

ticale  Abscheerungskraft  pro  Längeneinheit  des  Yerticalschnitts 
bedeutet  an  derjenigen  Stelle,  welche  in  der  Höhe  y  über  der 
neutralen  Faserschicht  liegt. 

Ausser  den  in  Fig.  120  angegebenen  Kräften  wirkt  auf  das 
Balkenelement  noch  das  in  Fig.  121   dargestellte  Kräfte -System, 


Fig.  120. 


®.^- 


.(6+rf(^.d^ 


d(BjAff 


k.dxjdtj 


k.dx.dy 


welches  nach  Weglassung  der  einander  gegenseitig  aufhebenden 
Kräfte  auf  das  in  Fig.  122  angegebene  Kräfte -Systeip  reducirt 
werden  kann.  In  den  Ausdrücken  für  die  in  Fig.  121  angegebenen 
Kräfte  bedeutet  ®  die  Normalkraft  pro  Längeneinheit  des  Yertical- 
schnitts, 3  ^i®  Normalkraft  pro  Längeneinheit  des  Horizontal- 
schnitts und  k  das  Eigengewicht  des  rechteckigen  Balkenelements 
pro  Flächeneinheit  der  Rechteckfläche.  Die  statischen  Momente 
der  in  Fig.  122  angegebenen  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  O 
müssten  noch   hinzugefügt  werden   zu   den   in  Gleichung  1)   zu- 
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sammengestellten  statischen  Momenten.  Wenn  man  indessen  be- 
rücksichtigt, dass  die  beiden  statischen  Momente  der  Gleichung  1) 
unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind,  während  die  binzu- 
zufügenden  statischen  Momente  der  in  Fig.  122  angegebenen  Kräfte 
sämmtlich  unendlich  kleine  Grössen  dritter  Ordnung  sind,  so  er- 
kennt man,  dass  die  Hinzufügung  dieser  letzteren  in  dem  Re- 
sultate nichts  ändern  würde,  dass  also  die  Gültigkeit  der  Glei- 
chung 1)  durch  das  Fortlassen  derselben  nicht  beeinträchtigt  wird. 
Nach  Unterdrückung  des  gemeinschaftlichen  Factors  dx .  dy  nimmt 
jene  Gleichung  die  Form  an: 

2)-    5B  =  C> 
und  zeigt,  dass  die  verticale  Abscheerungskraft  pro  Längeneinheit 
des  Verticalschnitts  immer  gleich  ist  der  horizontalen  Abscheerungs- 
kraft pro  Längeneinheit  des  Horizontalschnitts.     Es  können  daber 
die  im  vorigen  Paragraphen  in  Betreff  der  horizontalen  Abschee- 

rungskräfte  gewonnenen  Re- 
sultate benutzt  werden  zur 
Ermittelung  und  graphischen 
Darstellung  des  Gesetzes, 
nach  welchem  die  ganze  ver- 
ticale Abscheerungskraft  V 
über  die  ganze  Länge  h  des 
Verticalschnitts  sich  ver- 
theilt 

Nach  den  Gleichungen  3) 
und  9)  des  vorigen  Paragraphen  erhält  man  z.  B.  für  den  in 
Fig.  123  dargestellten  rechteckigen  Querschnitt  die  Werthe: 

V         V 

Die  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  93 
mit  y  sich  ändert,  ist  — -  wie  Fig.  124  veranschaulicht  —  ein 
parabolischer  Bogen  von  der  Pfeilhöhe  SSq.  Der  schraffirte  Flächen- 
streifen stellt  die  Grösse  des  Products  3J .  dy  dar,  und  die  ganze 
Parabelfläche : 

5)      I  SSdy  =  F 
repräsentirt  die  ganze  verticale  Abscheerungskraft  des  Querschnitts. 


Flg.  123. 

JX.1 
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Für  den  in  Fig.  125  dargestellten,  aus  drei  Rechtecken  zu- 
sammengesetzten Querschnitt  eines   Blechträgers  erhält  man  als 

graphische      Dar- 
^1«-  12B-  J"^- 126.  Stellung  der  verti- 

calen  Abschee- 
rungskräfte eine 
aus  drei  Parabel- 
bögen zusammen- 
gesetzte Gurre 
(Fig.  126)-  Der 
mittlere  Parabel- 
bogen wird  eine 
um  so  flachere 
Form  annehmen,  je 
geringer  die  Dicke 
der  Blechwaud  ist,  und  wenn  zugleich  die  Höhe  der  Flanschen- 
Querschnitte  sehr  klein  ist  im  Yerhältniss  zur  ganzen  Höhe,  so 
wird  der  von  den  Flanschen  aufgenommene  —  in  Fig.  126  durch 
die  schraffirten  Flächenstücke  repräsentirte  —  Theil  der  ganzen 
verticalen  Abscheerungskraft  sehr  klein  sein  im  Yerhältniss  zu 
dem  von  der  Blechwand  aufgenommenen  Theile.  Die  ganze- 
Figur  126  wird  in  diesem  Falle  nahezu  die  Form  eines  Bechtecks 
erhalten,  und  man  wird  annäherungsweise  annehmen  dürfen,  dass 
die  ganze  verticale  Abscheerungskraft  V  ausschliesslich  von  der 
Blechwand  aufgenommen  wird,  dass  sie  gleichförmig  über  die 
Höhe  derselben  sich  vertheilt  und  dass  die  verticale  Abscheerungs- 
kraft pro  Längeneinheit  der  Höhe  zu  bestimmen  ist  aus  der 
Gleichung : 

6)      »  =  5Bo  =  y- 

Zugleich  darf  unter  dieser  Voraussetzung  die  in  Fig.  109  mit 
£  bezeiclmete  Grösse  annäherungsweise  gleich  A  gesetzt,  folglich 
(nach  §  23,  Gleichung  2)  die  grösste  Biegungsspannung  aus  der 
Gleichung: 

7)    m  =  SF.h    oder    S  =  ^ 

berechnet  werden,  in  welcher  für  die  Grösse  -F,  als  Hälfte  der 
redacirten  Querschnittsfläche,  annäherungsweise  auch  der  Flan- 
schen-Querschnitt  gesetzt  werden  darf. 
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§  26. 
Haxima  and  Minima  der  Abscheernngskräfte« 

Nicht  nur  in  den  horizontalen  und  verticalen  Schnittfugen, 
sondern  auch  in  jeder  beliebigen  um  irgend  einen  Winkel  a  gegen 
die  Horizontale  geneigten  Schnittfuge  sind  Abscheerungskräfte 
thätig.  Diese  Abscheerungskräfte  sollen  als  positiv  angesehen 
werden,  wenn  dieselben  in  dem  Sinne  wirken,  wie  in  Fig.  127 
angegeben;  als  negativ,  wenn  dieselben  in  entgegengesetztem 
Sinne  wirken. 

Die  ganze  längs  der  Schnittfuge  wirkende  Abschcerungskraft 
wird  nach  irgend  einem  Gesetze  über  die  Länge  derselben  sich 


Flg.  127. 


Fig.  128. 


Fig.  129. 


vertheilen,  und  wenn  mit  %  die  pro  Längeneinheit  der  Schnittfuge 
wirkende  Abschcerungskraft  bezeichnet  wird  für  irgend  einen 
Punkt  P,  dessen  Coordinaten  cc,  y  sind,  so  wird  die  Grösse  % 
als  eine  Function  der  drei  Grössen  oe,  x^  y  sich  darstellen  lassen 
müssen  (Fig.  128).  Bei  Vergleichung  der  Fig.  127  mit  den  Fi- 
guren 118  und  119  erkennt  man  zu- 
gleich, dass: 

8t  =  -f"  f^  wird,  wenn  a  =  0°  ist, 
«  =  —  SB     ;,         „     a  =  90^  ist. 

Um  für  eine  bestimmte  Stelle  P 
das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem 
die  Abschcerungskraft  8C  mit  dem 
Winkel  a  sich  ändert,  hat  man 
sich  die  Schnittfuge  durch  das  un- 
endlich kleine  rechteckige  Balken- 
stück  von  der  Breite  dx  und  der 
Höhe  dy  so  hindurchgelegt  zu  denken,  dass  dieselbe  mit  der  Dia- 
gonale dieses  Rechtecks  zusammenfällt  (Fig.  129).    Das  Rechteck 


\ 
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wird  alsdann  durch  den  Schnitt  in  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke 
zerlegt,  und  wenn  die  Diagonale  des  Rechtecks  als  gemeinschaft- 
liche Hypotenuse  der  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecke  mit  da  be- 
zeichnet wird,  so  finden  zwischen  dem  Winkel  a  und  den  Dreieck- 
seiten dxy  dy^  ds  (nach  Fig.  130)  die  Beziehungen  statt: 


1)    cos  a  = 


dx 
da 


sin  a  = 


dy 
da 


<««  = 


dy 
dx 


"^^^^y 


In  Betreff  der  Kräfte,  welche  auf  das  Balken-Element  wirken, 
soll  vorläufig  die  Voraussetzung  gemacht  werden,  dass  in  den 
Horizontalschnitten  keine  Normalkräfte  wirken,  dass  also  die  in 

Fig.  121  mit  3  bezeich- 
^iß- 130-  nete  Kraft  gleich  Null 

®^  ist.    Die  Bedingungen, 

von  welchen  die  Zu- 
fSi.dx^6,dx  lässigkeit  dieser  Vor- 
aussetzung abhängt, 
sollen  später  geprüft 
werden. 

Wenn  man  sich  jede 
von  den  auf  das  eine 
der  beiden  Dreieck- 
stücke wirkenden  Ejräf- 
ten  zerlegt  denkt  in 
zwei  rechtwinkelig  zu  einander  gerichtete  Seitenkräfte,  von  denen 
die  eine  parallel,  die  andere  normal  zu  der  Hypotenuse  gerichtet 
ist,  und  wenn  man  alsdann  die  algebraische  Summe  der  ersteren 
gleich  Null  setzt,  so  ergiebt  sich  daraus  für  den  längs  der  Hy- 
potenuse wirkenden  Abscheerungswiderstand  die  Gleichung: 

2)    Äd«  =  ®dy  cos  a  -f-  ^dx  cos  a  —  Sidy  sin  a, 

welche  auf  beiden  Seiten  durch  da  dividirt,  nach  Substitution  der 


zu  entnehmenden  Aus- 


aus den  Gleichungen  1)  für  -i—  und  -^ 
drücke,  die  folgende  Form  annimmt: 

Ä  =  ®  sin  a  cos  a  -4-  95  (cos  a^  —  sin  a')    oder: 
.3)    «  =  i©sin2a  +  aScos2a. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  für  jeden  Werth  von  a  den 
zugehörigen  Werth  von  31  berechnen.  Um  denjenigen  Werth 
a  =  aa  ZU' finden,  für  welchen  die  Grösse  Ä  ein  Maximum  oder 
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Minimum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten  von  9  nach  a 
gleich  Null  zu  setzen.    Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

4)  -,  -  =  0  =  @  cos  2a„  —  233  sin  2a„    oder: 
^      da 

5)  tg2o[„  =  -^^-. 

Um  denjenigen  Werth  Ä  =  8L  zu  finden,  welchen  die  Ab- 
scheerungskraft  annimmt,  wenn  a  =  «„  wird,  hat  man  der  allge- 
meineren Gleichung  3)  zunächst  die  folgende  Form  zu  geben: 

6)  2l  =  co8  2a(3J  +  i@tg2a)  =  -^+if^«f   ., 

+  F1  +  (tg2a)' 

und  hierin  für  tg2a  den  oben  für  die  Grösse  tg2a,.  gefundenen 
Ausdruck  zu  substituiren.    Man  erhält  dann  für  $(„  den  Werth: 

Zwischen  den  hier  in  Betracht  kommenden  Grenzwertheti  Null 
und  180  Grad  giebt  es  zwei  verschiedene  Werthe  des  Winkels  a, 
welche  der  Gleichung  5)  Genüge  leisten.  Diese  beiden  Winkel 
sind  um  90  Grad  von  einander  verschieden.  Dem  einen  entspricht 
das  Maximum,  dem  andern  das  Minimum  der  Grösse  91;  und 
nach  Gleichung  7)  ist: 


/•Jv»o        1~/'. 


9)    ä(«i„i«u.)  =  -V25^  +  (i@)^ 

§  27. 

OrapMsclie  Darstellung  der  Abscheernngskrftfte, 

Die  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  würde  man  be- 
nutzen können,  um  das  Gesetz,  nach  welchem  91  mit  a  sich  än- 
dert, graphisch  darzustellen.  Es  empfiehlt  sich  jedoch,  zu  diesem 
Zwecke  jene  Gleichung  zuvor  auf  eine  andere  Form  zu  bringen, 
indem  man  die  Winkel- Differenz  a  —  a„  mit  <f  bezeichnet  und 
demgemäss  den  Werth: 

1)  a  =  a„  -f  ? 

in  jener  Gleichung  substituirt.    Man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen: 

2)  8l  =  i®sin(2al  +  2<p)4-8}co8(2a„  +  2<p), 

3)  21  =  -^S  (sin  2a„  cos  2'f  -f  ^^^  2a„  sin  2<p) 

-[-  35  (cos  2a„  cos  2^  —  sin  2a„>  sin  2«p), 
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4)    a  =  i®  COS  2a„  (tg  2a„  cos  2^  +  öin  2<p) 

Der  letzteren  Gleichung  kann  man,  da  die  ausserhalb  der 
Klammern  stehenden  beiden  Grössen  nach  Gleichung  4)  des  vorigen 
Paragraphen  einander  gleich  sind,  auch  die  folgende  Form  geben: 

5)  «  =  JBsin2a„(tg2o[„cos29+-^^^)    oder: 

6)  a  =  ^^^=25cos2cpVl  +  tg2ai, 
'  cos2a„  ^  ^       '    ^ 

und  nach  Substitution  des  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Grösse 
tg2aBi  gefundenen  Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 

7)  a  =  (VSB»  +  (i®)»)cos2cp, 

Nach  den  Gleichungen  8)  und  9)  des  vorigen  Paragraphen 
repräsentirt  der  Wurzel- Ausdruck  den  absoluten  Werth  der  Grösse 
ä(««)  oder  ^(„iB),  und  wenn  man  diesen  absoluten  Werth  mit  8[„ 
bezeichnet,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  noch 
einfachere  Form  geben: 

8)  a  =  äLcos2cp, 

indem  man  zugleich  unter  dem  Winkel  %^  in  Gleichung  1)  den- 
jenigen Winkel  versteht,  für  welchen  Ä  =  -|-  21»  wird.  Aus  der 
obigen  Gleichung  ergeben  sich  die  nachfolgenden  zusammen- 
gehörigen Werthe  der  Grössen  ^  und  91: 

<p=      0«       45«         90°      135*^        180^ 

Die  Richtungen,  in  welchen  die  Abscheerungskraft  gleich  Null 
ist,  schliessen  also  Winkel  von  45"  ein  mit  den  Richtung^i  der 
grössten  und  kleinsten  Abscheerungskraft. 

Wenn  man  auf  jeder  von  dem  Punkte  P  ausgehenden  geraden 
Linie  die  ihrer  Richtung  entsprechende  Grösse  von  91  als  Längen- 
grosse  abträgt,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken  eine 
krumme  Linie,  deren  Form  das  Gesetz  veranschaulicht,  nach 
welchem  die  Grösse  9  mit  dem  Winkel  cp  sich  ändert..  Die  Con- 
stniction  irgend  eines  Punktes  Q  dieser  krummen  Linie  kann  auf 
die  in  Fig.  131  angedeutete  Weise  ausgeführt  werden.  Durch 
Wiederholung  dieser  Construction  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
in  Fig.  132  dargestellten  Linie,  welche  für  alle  Werthe  des  Win- 
kels f  zwischen  0*^  und  180°  die  Grössen  der  Abscheerungskräfte 
erkennen  lässt. 


''{s: 
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Flg.  131. 


Fig.  132. 


Die  Grösse  des  Winkels  am  oder  die  Lage  der  beiden  recht- 
winkelig zu  einander  stehenden  Achsen,   welche  die  Richtungen 

der  grössten  und  kleinsten  Ab- 
scheerungskraft  darstellen,  hängt 
aj)  —  wie  aus  Gleichung  5)  des 
§  26  zu  ersehen  ist  . —  von  den 
beiden  Grössen  @,  9$,  welche 
ihrerseits  Functionen  der  Coordi- 
naten  a?,  y  sind. 

Wenn  @  =  0  und  85  zugleich 
positiv  ist ,  so  wird  a».  =  0 
und  SId,  =  33  =  ^.  In  diesem 
Falle  ist  die  Horizontale  die  Richtung  der  grttssten  und  die  Ver- 
ticale  die  Richtung  der  kleinsten  (oder  grössten  negativen)  Ab- 
scheerungskraft.    Eine  solche  Lage  nimmt  das  Achsen-System  an, 

erstens:  in  jedem  Punkte 
des  Yerticalschnitts  an 
denjenigen  Stellen,  wo 
die  elastische  Linie  ihre 
Wendepunkte  hat,  weil 
an  diesen  Stellen  das 
Biegungsmoment  Null 
ist;  zweitens:  in  jedem 
Punkte  der  Achse  des 
Balkens,  weil  in  der 
neutralen  Faserschicht 
keine  Biegungsspannung 
stattfindet.  Bei  nega- 
tivem Werthe  von  3J 
würde  die  verticale  Achse 
die  Richtung  der  grttssten  und  die  horizontale  Achse  die  Rich- 
tung der  kleinsten    (oder   grössten  negativen)   Abscheerungskraft 

darstellen. 

Wenn  SS  =  0  ist,  so  wird  «„  =  45"  und  «„,  =  i  ©.  In  diesem 
Falle  bildet  jede  der  beiden  Achsen  einen  Winkel  von  45*^  mit  dcT 
Horizontalen.  Eine  solche  Lage  wird  das  Achsen -System  an- 
nehmen, erstens:  in  dem  höchsten  und  in  dem  tiefsten  Punkte 
eines  jeden  Yerticalschnitts,  weil  (nach  Fig.  124  und  Fig.  126)  die 
Grösse  SS  nach  oben  und  nach  unten  hin  bis  auf  Null  abnimmt; 
zweitens:  in  jedem  Punkte  des  Yerticalschnitts  an  solchen  SteUen 
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der  elastischen  Linie,  wo  das  Biegungsmoment  SK  ein  Maximum 

oder  Minimum  wird,  weil  an  solchen  Stellen  —^-  =  0,  folglich 

auch  V=0  ist.  Wenn  ®  positiv  ist,  so  bildet  die  von  rechts 
nach  links  ansteigende  Achse  die  Richtung  der  grössten,  die  von 
links  nach  rechts  ansteigende  die  Richtung  der  kleinsten  (oder 
grössten  negativen)  Abscheerungskraft.  Bei  negativem  Werthe  von 
(5  würden  die  beiden  Achsen  ihre  Bedeutungen  mit  einander  ver- 
tauschen, d.  h.  es  würde  die  nach  rechts  ansteigende  die  Richtung 
der  grössten  und  die  nach  links  ansteigende  die  Richtung  der 
kleinsten  (oder  grössten  negativen)  Abscheerungskraft  darstellen. 


§  28. 
Haxlma  nnd  Minima  der  Normalspannnngen. 

Ausser  dem  längs  der  Hypotenuse  wirkenden  Abscheerungs- 
widerstande  ^ds  wird  durch  die  in  Fig.  130  dargestellten  Kräfte 
auch  noch  ein  normal  zu  der  Hypotenuse  gerichteter  Widerstand 
hervorgerufen.    Wenn  mit  31  der  Normalwiderstand  pro  Längen- 
einheit    des    Hypote- 

Fig.  133. 

9i.ds 


^^5::^y 


Sid» 


nusenschnitts  beze^ich- 
net  wird,  so  ist  ^ds 
der  gesammte  Normal- 
widerstand ,  welcher 
einer  Trennung  der 
beiden  Hälften  des 
rechteckigen  Balken- 
Elements  entgegen- 
wirkt Indem  man  auf 
die  rechtwinkelig  zu  der 


Hypotenuse  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  gerichteten  Seitenkräfte 
des  in  Fig.  133  dargestellten  Kräfte-Systems  die  allgemeinen  Gleich- 
gewichts-Bedingungen  anwendet,  gelangt  man  zunächst  zu  der 
folgenden  Gleichung: 

1)  ^Ids  =  ^dy  cos  a  -}-  SSdsc  sin  a  +  ®dy  sin  a, 

welche  auf  beiden  Seiten  durch  ds  dividirt  in  die  folgende  Form 
gebracht  werden  kann: 

2)  91  =  23S  sin  a  cos  a  -}-  ®  sin  a*     oder : 

3)  3i  =  aSsin2a  +  i®(l  — cos2a).      • 
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Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  nach  welcher  man  für 
jeden  Werth  von  a  den  zugehörigen  Werth  von  9i  berechnen  kann, 
dass  yi  =  ®  wird  für  a  =  90^  und  dass  91  =  0  wird  für  a  =  0 
(entsprechend  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  in  den  Hori- 
zontalschnitten keine  Normalspannungen  stattfinden). 

Um  denjenigen  Winkel  0  =  0.  zu  finden,  für  welchen  31  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten 
von  91  nach  a  genommen  gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält 
dann  die  Gleichung: 

4)  -T^  =  0  =  2SScos2a„-}-®sin2a„    oder: 

ttflt 
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5)  tg2a.  =  — -^. 

Um  denjenigen  Werth  ifl  =  9l„  zu  finden,  welchen  die  Normal- 
kraft yi  annimmt,  wenn  a  =  a„  wird,  hat  man  der  allgemeinen 
Gleichung  3)  zunächst  die  folgende  Form  zu  geben: 

6)  ?R  =  i@  +  cos2a(35tg2a— J®)    oder: 

+  l/l-f(tg2a)^ 

und  hierin  für  tg  2  a  den  in  Gleichung  5)  für  tg  2au  gefundenen 
Werth  zu  substituiren.    Man  erhält  dann  für  3l„,  die  Gleichung: 

35* 

9)  ?«„  =  i®±l/s}'  +  (i®)^ 

Zwischen  den  Grenzen  0°  und  180°  giebt  es  zwei  um  90** 
von  «einander  verschiedene  Werthe  des  Winkels  a,  welche  der 
Gleichung  5)  Genüge  leisten.  Dem  einen  entspricht  das  Maximum, 
dem  andern  das  Minimum  von  9{,  und  nach  Gleichung  9)  ist: 

10)  5«,„„, = i ® + i/sB^  -fli®y\ 

11)  9l^„i^)  =  i®~l/as'+"ä®)^ 

Die  Frage:  welchem  von  jenen  beiden  Werthen  des  Winkels 
a„  das  Maximum  und  welchem  das  Minimum  von  31  entspricht, 
kann  mit  Hülfe  der  allgemeinen  Gleichung  3)  leicht  beantwortet 
werden. 

Bei  Yergleichung  der  in  diesem  Paragraphen  gefundenen 
Gleichungen    mit    den   in   §  26    gefundenen    erkennt   man,    dass 
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zwischen  den  Grössen  21«,  «„  einerseits  und  den  Grössen  9Lj  a» 
andrerseits  die  Beziehungen  stattfinden: 

12)  9L  =  i®±«-, 

13)  tg2..  =  -^. 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Flächen  der  grössten 
und  kleinsten  Normalspannungen  Winkel  von  45"  einschliessen 
mit  den  Flächen  der  grössten  und  kleinsten  Abscheerungsspan- 
nungen.  Aus  den  Gleichungen  9)  des  §  27  ergiebt  sich  zugleich, 
dass  in  den  Flächen  der  grössten  und  kleinsten  Normalspannungen 
die  Abscheerungsspannung  Null  ist. 

§  29.      X 
Graphische  Darstellung  der  Nörmalspannniigeii. 

Um  das  Gesetz,  nach  welchem  31  mit  a  sich  ändert,  graphisch 
darzustellen,  hat  man  die  allgemeine  Gleichung  3)  des  vorigen 
Paragraphen  zuvor  auf  eine  einfachere  Form  zu  bringen,  indem 
man  die  Winkeldifferenz  a  —  a„  mit  ^  bezeichnet  und  dem  ent- 
sprechend den  Werth: 

1)  a  =  a„  -f-  1* 

in  jener  Gleichung  substituirt.    Man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen: 

2)  5R  =  i®  +  SB  sin(2a„4-2'|)  -  i@  cos(2a„-f  2^), 

3)  5R  =  i@  +  SB  (sin  2a„  cos  2i];  +  cos  2a.  sin  2^) 

—  ^®  (cos  2a„  cos  2^  —  sin  2a„  sin  2i^), 

4)  9i  =  i®  +  aS  cos  2a„  (tg  2a„  cos  2»^  -f  sin  2^) 

-i®sm2a„(^^-sin2^). 

Der  letzteren  Gleichung  kann  man,  da  die  ausserhalb  der 
Klammem  stehenden  Factoren  der  letzteren  beiden  Glieder  (nach 
Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen)  einander  gleich  sind,  auch 
die  folgenden  Formen  geben: 

5)  9«  =  i©-fSBcos2a„(tg2a„cos2^-f  ^^*-)i 

Wenn  man  hierin  die  Grösse  sin  2a„  ausdrückt  durch  tg2aa 
und  alsdann  für  letztere  Grösse  den  in  Gleichung  5)  des  vorigen 
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Paragraphen  gefundenen  Ausdruck  substituirt,   so  erhält  man  die 
folgenden  Gleichungen: 

7)    ^  =  ^^±^cos2^\\^{^\j\ 
H)    9i  =  i©±()/aj'+(i@)')co8  2^, 
welciter  letzteren  man  nach  Gleichung  7)  des  §  2<]  auch  die  ein- 
fachere Form  geben  kann: 

9)  9i  =  i@-f  a.c08  2f 
In  Gleichung  8)  ist  das  Plus-Zeichen  als  gültig  zu  betrachten, 
wenn  unter  a„  derjenige  Winkel  verstanden  wurde,  welcher  dem 
Maximum  von  9i  entspricht;  das  MinuR-Zeichen  dagegen,  wenn 
unter  a.  derjenige  Winkel  verstanden  wurde,  welcher  dem  Mini- 
mum von  91  entspricht.  Es  soll  im  Folgenden  der  erstere  dieser 
beiden  Fälle  vorausgesetzt  wei'den.  Dem  Werthe  i}.  =  0  entspriclit 
also  das  Maximum  von  "il,  und  für  die  Grösse  9I„  ist  nunmehr 
unter  allen  Umständen  der  positive  Werth  des  Wurzelausdrucks 
in  Rechnung  zu  bringen. 

Aus  Gleicliung  9)  ergeben  sich  die  nachfolgenden  zusammen- 
gehörigen Werthe  der  beiden  Grössen  -Ji  und  91: 

(^=0"  45"  90"  135"  180% 

Da  %„  positiv  ist  und  stets  grösser  als  ^<S,  so  wird  das 
Maximum  der  absoluten  Werthe  von  91,  wenn  €  positiv  ist,  dem 
Werthe  ij.  :^  0,  dagegen,  wenn  @  negativ  ist,  dem  Weithe  "Ji  ^  90" 
entsprechen.  Die  grösete  Normalspannnng  ist  im  ersteren  Falle 
eine  Zlig-Hpannung,  im  letzteren  eine  Druck-Spannung. 

Die  graphische  Darstellung  des  Gesetzes,  nach  welchem  92 
mit  <]>  sich  ändert,  würde  man  aus  Fig.  132  ableiten  können, 
indem  man  für  jeden  Punkt  der  dort  gefundenen  Curve  zu  der 
Länge  des  Radius vectoi's  die  Grösse  ^®  hinzufügt,  und  alsdann 
die  ganze  Figur  in  diejenige  I^age  bringt,  welche  dem  Werthe  des 
Winkels  a„  entspricht.  Für  den  Fall ,  in  welchem  ®  =  0  ist, 
würde  also  der  Form  nach  eine  völlige  Uebereinstimmung  statt- 
iindon  zwischen  den  beiden  Curven,  welche  die  Grössen  31  und  Ä 
;iU  l'ijiii'lionen  des  Winkels  a  darstellen.     Für  diesen  Fall  wird: 

il.  h.    ;i)i    allen   denjenigen    Stellen,    wo   keine   Biegungsspannung 
äliitttiiuii'i,  ist  die  grösste  Normalspannung  gleich  der  horizontalen 
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oder  verticalen  Abscheerungsspannung.  Zu  diesen  Stellen  gehören: 
erstens  alle  Punkte  der  neutralen  Faserschicht,  zweitens  alle  Punkte 
des  Verticalschnitts  an  solchen  Stellen  des  Balkens,  wo  das  Bie- 
gungsmoment Null  ist 

Form  und  Lage  der  Figur,  welche  die  Grösse  9?  als  Function 
des  Winkels  ^  graphisch  darstellt,  werden  verschieden  ausfallen, 
je  nachdem  die  beiden  Grössen  @  und  93  positive  oder  negative 
Werthe  haben,  und  sind  in  dieser  Beziehung  folgende  vier  Fälle 
zu  unterscheiden. 

Erster  Fall  (Fig.  134).  @  und  35  sind  beide  positiv.  Der 
Winkel  a,,    für  welchen   9i  ein  positives   Maximum  wird,   liegt 


Fig.  134. 


Fig.  135. 


zwischen  45°  und  90®.  Die  Grösse  9J(„„)  bildet  zugleich  das 
Maximum  der  absoluten  Werthe  von  9?.  Die  grösste  Normal- 
spannung ist  eine  Zugspannung. 

Zweiter  Fall  (Fig.  135).    @  ist  positiv,  25  ist  negativ.    Der 
Winkel  a„,   für  welchen   9i   ein   positives   Maximum   wird,   liegt 
zwischen  90"  und  135".     Die   Grösse   9J(b».i)   bildet   zugleich   das 
Maximum   der  absoluten   Werthe   von  9J.     Die  grösste   Normal 
Spannung  ist  eine  Zugspannung. 

Dritter  Fall  (Fig.  136).  ®  ist  negativ,  2J  ist  positiv.  Der 
Winkel  a„,  für  welchen  9?  ein  positives  Maximum  wird,  liegt 
zwischen  0"  und  45".  Das  Maximum  der  absoluten  Werthe  von 
^)l  wird  durch  die  Grösse  %^iu)  gebildet.  Die  grösste  Noimal- 
spannung  ist  eine  Druckspannung. 

Vierter  Fall  (Fig.  137).  ©  und  95  sind  beide  negativ.  Der 
Winkel  a„,   für  welchen   9J   ein  positives   Maximum   wird,   liegt 
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zwischen  135^  und  180°.  Das  Maximum  der  absoluten  Werthe 
von  "W  wird  durch  die  Grösse  9J(„io)  gebildet.  Die  grösste  Normal- 
spannung ist  eine  Druckspannung. 

In  sämmtlichen  vier  Figuren  ist  der  Halbmesser  des  grösseren 
Kreises  gleich  der  Summe  der  absoluten  Werthe  von  den  beiden 


Fig.  136. 


Fig.  137. 


Grössen  1/9}^ -f"  (i®)'  ^"^  i®»  ^^^  Halbmesser  des  kleineren 
Kreises  ist  gleich  dem  Ueberschusse  des  absoluten  Werthes  der 

Grösse  ]/9S' +  (^®)^  über  den  absoluten  Werth  der  Grösse  4^®. 
Als  Anfangsrichtung  mit  „0^  bezeichnet  ist  in  allen  vier  Figuren 
diejenige,  für  welche  Sil  ein  positives  Maximum  wird.  Von  dieser 
dem  Werthe  ^^  =  0  entsprechenden  Richtung  anfangend,  sind  für 
alle  Werthe  des  Winkels  ^  zwischen  0°  und  180°  die  absoluten 
Werthe  von  ^l  auf  der  jedesmaligen  Richtung  des  Radiusvectors 
abgetragen  und  zwar  nach  vorwärts  oder  nach  rückwärts,  je  nach- 
dem 9i  eine  positive  oder  negative  Grösse  ist. 


§30. 

Berechnung  der  grössten  Normalspannang  pro  Flächen- 
einheit. 

Bei  den  vorstehenden  Untersuchungen  war  mit  dem  Buch- 
staben ®  die  Normalspannung  pro  Längeneinheit  des  Vertical- 
schnitts  bezeichnet  für  diejenige  Stelle,  welche  in  der  Höhe  y 
über  der  Neutralen  liegt.  Folglich  ist  ®dy  die  ganze  Horizontal- 
spannung der  in  diesem  Abstände  von  der  Neutralen  befindlichen 
Faser   von    der  Höhe    oder   Dicke   dy.      Wenn    also    mit  ^    die 
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Normalspannung  pro   Flächeneinheit   des   Querschnitts    an    dieser 
Stelle  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  Fig.  138  und  Fig.  139: 

1)     ®  .  dy  =  ^  ,  z  .  dy     oder     g  =     -  ? 

d.  h.  man  findet  die  Spannung  pro  Flächeneinheit,  indem  man  die 
Spannung  pro  Längeneinheit  dividirt  durch  die  Breite  des  Quer- 
schnitts an  der  be- 
^*«-  '^-  J''?!-^.^»-       treffenden  Stelle. 

Die  analogen  Be- 


ßz<kf==^(Bdif^ 


~"  Ziehungen       finden 

statt   zwischen   den 

Grössen  %  $,  25,  » 

einerseits  und  den 
Grössen  n,  ^,  ö,  a 
andrerseits,  wenn 
Überali  mit  den  ent- 
sprechenden kleinen  deutschen  Buchstaben  die  betreffenden  Span- 
nungen pro  Flächeneinheit  bezeichnet  werden.     Es  ist  also: 

2)  n  =  —,     ^  =  ^,     ö  =  — ,     ö  =  -    • 

z  z  z  z 

Man  kann  daher  die  in  den  vorigen  Paragraphen  für  die 
Maximalspannungen  pro  Längeneinheit  gefundenen  Resultate  auch 
benutzen  zur  Berechnung  der  Maximalspannungen  pro  Flächen- 
einheit So  z.  B.  erhält  man  aus  Gleichung  9)  des  §  28,  indem 
man  dieselbe  auf  beiden  Seiten  durch  die  Querschnittsbreite  z 
dividirt,  für  die  grösste  Normalspannung  pro  Flächeneinheit  den 
Ausdruck  : 

3)  fl»  =  i«±Vö^  +  (i«)^ 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  bereits  erklärt  wurde,  entspricht, 
wenn  %  positiv  ist:  das  Pluszeichen,  dagegen,  wenn  %  negativ  ist: 
das  Minuszeichen  dem  grössten  absoluten  Werthe  von  n.  Wenn 
man  also  dem  Buchstaben  9  die  Bedeutung  des  absoluten  Werthes 
der  Biegungsspannung  beilegt,  so  wird  der  grösste  absolute  Werth 
Yon  n  unter  allen  Umständen  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 

4)  \^,^\i^V^^FWf' 

Für  den  Fall  des  rechteckigen  Querschnitts  würde  (nach  §  25, 
Gleichung  4)  die  Grösse  D  zu  bestimmen  sein  aus  der  Gleichung: 


5)    «'  =  «'.(l-|r) 


7*  - 
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in  welcher  für  die  Grosse  d«.  als  grosste  rerticale  oder  horizon- 
tale Abscheernngsspannung  pro  Flächeneinheit,  der  ans  §  25, 
Gleichung  3)  zn  entnehmende  Werth: 

zn  substitniren  ist.  Die  grosste  Biegnngsspannung  des  Quer- 
schnitts hat  in  diesem  Falle  (^nach  §  2.  Gleichung  16)  den  Werth : 

und  die  Biegnngsspannung  in  der  Höhe  y  über  der  Neutralen  hat 
die  Grösse: 

8)    «  =  5.-?-. 

tc 

Die  allgemeine  Gleichung  für  die  grosste  Normalspannung 
pro  Flächeneinheit  nimmt  also  für  den  rechteckigen  Querschnitt 
die  Form  an: 

tl  1 

Wenn  man  hierin  abkürzungsweise  das  Verhältniss    ^  =  "' 

o  n 

und  das  Verhältniss  -^  =  ^  setzt,  so  kann  man  dieser  Gleichung 


auch  die  folgende  Form  geben: 


10)  5<;^>=i?+y(^--^'-y +(*<?)'. 

Diese  Gleichung  kann  man  nunmehr  benutzen,  um  die  grössto 
in  dem  Verticalschnitte  überhaupt  vorkommende  Normalspannung 
aufzusuchen  und  dieselbe  zu  vergleichen  mit  der  grössten  Biegungs- 
spannung des  Verticalschnitts.  Für  den  Fall ,  in  welchem  n  =  1 
ist,  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  die  nachfolgend  zusammen- 
gestellten Zahlen  werthe : 

(p=0  0,l      0,2      0,3      0,4      0,5      0,6      0,7      0,8      0,9      1, 
5.(j)^l  1,041  1,065  1,072  1,063  1,041  1,007  0,968  0,939  0,938  1. 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  für  n  =  1  die  grosste  Normalspan- 
nung nahezu  in  allen  Punkten  des  Verticalschnitts  gleiche  Werthe 
hat,  und  dass  dieselbe  in  allen  diesen  Punkten  nur  wenig  ab- 
weicht von  der  grössten  Biegungsspannung.  Der  grosste  Werth 
von  n(„„)  entspricht  einem  Werthe  von  ^,  welcher  zwischen  0,2 
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und    0,3   liegt,    nämlich    dem  Werthe   <p  =  0,294,    für   welchen 
n^^^j  =  1,073  .  S  =  1,073  .  üo  wird. 

Der  bei  obiger  Tabelle  angenommene  Werth  n  =  1  entspricht 
dem  Falle,  in  welchem  »o  =  Ä  ist.  Nach  Substitution  der  aus 
den  Gleichungen  6)  und  7)  zu  entnehmenden  Ausdrücke  erhält 
man  für  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung: 


11) 


62» 


ibh        bh' 


flg.  140. 


Wenn  man  hierin  die  Werthe  V=^  K  und  Tl  =  Kl  substituirt 
entsprechend  dem  in  Fig.  140  und  Fig.  U1  dargestellten  Falle  — 

80  erhält  man  die  Gleichung: 
Fi«.  141.  K         6  Kl 

Es  muss  also  die  Länge  des 
Balkens  ein  Viertel  der  Höhe 
betragen,  wenn  t)„  =  Ä  sein  soll. 
In  diesem  Falle  ist  die  grösste 
Normalspannung  an  den  drei 
Stellen  Ay  B^  C  gleich  gross 
und  zwar  von  derselben  Grösse 
wie  die  grösste  Biegungsspannung 
oder  die  ihr  gleiche  grösste  Ab- 
scheerungsspannung.  Die  grösste 
in  dem  Balken  überhaupt  vor- 
kommende Normalspannung  findet  an  den  beiden  Stellen  D  und 
JS  statt  und  ist  um  etwa  7  Procent  grösser  als  S  oder  Üq.  Die- 
selbe ist  bei  D  eine  Zug-Spannung  und  bei  E  eine  Druck-Spannung 
von  der  Grösse: 

13)    n(„.x)  =  1,073  .  S  =  1,073  .  »„. 

Die  Lage  der  Flächen,  in  welchen  an  den  verschiedenen  Stellen  des 
Verticalschnitts  die  Normalspannung  ihren  grössteu  Werth  erreicht,  kann  mit 
Hülfe  der  Gleichong  5)  des  §  28  bestimmt  werden,  welche  auf  der  rechten 
Seite  im  Zähler  und  Nenner  durch  die  Querschnittsbreite  dividirt  die  Form 
aimimmt : 

=  _>  _L  =  _  gt'od-y')  =  _  2  (1  -  ?') . 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  den  Fall  n  =  1  oder  fOr .  den 
Verticalschnitt  BC  in  Fig.  141  die  nachfolgend  zusa^imengestellten  Zahlen- 
werthe  : 


U)    tg2an 
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tg2a,.  =       0       -0,75    —  oo       +0,75         0    *** 
an(Zug9p.)=     ÜO«      7VM'       45*        18«26'        0«/    • 
«n  (Drucksp.)  =    180°    161« 34'      135»      108»26'      90« 
Oberhalb  der  Neutralen  ist  es  die  Zugspannung,  unterhalb  dersefben  ist  es 
die   Druckspannung,    welche    den    grössten    absoluten   Werth    der   Normal- 
Spannung  repräsentirt. 

Wenn  man  für  andere  Werthe  von  n  die  obige  Rechnung 
wiederholt,  so  findet  man,  dass  der  grösste  Werth  von  n^^x)  immer 
entweder  genau  oder  wenigstens  nahezu  übereinstimmt  mit  dem 
grössten  der  beiden  Werthe  S  und't)Q.  Für  den  Fall  n=\  be- 
trägt der  mit  dieser  Annahme  verbundene  Fehler  —  wie  obige 
Tabelle  zeigt  —  nur  etwa  7  Procent.  Noch  kleiner  wird  derselbe 
für  andere  Werthe  von  n.  Man  darf  daher  bei  practischen  An- 
wendungen ohne  Bedenken  in  allen  Fällen,  wo  l  grösser  ist  als 
-^A,  die  grösste  Biegungsspannung: 

und  in  allen  Fällen,  wo  l  kleiner  ist  als  \h^  die  grösste  (verticale 
oder  horizontale)  Abscheerungsspannung: 

16)      Oo=^f;- 

als  grösste  in  dem  Balken  überhaupt  vorkommende  Normalspan- 
nung pro  Flächeneinheit  betrachten. 

§  31. 

Berechnung  der  erforderlichen  Querschnlitsdlmenslonen  fttr 

Blechträger. 

Wenn  man  in  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  ^  =  ö  =  |i. 
setzt,  so  erhält  man  für  die  grösste  Normalspannung  pro  Flächen- 
einheit den  Werth:  

1)  tt(„.,,  =  ^  } A  +  yi  +  (4)]  =  1,618  .  jx. 

Für  den  in  Fig,  142  dargestellten  Blechträgerquerschnitt  darf 
bei  geringer  Stärke  der  Blechwand  und  geringer  Höhe  des  Flan- 
schenquerschnitts   (nach    §  25,    Gleichung  6)    annäherungsweise 

SB  =  9So  =  -T-  gesetzt  werden,  oder: 

2)  ü=   ^ 


bh 
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Fig.  142. 
F 


An  der  oberen  oder  unteren  Grenze  des  Verticalschnitts  der 
Blechwand,  also  da,  wo  dieselbe  an  die  Flanschen  grenzt,  ist  die  Bie- 
gungsspannung nahe- 
Plg,  143.  2JI  gleich  der  grössten 

in  den  Flanschenquer- 
schnitten selbst  statt- 
findenden Biegungs- 
spannung, und  (nach 
§  25,  Gleichung  7)  ist 
dieselbe  annäherungs- 
weise zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 


ilUllUiUUlUi^ 


^ 


Bei  dem  in  Fig.  143  dargestellten  Biegungszustande  des  Bal- 
kens erreichen  sowohl  die  Yerticalkraft  V  als  auch  das  Biegungs- 
moment Wl  in  dem  Verticalschnitte  BAC  ihi  Maximum.  £s  ist 
nämlich  für  diesen  Querschnitt: 

_.  pi'  . 

2 


4)     V=pl 


und 


5)    2ß== 


Die  grösste  in  dem  Balken  vorkommende  Normalspannung 
ist  daher  in  diesem  Verticalschnitte  zu  suchen,  und  zwar  findet 
dieselbe  an  den  beiden  Stellen  B  und  C  statt,  wo  die  Blechwand 
an  die  Flanschen  grenzt,  insofern  an  diesen  Stellen  die  grössten 
Werthe  von  ü  und  ö  zusammentreffen.  Wenn  also  die  Quer- 
schnittsdimensionen des  Balkens  so  gewählt  worden  wären,  dass 
an  diesen  Stellen  die  Grössen  ö  und  D  eine  jede  für  sich  allein 
schon  die  Grösse  /S  der  practisch  zulässigen  Spannung  erreichten, 
so  würde  der  Balken  zu  schwach  sein,  da  in  diesem  Falle  die 
grösste  Normalspannung  (nach  Gleichung  1)  das  1,618-fache  der 
practisch  zulässigen  Spannung  betragen  würde.  Es  müssten  viel- 
mehr die  Querschnittsdimensionen  so  gewählt  werden,  dass  jede 
der  beiden  Grössen  ^  imd  D  nur  den  Werth: 

an  jenen  Stellen  erreicht,  wenn  die  Grösse  n(„„)  daselbst  gerade 
gleich  S  werden  soll. 

Bei  vorgeschriebener  Höhe  des  Balkens  genügt  die  Berech- 
nung der  beiden  Grössen  6  und  F  zur  Bestimmung  des  erforder- 
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liehen  Querschnitts.  Diese  beiden  Grössen  kann  man  nunmehr 
aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  berechnen,  indem  man  darin 
^  =  t)  r=:  fi  setzt.    Es  ergeben  sich  daraus  die  Werthe : 

V  üß 

Hierin  sind  für  die  Grössen  V  und  ÜW  die  in  den  Gleichungen  4) 
und  5)  angegebenen  Maximalwerthe  und  für  die  Grösse  {jl  der  in 
Gleichung  6)  angegebene  Werth  zu  substituiren. 

Für  einen  schmiedeisemen  Balken  würde  /S=  6  KU.,  also  (jl  =  0,618 .  6  = 
S'^^JOS  zu  setzen  sein.     Wenn  femer  die  Werthe  l  =  2000*»»,  h  =  500»«, 

10    'HIOO* 
p=10  KU.  gegeben  sind,  so  ist:  7=^10.2000  =  20000  und  gW  =       *  ^ 

=  20  000  000  zu  setzen.     Man  erhält  also  aus  den  Gleichungen  7)  und  8) 
die  Werthe:  ^^ 

"       3,708.000       *"    •"• 
20000000^  _ 

Für  den  ganzen  Inhalt  der  erforderlichen  Querschnittsfläche  ergiebt  sich  hier- 
nach der  Werth: 

J  =  2F  +  bh  =  2  ,  \0&>0  +  10,8  .  500  =  27000a»-. 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  können  auch  noch  für  andere 
Fälle  zur  Berechnung  des  erforderlichen  Querschnitts  eines  Blech- 
balkens benutzt  werden  —  für  alle  diejenigen  Fälle  nämlich,  in 
denen  der  Balken  auf  solche  Weise  unterstützt  und  belastet  ist, 
dass  das  Maximum  des  Biegungsmoments  3R  und  das  Maximum 
der  verticalen  Abscheerungskraft  V  in  einem  und  demselben 
Balkenquerschnitte  zusammentreffen. 

Nach  §  10  (Gleichung  3)  hat  bei  dem  in  Fig.  53  dargestellten 
Balken  auf  drei  Stützen  das  Biegungsmoment  über  der  Mittelstütze 
die  Grösse: 

9)  ÜW  =  ?|^, 

und  für  die  verticale  Abscheerungskraft  an  dieser  Stelle  ergiebt 
sich  nach  §  10  (Gleichung  1)  der  Werth: 

10)  V  =  pl  —  K  =  ^pl 

Bei  dem  in  Fig.  53  dargestellten  Falle  ist  der  über  der 
Mittelstütze  befindliche  Balkenquerschnitt  derjenige,  in  welchem 
das  Maximum  von  Wl  mit  dem  Maximum  von  V  zusammentrifft. 
Wenn  also  ein  solcher  Balken  auf  drei  Stützen  als  prismatischer 
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Blechträger  construirt  werden  soll,  so  hat  man  für  die  Grössea 
3R  und  V  die  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  angegebenen  Werthe 
zu  substituiren  und  kann  im  Uebrigen  die  Berechnung  der  er- 
forderlichen Querschnittsdimensionen  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
dem  in  Fig.  143  dargestellten  Falle  ausführen. 

Wenn  z.  B.  die  Werthe  p  =  10  KiL  und  2  =  100  000»»  gegeben  sind, 
so  wird: 

att=  ^Q-^QpQQQ'  =12500000000  und  r=|-.  10.100000  =  625000. 
o  o 

Wenn  femer  /^=  10000»™  gegeben  ist,  und  wie  bei  dem  vorigen  Zahlen- 
beispiele wiederum  die  fOr  Schmiedeisen  geltenden  Zahlenwerthe  £^  =  6  Eil., 
p.  =  3<>^,708  gesetzt  werden,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  7)  und  8) 
re«p.  die  Werthe:  625000  ,,_^       ^ 

*  =  3,708.10000  =  ^«    '»«  "^^ 

„       12500000000       oo^..«n«m 

^=3.708.10000-==^^""°     • 
FOr  den  ganzen  Flächeninhalt  des  erforderlichen  Querschnitts  ergiebt  sich 
hiemach  der  Werth: 

/=  2  .  337  110  +  16,86  .  10000  =  842820D««. 

§  32. 
Minimum  der  erforderlichen  Querschnittsfläche. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Berechnungsweise  war 
auf  die  Voraussetzung  gegründet,  dass  an  der  Stelle,  wo  die 
grösste  Nonnalspannung  stattfindet,  die  beiden  Spannungen  ^  und 
ü  gleiche  Grösse  haben  sollten.  Diese  Voraussetzung  war  eine 
willkürliche;  der  vorgeschriebenen  Bedingung:  dass  an  jener  Stelle 
^(«M)  =  S  werden  soll,  kann  auch  noch  auf  andere  Weise  Genüge 
geleistet  werden. 

Nach  Gleichung  4)  des  §  30  würde  die  eben  genannte  Be- 
dingung auszudrücken  sein  durch  die  Gleichung: 

l)Ä=^ -^«  +  1/0» +  (!«)'. 

Wenn  man  diese  Gleichung  quadrirt  (nachdem  zuvor  das  Glied 
^9  auf  die  linke  Seite  gebracht  worden),  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

2)    S^  —  S,9  =  r>\ 
welche  nach  Substitution  der  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  des 
vorigen  Paragraphen  für  die  Grössen  D  und  ^  zu  entnehmenden 
Werthe  die  folgende  Form  annimmt: 

^  Fh  ~6'Ä'' 
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« 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhält  man  für  die  Grösse  F 
den  Werth: 

4)  F=-    ^^"^    -. 

Aus  dieser  Gleichung  würde  man  die  Grösse  F  berechnen 
können,  wenn  die  Grösse  b  schon  bekannt  wäre.  Die  zur  Be- 
stimmung der  Grösse  6  noch  erforderliche  zweite  Gleichung  kann 
man  sich  dadurch  verschaffen,  dass  man  noch  die  Bedingung 
hinzufügt:  es  soll  die  Grösse: 

5)  J=2F+hh, 

als  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts,  zugleich  ein  Minimum 
werden. 

Um  diese  letztere  Bedingung  durch  eine  Gleichung  auszu- 
drücken, hat  man  zunächst  den  oben  für  F  gefundenen  Werth 
in  Gleichung  5)  zu  substituiren,  welche  dann  die  Form  annimmt: 

d  1 

und  hierauf  den  Differentialquotienten  -wj-  gleich  Null  zu  setzen. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

welche,   als   Gleichung  vierten  Grades  nach  Potenzen  von  6  ge- 
ordnet, auch  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden  kann: 

272  4ÜWF*  F* 

Aus  dieser  Gleichung  ist  zunächst  die  Grösse  6  zu  bestimmen. 
Nach  Substitution  des  gefundenen  Werthes  kann  alsdann  die 
andere  unbekannte  Grösse  F  aus  Gleichung  4)  berechnet  werden. 

Bei  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Paragraphen  war£f=6Kil., 
h  =  500°",  F  =  20  000,  2R  =  20  000  000.  Nach  Substitution  dieser  Zahlen- 
werthe  nimmt  die  Gleichung  8)  folgende  Form  an: 

6*  —  89  .  62  --  2370  .  h  +  1975  =  0. 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhält  man  f(lr  die  Stärke  der  Blech- 
wand den  Werth :  6  =  15™'°,4.  Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  4) 
Bubstituirt,  so  erhält  man  für  den  erforderlichen  Flanschenquerschnitt  den 
Werth :  F  =  82040"»«».  Der  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts  würde 
hiernach  die  Grösse  erhalten: 

/  =  2  .  8204  +  15,4  .  500  =  24  lOSü«»», 
also  28920n»  weniger  betragen  als  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Werth. 
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Bei  dem  zweiten  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Paragraphen  war  S  =  6  Kil., 
Ä=  10000™»,  7=625000,  9R  =  12  500  000  000.  Nach  Substitution  dieser 
Zahlenwerthe  nimmt  die  Gleichung  8)  die  folgende  Form  an: 

6*  -  217  .  6»  -  9042  .  6  +  11 774  =  0. 

Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  für  die  erforderliche  Stärke  der  Blech- 
wand  den  Werth  b  =  24""»,  und  nach  Substitution  desselben  erhält  man 
aus  Gleichung  4)  für  den  erforderlichen  Flanschenquerschnitt  den  Werth: 
JP  =  256  6900™.  Der  Flächeninhalt  des  ganzen  Querschnitts  würde  hier- 
nach die  Grösse  erhalten: 

J=  2  .  256690  +  24  .  10000  =  7533800»-», 

also  894400"™  weniger  betragen  als  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundene 
Werth. 

§  33. 

Grosste  Normalspannaiig  im  Bleehbalken  auf  zwei  Stfltzen. 

In  den  vorigen  beiden  Paragraphen  wurde  gezeigt,  wie  der 
erforderliche  Querschnitt  eines  Blechbalkens  für  den  allerungün- 
stigsten  Fall  zu  berechnen  ist  —  für  denjenigen  Fall  nändich,  in 
welchem  das  Maximum  des  Biegungsmoments  3ß  und  das  Maximum 
der  verticalen  Abscheerungskraft  V  in  einem  und  demselben  Balken- 
querschnitte zusammentreffen.  In  diesem  Falle  erreichen  die  Span- 
nungen ^  und  t>  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Blechwand 
ilire  Maximalwerthe;  es  musste  daher  jeder  einzelne  derselben 
kleiner  sein  als  die  practisch  zulässige  Spannung  S,  wenn  die 
grösste  Normalspannung  selbst  gleich  S  werden  sollte. 

Einen  Gegensatz  zu  jenem  ungünstigsten  Falle  bildet  der  in 
Fig.  144  und  Fig.  145   dargestellte  Fall  eines   an  beiden  Enden 

unterstützten    Blech- 
^•^**-  Fig.  145.  balkens    mit    gleich- 

förmig  über  seine 
Länge  vertheilter  Be- 
lastung. Hier  erreicht 
das  Biegungsmoment 
9ß  seinen  grössten 
Werth: 

1)  a».=^ 

in  der  Mitte  des  Bal- 
kens, und  an  dieser  Stelle  ist  zugleich  die  verticale  Abscheerungs- 
kraft V  gleich  Null.  Die  Grösse  V  dagegen  erreicht  ihren  grössten 
Werth; 
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2)     V,=pl 

an  den  beiden  Enden  des  Balkens,  und  an  diesen  Stellen  ist  zu- 
gleich das  Biegungsmoment  3)2  gleich  Null.  Es  trifil  daher  der 
Maximalwerth  der  Biegungsspannung  9,  nämlich  der  Werth: 

'^^    *•  -  Fh 

mit  dem  Wertbe  D  =  0  zusammen,  und  der  Maximalwerth  von  t>, 
nämlich  der  Werth: 

triflft  mit  dem  Werthe  ^  =  0  zusammen.  In  diesem  Falle  darf 
daher  jede  der  beiden  Grössen  ö,  und  ö,  unmittelbar  gleich  der 
practisch  zulässigen  Spannung  S  gesetzt  werden.  Für  die  Grössen 
F  und  b  ergeben  sich  hiernach  aus  den  obigen  Gleichungen  die 
Werthe: 

^)    *  ~  Sh  ~25ä' 

Um  zu  beweisen,  dass  bei  Annahme  solcher  Querschnitts- 
dimensionen die  grösste  Normalspaunung  an  keiner  Stelle  des 
Balkens  grösser  wird  als  die  practisch  zulässige  Spannung  /S,  hat 
man  die  allgemeine  Gleichung  abzuleiten  für  die  grösste  in  irgend 
einem  beliebigen  Verticalschnitte  stattfindende  Normalspannung. 
In  dem  Abstände  x  von  der  Mitte  haben  die  Grössen  ÜW  und  V 
resp.  die  Werthe: 

7)    m=p(~--^-'^),  8)    V=px. 

Die  grössten  Biegungsspannungeu  in  den  verschiedenen  Quer- 
schnitten verhalten  sich  wie  die  Werthe  des  Biegungsmoments  3R, 
und  die  grössten  verticalen  Abscheerungsspannungen  verhalten 
sich  wie  die  Werthe  der  ganzen  Verticalkraft  V,  Wenn  also  mit 
ö  und  t)  die  Werthe  bezeichnet  werden,  welche  resp.  die  grösste 
Biegungsspannung  und  die  grösste  verticale  Abscheerungsspannung 
im  Abstände  x  von  der  Mitte  annehmen,  so  ist: 

9^    J__  SW-  iP  (^'  -  'g')  _  ,  _  «' 
10'»      y>    _    V   _px  _  X 
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Da  öj  =  öj  rr=  S  angenommen  wurde,  so  ergeben  sich  für  die 
Grossen  ö  und  D  resp.  die  Werthe: 

11)    e  =  s(l_^),  12)    0  =  5^. 

Die  grösste  in  dem  betreffenden  Verticalschnitte  vorkommende 
Normalspannung  findet  an  den  Stellen  P  und  Q  statt,  wo  die 
Blechwand  an  die  Flanschen  grenzt,  und  nach  Gleichung  4)  des 
§  30  hat  dieselbe  die  Grösse: 

13)    n(.„)  =  i«-f  l/ö^  +  a«y. 

Wenn  man  hierin  die  obigen  Werthe  für  ^  und  0  substituirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

14)  «(.„,  =  i5(l  -  ^)  4-  |/(S^)V  [iS(l  -  ^)]'  oder: 

15)  ti,^.,  =  iÄ  }l  -  ^  +  V4  -^  +  (l  -  pj\ . 

Der   Ausdruck   unter   dem   Wurzelzeichen    ist    das   Quadrat  von 
1  -|-  -«- .    Es  ist  also : 

16)    n,„.,  =  iÄJl-^  +  l  +  -^-j  =  & 

Hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  n(m«s)  unabhängig  ist  von  o?, 
und  dass  längs  des  ganzen  Umfangs  AB  CD  der  rechteckigen 
Blechwand  die  grösste  Normalspannung  überall  den  constanten 
Werth  S  hat.  Gleichzeitig  ergiebt  sich  hieraus,  dass  man  aa 
keiner  Stelle  des  Balkens  die  Querschnittsdimensionen  vermindern 
kann,  ohne  dass  die  practisch  zulässige  Spannung  überschritten 
wird.  Obwohl  die  Biegungsspannung  in  den  Flanschen  von  der 
Mitte  nach  den  Ekiden  hin  allmählich  bis  auf  Null  abnimmt,  so 
muss  trotzdem  der  Querschnitt  derselben  an  allen  Stellen  dieselbe 
Grösse  haben  wie  in  der  Mitte,  weil  sonst  —  zwar  nicht  in  den 
Flanschen  selbst,  wohl  aber  —  in  der  Blechwand  an  den  Stellen, 
wo  dieselbe  mit  den  Flanschen  verbunden  ist,  die  grösste  Normal- 
spannung grösser  werden  würde  als  die  practisch  zulässige  Span- 
nung. Der  in  Fig.  145  dargestellte  prismatische  Blechbalken  ist 
daher  in  gewissem  Sinne  als  ;,Balken  von  gleichem  Widerstände^ 
zn  betrachten,  insofern  die  grösste  Nonnalspannung  in  allen  Quer- 
schnitten dieselbe  Grösse  hat. 

Wenn  z.  B.  ein  schmiedeiserner  Blecbbalken  von  4  Metern  Länge  und 
0,5  Metern  Höhe   eine  gleichförmig   über  seine   Länge  vertheilte  Belastung 
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von  48000  Kil.  zu  tragen  hat,  so  würde  man  zur  Bestimmung  der  erforder- 
lichen Querschnittsdimensionen  in  den  Gleichungen  5)  und  6)  die  Werthe: 
5  =  6  Kil.,  l  =  2000™"»,  h  =  ÖOO"«»,  p  =  12  Kil.  zu  substituiren  haben.  Man 
erhält  dann  die  Werthe: 

§34. 

Berechnung  der  erforderlichen  Anzahl  Ton  Nietbolzen 

in  den  Nietfagen. 

In  den  horizontalen  Nietfugen  sind  es  lediglich  die  horizon- 
talen Abscheerungskräfte,  welche  die  Abscheerungswiderstände  der 
Nietbolzen  in  Anspruch  nehmen,  da  nach  der  in  §  26  gemachten 
Voraussetzung    die   Normalkräfte   in   den   Horizontalfugen    gleich 

Null  sind  (Fig.  146).    Wenn 

Fig.  140.  ,  u        Ji'  T- 

also  mit  n  die  pro  Längen- 
einheit der  Nietfuge  erfor- 

»••••••••  •; >^^^^   derliclie   Anzahl    von    Niet- 

»•••••••••;  bolzen  bezeichnet  wird,  mit 

d  der  Durchmesser  des  Niet- 
bolzens und  mit  S  die  prac- 
tisch  zulässige  Abscheerungsspannung  pro  Flächeneinheit  des  Niet- 
querschnitts, so  ist  die  Zahl  n  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)    n.S.-'^~-  =  3J. 

Tis  ist  hierbei  einseitige  Vernietung  vorausgesetzt,  d.  h.  eine 
solche  Vemietungsweise,  bei  welcher  an  jedem  Nietbolzen  nur  in 
einem  Querschnitte  der  Widerstand  gegen  Abscheerung  in  Anspruch 
genommen  wird.  (Wenn  statt  dessen  die  Vernietung  so  beschaffen 
ist,  dass  bei  jedem  Nietbolzen  gleichzeitig  in  zwei  Querschnitten 
der  Widerstand  gegen  Abscheerung  in  Anspruch  genommen  wird, 
so  braucht  die  Zahl  der  Nietbolzen  nur  halb  so  gross  zu  sein.) 

FQr  schmiedeiseme  Nietbolzen  würde  S  =  i  Kil.  zu  setzen  sein.  Bei 
dem  in  §  32  als  zweites  Zahlenbeispiel  gewählten  Falle  des  Blechbalkens  auf 
drei  Stützen  war  A  =  10  000*""*  angenommen ,  und  für  die  verticale  Abschee- 
rungskraft  unmittelbar  neben  der  Mittelstfltze  der  Werth  T  =  625  000  Kil. 
gefunden.    Nach  §  25  (Gleichung  6)  ist  also : 

^        V        625000        ^orviri 

Wenn  also  der  Durchmesser  jedes  Nietbolzens  20  Millimeter  beträgt,  so 
i»*  Aia  ZM  n  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
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n  .  4  .  ^^^^^^^  =  62,5    oder    w  =  0,0497. 

Es  müssen  also  in  der  Nähe  der  Mittelstütze  die  Nietbolzen  der  hori- 
zontalen Nietfugen  so  nahe  bei  einander  gesetzt  werden,  dass  circa  50  Niet- 
bolzen auf  die  Länge  eines  Meters  kommen. 

Bei  den  verticalen  Nietfugen  ist  es  —  wie  Fig.  147  zeigt  ^- 
die  Mittelkraft  von  den  beiden  Kräften  S5  nnd  @,  also  die  Kraft: 

Fig.  147. 
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welche  die  Abscheemngswiderstände 
der  Nietbolzen  in  Anspruch-  nimmt. 
Wenn  also  mit  v  die  pro  Längeneinheit 
der  verticalen  Nietfuge  erforderliche 
Anzahl  von  Nietbolzen  bezeichnet  wird, 
80  ist: 

3)  v.ä.^  =  5R  =  2JV'i  +  ®' 


»■ 


zu  setzen,  und  nach  Gleichung  1)  hat 


das  Yerhältniss  der  beiden  Nietzahlen  die  Grösse: 


4)    ^=l/l+®' 


®  9 

Da  nach  §  30  statt  ^  auch  —  gesetzt  werden  darf,  so  kann 

man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

Hierin  bedeutet  n  die  pro  Längeneinheit  erforderliche  Anzahl 
der  Nietbolzen  für  eine  an  derselben  Stelle  der  Blechwand  befind- 
liche horizontale  Nietfuge. 

Bei  dem  in  §  32  als  zweites  Zahlenbeispiel  berechneten  Blechbalken 
auf  drei  Stützen  war  ä  =  10  000»™,  b  =  24"»,  J'  =  256  6900"»™  und  in 
dem  Yerticalschnitte  unmittelbar  neben  der  Mittelstütze  war  V  =  625  000, 
W  =  12  500  000  000.  Nach  den  Gleichungen  2)  und  3)  des  §  31  haben  die 
Spannungen  der  Blechwand  in  diesem  Yerticalschnitte  an  der  Stelle,  wo  die 
Blechwand  an  die  Flanschen  grenzt,  die  Werthe: 

625000 


ö  = 


6 


24.10000 
12  500000000 


256690.10000 


=  2,608, 
=  4,87, 
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und  wenn  man  dieselben  in  Gleichung  5)  substituirt,  so  erhält  man  far  das 
Yerhältniss  der  beiden  Nietzahlen  den  Werth: 


i=V 


4,87* 


Für  dieselbe  Stelle  war  im  vorigen  Zahlenbeispiele  n  =  0,0197  gefonden ; 
folgüch  ist  V  =  2,118  .  0,0497  =  0,10ö. 

Da  in  der  neutralen  Fasei-schicht  8  =  0  ist,  so  wird  fflr  die  Mitte  der 
yerticalen  Nietfuge  v  =  n.  Es  muss  also  die  Zahl  der  Nietbolzen  pro  Längen- 
einheit der  verticalen  Nietfuge  von  der  Mitte  nach  oben  und  unten  hin  all- 
mählich zunehmen,  und  zwar  von  50  Nietbolzen  pro  Meter  bis  auf  105  Niet- 
bolzen pro  Meter. 

Für  eine  um  den  Winkel  a  gegen  die  Horizontale  geneigte 
Nietfuge  würde  nach  Fig.  133: 

6)    M=  V'ä'  +  ^Jl^ 

zu  setzen  sein.  Wenn  man  der  Nietfuge  eine  solche  Lage  geben 
wollte,  dass  die  Zahl  der  pro  Längeneinheit  erforderlichen  Niet- 
bolzen ein  Minimum  wird,  so  müsste  man  diejenige  Dichtung 
wählen,  für  welche  der  absolute  Werth  von  91  ein  Minimum  wird 
(vergl.  §  29).  Denn  da  für  diese  Richtung  zugleich  8  =  0  ist, 
so  wird  auch  die  Mittelkraft  91  für  diese  Richtung  ein  Minimum. 

§35. 
Berechnnng  der  Yertlcalständer. 

In  §  26  und  §  28  wurde  bei  Ableitung  der  allgemeinen 
Gleichungen  für  die  Abscheerungsspannungen  und  Normalspan- 
nungen die  Voraussetzung  gemacht:  dass  in  den  Horizontalfugen 
die  Normalspannungen  gleich  Null  sind.  Die  in  den  vorstehenden 
Paragraphen  gefundenen  Resultate  sind  daher  nur  dann  als  gültig 
zu  betrachten,  wenn  die  in  Fig.  131  mit  3  bezeichnete  Kraft 
überall  gleich  Null  ist.  Um  die  Bedingung  zu  finden,  von  welcher 
die  Zulässigkeit  jener  Voraussetzung  abhängt,  hat  man  zunächst 
die  allgemeine  Gleichung  für  3  abzuleiten  und  nachher  in  dieser 
Gleichung  3  =  0  zu  setzen. 

Wenn  man  sich  aus  dem  Balken  durch  zwei  nahe  bei  ein- 
ander befindliche  Verticalschnitte  einen  Theil  von  der  Länge  X 
herausgeschnitten  denkt  und  die  algebraische  Summe  der  auf 
dieses  Balkenstück  wirkenden  Verticalkräfte  gleich  Null  setzt,  so 
erhält  man  nach  Fig.  148  und  Fig.  149  die  Gleichung: 

l)    0=Q  —  AV. 


Berechnung  der  Verticalständer. 
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Hierin  bedeutet  Q  die  ganze  Belastung  des  Balkenstücks.    Es 
ist  anzunehmen,  dass  diese  Belastung  nach  irgend  einem  Gesetze 

über    die    Höhe    des 

Fig.  148.  Fig.  149.  Fig.  150. 


r 


JL- 


w-y 


I. 


«/(») 


1 
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Balken  Stücks  vertheilt 
ist,  und  von  der  Art 
dieser  Vertheilung  wird 
die  Grösse  desjenigen 
Belastungstheils  ab- 
hängen ,  welcher  für 
den  in  Fig.  150  dar- 
gestellten oberen  Theil 
von  der  Höhe  w  —  y 
die  Belastung  bildet. 
Dieser  Belastungstheil 
ist  als  eine  Function 
von^  zu  betrachten  und 
kann  gleich  Q  ,f(y) 
gesetzt  werden. 
Das  Gesetz,  nach  welchem  die  ganze  verticale  Abscheerungs- 
kraft  V  über  die  Höhe  des  Balkens  sich  vertheilt,  wurde  bereits 
in  §  25  aufgefunden  und  graphisch  dargestellt.  Nach  demselben 
Gesetze  vertheilt  sich  auch  die  Kraft  F-f-  AF  über  die  Höhe  des 
Yerticalschnitts;  folglich  gilt  dasselbe  Yertheilungsgesetz  auch  für 
den  Kraftüberschuss  AV,  Der  Bruchtheil  von  AF,  welcher  auf 
den  in  Fig.  150  dargestellten  oberen  Theil  des  Balkenstücks  wirkt, 
ist  daher  ebenfalls  eine  Function  von  y  und  kann  gleich  AF.  cp  (y) 
gesetzt  werden.  Wenn  man  nunmehr  für  diesen  Theil  die  alge- 
braische Summe  sämmtlicher  auf  denselben  wirkenden  Vertical- 
kräfte  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

2)    0  =  3.X  +  Q./(y)-AF.9(y), 

welcher  man  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  1)  für  A  F  zu 
entnehmenden  Werthes  auch  die  Form  geben  kann: 

.      3)    3.X  =  Q[<p(y)-/(y)]. 

Wenn  also  3  =  0  sein  soll,  so  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

4)  /(y)  =  <p(y), 

d.  h.  die  Belastung  Q  muss   über  die  Höhe   des   Balkens   nach 
demselben  Gesetze  vertheilt  sein,  welches  in  §  25  für  die  Ver 
theilung  der  Verticalkraft  F  gefunden  wurde. 


Ritter,  Ingeniear- Mechanik. 
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Zweiter  Abschnitt    §  35. 


Bei  einem  Blochbalken  darf  die  Verticalkraft  V  als  gleich- 
fifrmig  über  die  Höhe  des  Yerticalschnitts  der  Blechwand  vertheilt 
angenommen  werden.  Die  Gültigkeit  der  in  Bezug  auf  den  Blecb- 
baiken  gefundenen  Resultate  ist  daher  an  die  Bedingung  geknüpft: 
dass  die  einzelnen  Belastungen  desselben  —  sowie  auch  die 
sonstigen  auf  denselben  wirkenden  Verticalkräfte,  wie  z.  B.  die 
vertical  aufwärts  wirkenden  Gegendrücke  der  Stützpunkte  — 
gleichförmig  über  die  Höhe  der  Blechwand  vertheilte  Kräfte  bilden. 

Eine  solche  Vertheilung  der  Belastung  Q  würde 
man  annähernd  dadurch  herbeiführen  können,  dass 
man  dieselbe  in  ngleiche  Theile  zerlegt  und  an  dem 
Verticalstreifen  der  Blechwand  in  verticaler  Reihe 
ebenso  viele  gleichweit  von  einander  abstehende  Niet- 
bolzen anbringt,  an  deren  jedem  ein  Blechtäfelchen 


Flg.  151. 


3 


Ä 


Q 

mit  dem  Belastungstheile  —  aufgehängt  ist  (Fig.  151). 

rm 

Wenn  alsdann  alle  diese  Blechtäfelchen  zu  einem 
Körper  vereinigt  werden,  so  nimmt  derselbe  die  Form 
eines  an  die  Blechwand  genieteten  Yerticalständers 
an,  welcher  mit  der  Summe  jener  Belastungstheile,  also  mit  dem 
ganzen  Gewichte  Q  belastet  ist,  und  es  kann  nachher  jeder  be- 
liebige Punkt  dieses  Yerticalständers  als  Angriffspunkt  jener 
Verticalkraft  gewählt  werden,  ohne  dass  in  dem  Gesetze  der 
Vertheilung  etwas  geändert  wird.      So  z.  B.    dürfte    bei   dem   in 

Fig.    152     dargestellten 
J^i8-152.  Blechbalken    jene     Be- 

dingung als  erfüllt  be- 
trachtet werden,  obwohl 
für  die  Belastungen  die 
oberen  Endpunkte  und 
für  die  Gegendrücke  der 
Stützpunkte  die  unteren  Endpunkte  der  betreffenden  Verticalständer 
die  unmittelbaren  Angriffspunkte  bilden. 

Die  Stärke  des  (prismatisch  vorausgesetzten)  Verticalständers 
muss  so  gewählt  werden,  dass  an  der  Stelle  des  Angriffspunktes 
der  betreffenden  Verticalkraft  die  Spannung  pro  Flächeneinheit 
des  Querschnitts  gleich  der  practisch  zulässigen  Spannung  wird. 
Die  erforderliche  Anzahl  der  Nietbolzen,  welche  den  Vertical- 
ständer  mit  der  Blechwaud  verbinden,  findet  man  wie  im  vorigen 
Paragraphen,  indem  man  die  Summe  der  Abscheerungswiderstände 


1  i  1  1 
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aller  dieser  Nietbolzen  gleich  der  Verticalkraft  setzt,  welche  die- 
selben in  Anspruch  nimmt. 

Bei  dem  in  §  32  und  §  34  als  Beispiel  gewählten  Blechbalken  auf  drei 
Stauen  betrag  der  Gegendruck  der  Mittelstütze  1 250  000  Kil.  Da  diese  Kraft 
an  der  ünterkante  des  Balkens  ihren  Angriffspunkt  hat,  so  muss  über  der 
MittelstQtze  ein  Yerticalständer  angebracht  werden,  und  wenn  die  practisch 

zulässige  Druckspannung  gleich  6  Kil.  gesetzt  wird,  so  muss  die  Querschnitts- 

1250000 
fläche  dieses  Yerticalständers  ^ —  =  206300  Quadratmillimeter  enthalten. 

Die  Anzahl  der  Nietbolzen,  welche  diesen  Yerticalständer  mit  der  Blechwand 
verbinden,  ist  auf  ähnliche  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

n. 5. -—^  =  1250  000, 

and  wenn  man  wieder  5  =  4  KU.,  ^  =  20°"*°  setzt,  so  erhält  man  für  die 
erforderliche  Nietzahl  den  Werth: 

4.1250000  _^^^ 

4  .  20«  .  3,14  ~  ^^'^• 


n  = 


§  36. 

Brflekenbalken  anf  drei  Stützen.    Berechnnng  der  grössten 
yerticalen  Abscheemngskräfte  mit  Berttcksichtignng  der 

mobilen  Belastung. 

In  §  34  wurde  bei  Berechnung  der  erforderlichen  Nietzahlen 
eine  gegebene  constante  Belastung  vorausgesetzt.  Wenn  ausser 
einer  solchen  permanenten  Belastung  noch  eine  (veränderliche) 
mobile  Belastung  vorhanden  ist,  so  hat  man  die  Berechnung  der 
für  eine  bestimmte  Nietfugenstrecke  erforderlichen  Anzahl  von 
Nietbolzen  stets  unter  Voraussetzung  des  ungünstigsten  Belastungs- 
zustandes auszuführen,  d.  h.  man  hat  zuvor  denjenigen  Belastungs- 
zustand aufzusuchen,  bei  welchem  die  Abscheerungswiderstände 
der  an  jener  Stelle  befindlichen  Nietbolzen  am  stärksten  in  An- 
spruch genommen  werden.  Bei  den  horizontalen  Nietfugen  sind 
es  lediglich  die  horizontalen  Abscheerungskräfte,  welche  die  Ab- 
scheerungswiderstände der  Nietbolzen  in  Anspruch  nehmen,  und 
da  für  den  Blechbalken  (nach  §  25): 

1)    $  =  SB  =  y 

ZU  setzen  ist,  so  würde  man  bei  der  Berechnung  der  Nietzahl  für 
die  horizontale  Nietfuge  zuvor  denjenigen  Belastungszustand  auf- 
zusuchen haben,  bei  welchem  die  Grösse  V  an  der  betreffenden 
Stelle  ihren  Maximalwerth  annimmt 

8* 
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Zweiter  AbschoitL    §  36. 


Für  den  Blechbalken  auf  drei  Stützen  kann  man  bei  dieser 
Untersuchung  die  (schon  in  Fig.  60  au^eführte)  graphische  Dar- 
stellung der  von  einer  Einzellast  Q  hervorgebrachten  Biegungs- 
momente benutzen,  insofern  man  mit  Benutzung  der  Gleichung  1) 
des  §  15  aus  jener  Fignr  unmittelbar  die  graphische  Darstellung 
der  von  jener  Belastung  hervorgebrachten  verticalen  Abscheerungs- 
kräfte  ableiten  kann.  Wenn  man  sich  den  Angriffspunkt  der 
Kraft  Q  allmählich  von  einem  Endpunkte  des  Balkens  bis  zum 
anderen  Endpunkte  fortrückend  und  sich  zugleich  für  jede  Lage 
desselben  die  graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  (Fig.  153 


Pig.  1&3. 


und  Fig.  154),  sowie  die  aus  derselben  abzuleitende  graphische  Dar- 
stellung der  verticalen  Abscheemngskräfte  (Fig.  156  und  Fig.  156) 
ausgeführt  denkt,  so  kann  man  auf  solche  Weise  leicht  diejenigen 
Strecken  ermitteln,  deren  Belastungen  positive  Beiträge  liefeni  zu 
der  verticalen  Abscheerungskraft  an  einer  bestimmten  Stelle  M, 
und  diejenigen  Strecken,  deren  Belastungen  negative  Beiträge  zu 
derselben  liefern.  Man  erkennt  alsdann,  dass  es  die  in  Fig.  157 
und  Fig.  158  dargestellten  Belastungszustände  sind,  bei  denen  die 
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von  der  mobilen  Belastung  an  der  Stelle  M  hervoi^ebrachte  ver- 
ticale  AbscheeruDgskraft  V^  resp.  ein  Maximum  und  ein  Minimum 
wird.     Nach  Fig.  158  ist: 

2)  r,„„,=  -Ä: 

zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  K  den  aus  der  Gleichung  22)  des 
§  lO  zu  berechnenden  Werth  Bubstituirt,  bo  erhält  man  die  Gleichung: 

3)  ''...»  =  -, 4  t' -  16  t  +  IöI^-tI- 
Für  das  Maximum  der  Gröüso  V^  ergiebt  sich  hus  Fig.  1S7  zu- 
nächst der  Ausdruck: 

■4)     V,|„„  —  qx~D. 
Der  Gegendruck  der  Endstütze  ist  wieder  nach  der  in  §  10  er- 
klärten Methode  zu  herechnen  und  hat  die  Grösse: 


5)     D  = 


8» 


16  I 


-16 


und  wenn  man  diesen 
Ausdruck  substituirt  in 
der  vorigen  Gleichung, 
so  erhält  man  für  die 
Grosse  Kj,_„,  den  Werth: 
6)     F,,...,  = 

Wenn  mit  p  die  per- 
manente Belastung  pro 
Längeneinheit  und  mit 
Vf  der  Beitrag  bezeich- 
net wird,  welchen  zu 
der  ganzen  verticalen 
Abscheerungskraft  an 
der  Stelle  M  die  perma- 
nente Belastung  liefert, 
so  ist  (nach  §  10): 

7)     V,^px--^pl. 

Aus  den  Gleichungen 
3),  6),  7)  ergeben  sich 
die  in  nachfolgender  Ta- 
belle zusammengestell- 
ten Zahlenwerthe : 


Zweiter  AbschDitt.    §  3 


t;,,™i.j 


4  8  2  4^' 

i  0,4375      0,2263     0,1492     0,0898     0,0193     0, 


0,1492     0,2148     0,3943     0,625, 
0    +0,125+0,375+0,625. 


ii=^  =  0,0625      0,1013 

ql 

i^=- 0,375  —0,125 
pl 

Die  Gesetze,   nach   welchen   die  drei  GroBsen   V,(.i„),   F,,...,, 
Vp  mit  X  Bich  ändern,  sind  resp.  in.  den  Figuren  159,  160,  161 
für  die  eine  Hälfte  des 
Pig  1B2  ßalkeoB  graphisch  dar- 

gestellt. Die  ganze  ver- 
■  '  ticale     AbscheeruDgB- 

kraft  V  setzt  sich  aus 
den  zwei  Beiträgen  V, 
und  Vp  zusammen.  Es 
ist  also: 

.,-I'„-,+  F„ 

Die  graphische  Dar- 
stellung des  Gesetzes, 
nach  welchem  f^»!.,  mit 
X  sich  ändert  (Fig.  162), 
kann    man    aus    den 
beiden  Figuren  159  und 
161  in  der  Weise  ab- 
leiten,   dass   man    an 
jedem  Punkte  der  Hori- 
zontalen eine  Ordinate 
errichtet,  weldie  gleich 
der  algebraischen  Sum- 
me der  aus  jenen  beiden 
Figuren  lur  diese  Stelle 
''':||       zu  entnehmenden  Ordi- 
^        naten  ist. 
Auf  gleiche  Weise  ist  die  -  graphische  Darstellung  der  Grosse 
Fi.„)  aus  den  beiden  Figuren  160  und  161  abzuleiten  (Fig.  163). 
Wenn  man  endlich  noch  das  Gesetz,  nach  welchem  das  Maximum 
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des  absoluten  Werthes  von   V  mit  x  sich  ändert,  graphisch  dar- 
Fig.  164.  stellen  will  (Fig.  164), 

^\  ':!  so  hat  man  an  jedem 

„,i,„,,'  i  Punkte    der    Horizon- 

■J;'  '     !  talen  eine  Ordiuate  zu 

' '      errichten ,     welche    so 
gross  ist  wie  diegrössere 
ijL^_^  von    den   beiden    aus 

W  Fig.  1S2  und  Fig.  163 

'^  I       für    diese     Stelle     zu 

j  ,       ~  entnehmenden      Ordi- 

nalen. 


BereehnnDg  des  grösston  Bi^angsmoments  fBr  jede  Stell« 
des  BrOckenbalbeus  auf  drei  Stfitzen. 

Nach  §  10  (Gleichung  17)  erhalt  man  für  den  Gegendruck 
der  linksseitigen  Endstütze  bei  dem  in  Fig.  16S  dargestellten  Be- 
lastungszostande ,  indem  man  abkürzungsweise  das  Verhältniss 
-  =.p  setzt,  die  Gleichung: 

1)  Jlf=^(4-6<p  +  T')- 

Um  diejenige  Stelle  zu  finden,  an  welcher  das  Biegungs- 
moment  gleich  Null  ist,  hat  man  in  der  Gleichung: 

2)  0  =  Q(z-x)-Kz 

für  K  den  obigen  Werth  zu  substituiren  und  die  Gleichung  als- 
dann für  z  aufzulösen.  Wenn  man  abkürzungsweise  das  Ver- 
hältniss -^  =  •<>  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Aus  den  Gleichungen  I)  und  3)  ei^eben  sich  die  in  nach- 
folgender Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

1?  =  0  0,1  0,2  03  0,4  0,5  0,6  0,7  0,8  0,9  1, 
^  =  Ofi    0,802    0,806    0,815    0,826    0,812    0,862    0,887    0,917    0,956    1, 

~  =  1       0,875    0,752    0,632    0,616    O,40G    0,30*    0,211    0,138    0,057    0. 
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Zweiter  Abschnitt    §  37. 


Wie  man  nach  Gleichung  3)  für  jede  Lage  der  Belastung  Q 
diejenige  Stelle  finden  kann,  an  welcher  dieselbe  das  Biegungs- 
moment SR  =  0  hervorbringt,  so  kann  man  diese  Gleichung  auch 
umgekehrt  in  der  Form: 


4)    <p 


=143 


Fig.  166. 


dazu  benutzen,  um  diejenige  Stelle  M  zu  finden,  an  welcher  das 
Gewicht  Q  aufgehängt  werden  muss,  wenn  an  einer  bestimmten 
gegebenen  Stelle  N  das  von  demselben  hervorgebrachte  Bieguugs- 
moment  3H  gleich  Null  werden  soll.  Aus  der  graphischen  Dar- 
stellung der  Biegungsmomente  erkennt  man,  dass  3R  einen  positiven 
Werth  annehmen  würde, -wenn  der  Aufhängepunkt  M  weiter  Jinlcs 
läge,  und  dass  9)7  negativ  wird,  wenn  der  Punkt  M  etwas  nach  rechts 

verschoben  wird. 
Hieraus  ergiebt  sich, 
dass  alle  Belastungen 
der  Strecke  AM  po- 
sitive, alle  Belastun- 
gen der  Strecke  CM 
dagegen  negative  Bei- 
träge zu  dem  an  der 
Stelle  N  hervorge- 
brachten Biegungs- 
momente SR  liefern 
würden.  Wenn  man 
femer  berücksichtigt, 
dass  nach  Fig.  154 
jede  Belastung  der 
rechtsseitigen  Balken- 
hälfte BC  einen  po- 
sitiven  Beitrag  zu  dem 
Biegungsmomente  3)2 
liefert,  so  erkennt 
man,  dass  es  die  in 
Fig.  166  und  Fig.  167 


f 


Fig.  166. 
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Fig.  167. 
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dargestellten  Belastungszustände  sind,  für  welche  das  von  der 
mobilen  Belastung  hervorgebrachte  Biegungsmoment  2K,  an  der 
Stelle  N  resp.  ein  Maximum  und  ein  Minimum  wird. 

Wenn  i]>  =  0,8  ist,  so  wird  9  =  0,  d.  h.  wenn  AN  =  Ofi  ,1 
ist,  so  fällt  der  Gronzpunkt  M  mit  dem  Endpunkte  A  zusammen, 
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nnd  die  Strecke  AM  =  x  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  Null. 
Letzteres  findet  auch  dann  statt,  wenn  AN <^Ofi  .1  ist,  da  in 
diesen  Fällen  für  die  Grösse  (p  ein  imaginärer  Werth  aus  Glei- 
chung 4)  sich  ergeben  würde. 

Nach  Fig.  166  und  Fig.  167  sind  nunmehr  resp.  das  Maximum 
nnd  das  Minimum  des  allein  von  der  mobilen  Belastung  an  der 
Stelle  N  hervoi^ebrachten  Biegungsmoments  zu  berechnen  aus 
den  Gleichungen: 

5)    aR„«.,  =  qx{z-^)-  Kz,     6)    SW„.^,  =  ?-(^-^^-  -  Kz, 

in  welchen  für  K  der  dem  jedesmaligen  Belastungszustande  ent- 
sprechende Werth  zu  substituiren  ist 

Um  das  Maximum  und  das  Minimum  des  ganzen  Biegungs- 
moments SD?  zu  erhalten,  hat  man  zu  den  obigen  Werthen  noch 
die  Grösse: 

als  den  von  der  peimanenten  Belastung  zu  dem  Biegungsmomente 
SR  gelieferten  Beitrag  hinzu  zu  addiren. 

Aus  den  letzteren  drei  .Gleichungen  ergeben  sich  die  in  nach- 
folgender Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


z 
1 


=  0       -^ 


pp 


3            7 
8            16 

1 

2 

3 
4 

0,8           1 

3            7 
128         256 

1 
32 

3 

64 

0,05        ^ 

3           49 
32          512 

3 
32 

3 
64 

0,03         0 

9           35 
128         512 

1 

16 

0 

+  0,02   +-^ 

ch  welchen  die  Grössen  ^^,(, 

lu))    äJf?(iiiin)i    SKj, 

mit  z  sich  ändern,  sind  resp.  in  den  Figuren  168,  169,  170  gra- 
phisch dargestellt  Wenn  man  die  letztere  das  eine  Mal  mit 
Fig.  168,  das  andere  Mal  mit  Fig.  169  zusammensetzt  in  der 
Weise,  dass  man  die  Ordinaten  mit  Berücksichtigung  ihres  Vor- 
zeichens zu  einer  algebraischen  Summe  vereinigt,  so  erhält  man 
die  graphischen  Darstellungen  der  beiden  Grössen: 


Zweiter  Abscbnitt    §  37. 


und  wenn  man  endlich 
von  den  absoluten  Wer- 
then  dieser  letzteren  bei- 
den Grossen  jedesmal  den 
grttsseren  auswählt,  also 
an  jedem  Punkte  der 
Horizontalen  eine  Ordi- 
nate errichtet,  welche 
den  grösseren  der  beiden 
absoluten  Wert  he  dar- 
stellt, so  erhält  mpn  die 
in  Fig.  171  ausgeführte 
graphische  Darstellung 
des  Gesetzes,  nach  wel- 
chem das  Maximum  des 
absoluten  Werthes  von  SK 
mit  z  sich  SnderL 

Die  beiden  Figuren  164 
und  171  würde  man  nun- 
mehi'  bei  Berechnung  der 
erforderlichen  Nietzahlen 
in  der  Weise  benutzen 
können,  dass  man  in  den 
Gleichungen  des  §  34  für 
die  Grössen  $  und  @ 
ihre  Maximalwerthe  ein- 
setzt —  diejenigen  Werthe 
nämlich,  welche  den  aus 
jenen  beiden  Figuren  zu 
entnehmenden  Maximal- 
wtrthon  der  Grössen  V 
und  'SR  entsprechen.  Zwar 
wurde  man  hinsichtlich 
der  verticalen  Nietfugen 
hierbei  einen  kleinen  Feh- 
ler begehen,  insofern  — 
■wie  die  Vergleichung  der 
Figuren  166,  167  mit  den 
Figuren  157,  158  zeigt  — 
ee  nicht  ein  und  derselbe 
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Belastimgszustand  ist,  bei  welchem  die  Grössen  V  und  SR  ihre 
Maximalwerthe  annehmen.  Indessen  wird  bei  practischen  An- 
wendungen dieser  Fehler  keinen  nachtheiligen  Einfluss  haben,  da 
die  auf  solche  Weise  berechneten  Nietzahlen  für  die  verticalen 
Nietfugen  etwas  grösser  ausfallen  werden,  als  dieselben  in  Wirk- 
lichkeit zu  sein  brauchen. 


Dritter  Abschnitt 

Berechnung  des  Material -Aufwandes  für  Blech- 

und  Gitter-* Brücken. 


§  38. 
ErkUrnng  der  anzuwendenden  Berechnung»  -  Methode. 

Dei  einem  Blechbalken  von  geringer  Stärke  der  Blechwand 
und  geringer  Höhe  des  Flanschenquerachnitts  darf  man  —  wie  im 
vorigen  Abschnitte  gezeigt  wurde  —  annäherungsweise  annehmen, 
dass  es  ausschliesslich  die  Blech  wand  ist,  welche  durch  die  vcr- 
ticale  Abscheerungskraft  V  in  Anspruch  genommen  wird,  und 
dass  diese  Kraft  gleichförmig  über  die  Höhe  des  Yerticalschnitts 
der  Blechwand  sich  vertheilt 

Denkt  man  sich  zwischen  die  beiden  Flanschen  des  Blech- 
balkens    statt   der  Blech -Wand   eine  Gitter -Wand   eingeschaltet 

yig.  172  (Fig.  172),  so  überzeugt  man 

sich  leicht,*  dass  in  diesem 
Falle  die  Verticalkraft  V  Zug- 
und  Druck  -  Widerstände  in 
den  vom  Verticalschnitte  ge- 
troffenen Gitterstäben  her- 
vorruft, und  dass  die  ver- 
ticalen  Seitenkräfte  dieser 
Widerstände  in  ihrer  Gesammtheit  eine  ähnliche  Wirkung  haben 
wie  die  Abscheerungswiderstände  der  Blechwand. 

Je  kleiner  die  (in  Fig.  172  mit  \  bezeichnete)  Horizontal- 
Projection  des  einzelnen  Gitterstabes  im  Verhältniss  zur  ganzen 
Länge  des  Gitterbalkens  ist,  um  so  kleiner  wird  der  Fehler  sein, 
den  man  begeht,  indem  man  auf  die  in  Fig.  173  angedeutete 
Weise    die    einzelnen    Gitterstäbe   gruppenweise    einander   näher 
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"^-i--^- 


gerückt    und    nachher    die   zu   einer   und   derselben   Gruppe   ge- 
hörigen  Gitterstäbe    zu  *  einem   Stabe    zusammengeschweisst    sich 

denkt   (Fig.  174).      Für   die 
^i8- 1'^^-  Zug-  und  Druck- Widerstände 

der  in  ihrem  Kreuzungspunkte 
durch  den  Verticalschnitt  ge- 
troflfenen  beiden  Stäbe  ergiebt 
sich  nunmehr  aus  Fig.  174 
die  Gleichung: 

1)     2Ä'sina=F    oder 

K'=.  -^ — -, —  • 
2  sm  a 

Wenn  also  mit  5  die  prac- 
tisch  zulässige  Spannung  (pro 
Flächeneinheit  der  Quer- 
schnittsfläche) bezeichnet  wird, 

so  ist: 

^        V 

S        2  S  sin  a 


M 


V^ 


i---^— *---^ 


2)  F^4  = 


die  erforderliche  Querschnittsfläche  jedes  der  beiden  Gitterstäbe, 

und  da  ein  jeder  die  Länge  hat,  so  ergiebt  sich  für  den 

cos  a 

körperlichen   Inhalt    der    beiden   Stäbe    zusammengenommen    der 
Werth : 


Gz=2F-^^  = 


cos  a         S  sin  a  cos  a        £  sin  2a 

Wenn  es  statt  der  Gitter-Wand  eine  Blech- Wand  wäre,  welche 
die  verticale  Abscheerungskraft  aufzunehmen  hätte,  so  würde  man 
unter  der  Voraussetzung,  dass  in  derselben  nicht  gleichzeitig  auch 
Bi^ungsspannungen  stattfinden, ^  für  die  erforderliche  verticale 
Querschnittsfläche  derselben  den  Werth: 

4)  <P  =  J 

erhalten,  und  es  würde  unter  der  genannten  Voraussetzung  für 
die  Strecke  X  eine  Materialmenge  erforderlich  sein  von  der  Grösse: 

5)  5  =  cpX  =  ^. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  3)  und  5)  ergiebt  sich  für  das 
Yerhältniss  der  beiden  Materialmengen  G  und  B  der  Werth: 
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6)    *  =  -?== 


Flg.  175. . 


B        sin  2a 

Die  Berechnung  der  erforderlichen  Materialmenge  für  die 
Gitterwand  eines  Gitterbalkens  kann  mit  Hülfe  dieser  Gleichung 
zurückgeführt  werden  auf  die  im  vorigen  Abschnitte  entwickelte 
Theorie  der  Blechträger,  und  es  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung 
die  folgende  Methode  der  Berechnung: 

Man  berechnet  zunächst  die  Materialmenge,  welche  zu  der 
Blechwand  in  dem  Falle  erforderlich  sein  würde ,  wenn  dieselbe 
an  den  Biegungsspannungen  nicht  theilnähme  —  also  ausschliess- 
lich auf  Abscheerung  ii)  Anspruch  genommen .  würde.  Den  auf 
solche  Weise  gefundenen  Werth  multiplicirt  man  alsdann  mit  dem 
Coefficienten  A;,  dessen  Grösse  von  dem  Neigungswinkel  der  Gitter- 
stäbe abhängt  und  nach  Gleichung  6) 
berechnet  werden  kann. 
♦Ä  A.      ■,_^Kj-g^X  Denkt  man  sich  die  Anzahl  der 

Gitterstäbe  unendlich  gross  und  als- 
dann die  Gitterstäbe  zu  einer  massiven 
Blechwand  zusammengeschweisst,  so 
-jj~»t       ^       '^*Tri4^^?,     erkennt  man,  dass  die  auf  solche  Weise 

gefundene  Materialmenge  auch  für  die 
Blechwand  eines  Blechbalkens  eine  ausreichende  Grösse  besitzen 
würde.  In  solchen  Fällen  also,  wo  es  sich  nur  um  die  Berech- 
nung eines  vorläufigen  Annäherungswerthes  der  Materialmenge 
handelt,  ist  es  nicht  erforderlich,  zwischen  Gitterbalken  und  Blech- 
balken einen  Unterschied  zu  machen. 

Zu  denselben  Resultaten  wie  oben  wflrde  man  auch  gelangt  sein,  wenn 
man  statt  der  veiüctlm  Abscheerungskraft  die  horiioiittle  Abscheeningskraft 
als  Ausgangspunkt  fflr  die  Rechnung  gewählt  hätte.    Nach  §  24  und  Fig.  172 

hat  die  horizontale  Abscheerungskraft  pro 
Längeneinheit  die  Grösse: 

dH 


Fig.  176. 


7)    «  = 


dx 


und  da  man  dieselbe  annäherungsweise  als 
längs  der  kleinen  Strecke  X  constant  be- 
trachten darf,  so  ist: 

8)    eX  =  ^.X 

die  Horizontalkraft,  welche  an  dem  oberen 
Yerbindungspunkte  der  beiden  Gitterstäbe  angreifend  die  Zug-  und  Druck- 
Widerstände  in  denselben  hervorruft  (Fig.  175).  Für  die  Grösse  jedes  dieser 
beiden  Widerstände  ergiebt  sich  aus  Fig.  176  die  Gleichung: 
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9)  2Kcosa  =  -ß,\, 

dx 

and   nach   Substitution   des   aus   dieser  Gleichung  fQr  K  zu   entnehmenden 
Werthes  erhält  man  fittr  den  Querschnitt  F  die  Gleichung: 

10)  F=^^\^,—^ 

8        ^  dx      8co%n 

Die  Länge  jedes   Gitterstabes  hat  nach   Fig.  176   die  Grösse  -J^\  folg- 


lich ist: 

11)    G=^2F 


Bin  a 


sm  a 


dH 


dx      S  sin  a  cos  a 


Um  die  in  Gleichung  5)  mit  B  bezeich- 
nete Grösse  zu  berechnen,  wQrde  itan  zu- 
nächst nach  Fig.  177,  indem  man  mit  h  die 
Stärke  der  Blechwand  bezeichnet: 

12)    ^-^  =  ShX 

zu  setzen  haben,  woraus  fflr  die  Grösse  B  alsdann  der  Werth  sich  ergiebt: 

13)    ß  =  m  =  ^.^|-. 

Indem  man  die  Gleichung  11)  durch  diese  letztere  Gleichung  dividirt, 
erhält  man  fQr  den  Goefficienten  k  wie  oben  den  Werth: 

O 


14)    .=  --  = 


sin  a  cos  a 


sin  2  a 


§39. 
Träger  tob  constanter  Hohe. 

Bei  dem  in  Fig.  178  dargestellten  Balken  auf  zwei  Stützen 
hat  das  Biegungsmoment  im  Abstände  x  von  der  Mitte  (nach  §  3) 
die  Grösse: 

1)  a»  =  (p  +  ?)(-^^)- 

Zu  dieser  Grösse  des  Biegungsmoments  liefert  jeder  Be- 
lastungstheil  einen  positiven  Beitrag;  das  Hinwegnehmen  irgend 
eines  Theiles  der  Belastung  würde  stets  eine  Verkleinerung  des 
Biegungsmoments  zur  Folge  haben.  Wenn  also  p  die  permanente 
und  q  die  mobile  Belastung  pro  Längeneinheit  bedeutet,  so  stellt 
der  obige  Werth  —  als  derjenige,  welchen  das  Biegungsmoment 
bei  voller  Belastung  des  Trägers  annimmt  —  zugleich  den  grössten 
Werth  dar,  welchen  das  Biegungsmoment  an  jener  Stelle  über- 
haupt erreichen  kann.  Nach  Fig.  179  ist  also  die  Grösse  JP,  als 
die  an  dieser  Stelle  erforderliche  Querschnittsfläche  jeder  von  den 
beiden  Gurtungen,  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 
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2)     ÄFA  =  aR, 
in  welcher  S  die  practisch  zulässige  Spannung  pro  Flächeneinheit 
des  Querschnitts  bedeutet.    Folglich  ist: 

^^    ^-~Sh^  2Sh 

Für  die  unendlich  kleine  Strecke  dx  würde  an  dieser  Stelle  zu 

den  beiden  Gurtungen 


Pig.  178. 


--?- 


X 


l-a 


U  i  U  U  UliUUiU  U  M' 


«(p-*vH 


Fig.  179. 


zusammen  genommen 
eine  Materialmenge  er- 
forderlich sein  von  dem 
körperlichen  Inhalte: 

4)  dJ,  =  2Fdx. 
Die  ganze  zu  den  bei* 
den  Gurtungen  erfor- 
derliche Materialmenge 
hat  also  den  körper- 
lichen Inhalt: 


5)  J,  =2  J2Fd 


X, 


Nach  Substitution  des 
oben  für  F  gefundenen  Werthes  nimmt  diese  Gleichung  die 
Form  an:  i 


6)   j,  =.  liV  + 


Sh 


±ß. 


x^)  dx    oder 


7^     7  _4(p  +  g)Z' 


Um  die  Materialmenge  «Z,  zu  berechnen,  welche  zu  der  Blech- 
wand in  dem  Falle  erforderlich  sein  würde,  wenn  dieselbe  an  den 
Biegungsspannungen  nicht  theiluähme,  hat  man  zunächst  diejenigen 
Belastungszustände  aufzusuchen,  bei  welchen  die  verticale  Ab- 
scheerungskraft  V  an  der  im  Abstände  x  von  der  Mitte  befind- 
lichen Stelle  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Jeder 
Belastungstheil  links  von  der  Stelle  M  liefert  einen  positiven  Bei- 
trag, jeder  Belastungstheil  rechts  von  der  Stelle  M  liefert  einen 
negativen  Beitrag  zu  der  an  dieser  Stelle  hervorgebrachten  verti- 
calen  Abscheerungskraft.  Es  sind  also  die  in  Fig.  180  und  Fig.  181 
dargestellten  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Grösse  Vq  — 
als  die  von  der  mobilen  Belastung  allein  hervorgebrachte  verticale 


Träger  von  constantcr  Höhe. 


m 


Abscheerungskraft  —  resp.  ein  Maximum  und  ein  Minimum  wird. 
Nach  Fig.  182  und  Fig.  183  ist: 


x)' 


Die  permanente  Belastung  liefert  zu  der  verticälen  Abscheerungs- 
kraft den  Beitrag: 

10)     V^  =  -\-'px. 

Da  die  Grösse  x  hier  als  positiv  vorausgesetzt  wird,   so  hat  der 


Fig.  180. 


Fig.  181. 


i 


g-KF 


«*+^ 


Fig.  182. 


4^ 
I 


A 
l 


l-^X 


ir£ 


M 


:    ^M 


Fig.  183. 


I 

grösste  absolute  Werth,  welchen  die  verticale  Abscheerungskraft 
an  jener  Stelle  annehmen  kann,  die  Grösse: 

q(l-\-xy 


11)     V  =  px-\- 


U 


Wenn  also  die  Blechwand  an  den  Biegungsspannungen  nicht 
theilnähme,  so  würde  die  Grösse  6,  als  die  an  jener  Stelle  er- 
forderliche Stärke  dieser  hypothetischen  Blechwand,  zu  bestimmen 
sein  aus  der  Gleichung: 

12)    'Sbh  =  F, 

ans  welcher  man  für  den  Verticalschnitt  der  Blecbwand  den  Werth 

erhält :  ' 

V_px    ,     q{l  +  xy 


13)    hk  =  ^  =  ^  + 


iSl 


Die  ganze  Materialmenge,  welche  unter  obiger  Voraussetzung 
zu  der  Blech  wand  erforderlich  sein  würde,  hat  also  den  körper- 
lichen Inhalt: 
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14)    J,=^2 ßhdx  =  2  r\S^-\--^^^t^\dx     oder: 

0  0 

16)    J,  =  ^^-  +  -g  S^. 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Regel  hat  man 
diesen  Werth  noch  mit  dem  Coefficienten  k  zu  multipliciren,  um 
die  zur  Blech-  oder  Gitter -Wand  wirklich  erforderliche  Material- 
menge zu  erhalten.  Die  zu  dem  ganzen  Träger  wirklich  erforder- 
liche Materialmenge  hat  also  den  körperlichen  Inhalt: 

16)    J  =  J,-\'kJ,. 

Nach  Substitution  der  oben  für  die  Grössen  J^  und «/,  gefundenen 
Werthe  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 

Wenn  man  hierin  21  =  L  und  -,-  =  n  setzt,  so  kann  man  dieser 
Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

Nach  den  Gleichungeu  6)  und  14)  des  vorigen  Paragraphen 
wird  4  =  2,  wenn  a  =  45**  ist.  Wenn  man  ausserdem  n  =  10 
setzt,  so  erhält  man  für  einen  Träger,  dessen  Länge  das  Zehn- 
fache der  Höhe  ist,  den  Werth: 


19)    ^=-2^J52p  +  54jj 


Anstatt  bei  der  Berechoung  der  Grösse  J^  von  der  verttcalen  Abschec- 
mngskraft  V  auszugehen,  hätte  man  auch  die  horizontale  Abscheerungskraft 

-j—  als  Ausgangspunkt  wählen  können.     Bei  dem  in  Fig.  184  dargestellten 

Belastungszustande  ist  nach  Fig.  185: 

20)    ^Ä=|f(J-x)     oder     21)    -f  =  -  f^  • 

Wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  qde  statt  Q  setzt  und  alsdann 
zwischen  den  Grenzen  g  =  0  und  e  =  l-}-  x  integrirt,  so  erhält  man  ftlr  den 
grössten  negativen  Werth,  welchen  die  von  der  mobilen  Belastung  allein 
hervorgebrachte  horizontale  Abscheerungskraft  annehmen  kann,  die  Gleichung: 

l-fCB 


»)  §'^=-f^=-'W- 
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Die  Stärke  &q,  welche  die  hypothetische  Blechwand  haben  müsste,  wenn 

nur  die  mobile  Belastung  vorhanden  wäre,  ist  also  zu  bestimmen  aus  der 

Gleichung : 
Flg.  184. 


Die  Stärke  bp,  welche  er- 
forderlich sein  würde,  wenn 
nur  die  permanente  Be- 
lastung vorhanden  wäre, 
ist  zu  berechnen  aus  den 
Gleichungen : 

dH px^ 

dx  ~         Ä~  ' 


24) 

25) 


26) 


Ä.ftp.l=  Y" 


Fig.  185. 


Die  in  Gleichung  12) 
mit  h  bezeichnete  Grösse 
ist  gleich  der  Summe 
&p  -f-  6q  zu  setzen.  Nach 
Substitution  der  für  diese 
beiden  Grössen  aus  den  Gleichungen  26)  und  23)  zu  entnehmenden  Ausdrücke 
erhält  man  für  den  Yerticalschnitt  der  Blechwand  wiederum  den  schon  in 
Gleichung  13)  gefundenen  Werth: 

S    "^        4SI 


27)    ftÄ  =  (&p+6,)Ä  =  -^  + 


§40. 

TrSger  mit  constanten  Horlzontalspannnngen  der  Oartnngen. 

(Parabolischer  Träger.) 

Bei  dem  in  Fig.  186  dargestellten  1  räger  sind  die  horizon- 
talen Seitenkräfte  der  Spannungen  in  den  Gurtungen  nach  Fig.  187 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung: 

1)  Hu=.p(L-^ 

Wenn  mit  H^  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  Grösse 
H  für  ac  =  0  annimmt,  so  ist: 

2)  H,h  =  P^- 

Durch  Gleichsetzung  der  aus  diesen  beiden  Gleichungen  resp. 
für  die  Grössen  H  und  H^  zu  entnehmenden  Werthe  erhält  man 
die  Gleichung: 

9* 


) 
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3)  -r=.^ 


u  _P  —  x\ 

Ä  ^ "    /»  " 

als  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  H  eine  von  x  un- 
abhängige   constante    Grösse,    und    demgemäss    die    horizontale 

dH 


Flg.  186. 


ipl 


IL^ 


/-x- 


■-# 


Abscheerungskraft    -j— 

überall  gleich  Null  sein 
soll.  Die  obige  Glei- 
chling nimmt  nach  Sub- 
stitution des  Werthes 
h  —  ti  =  y  die  einfachere 
Form  an: 


4)     ?-  = 


Fig.  187. 


^77 


y  _  ^ 
h~  p 

Wenn     man    hierin 


man 
Ä  =  Äj  -|-  Äj  und  y  = 
Vi  "1"  t/i  setzt,  so  er- 
kennt man,  dass  dieser 
Bedingung  auf  die  in 
Fig.  188  angegebene 
Weise  Genüge  geleistet 
werden  kann,  sobald  die  Formen  der  beiden  Bögen  den  Parabel- 
Gleichungen  entsprechen : 


yi  _  « 


2 


6)    A«-  =  ->     und 


»j  _ 


X- 


K  "   i' 


denn  man  erhält  durch  Verbindung  derselben  wiederum  die  mit 
der  obigen  Bedingung  übereinstimmende  Gleichung: 


7) 


Flg.  188. 


Bei  einem  solchen  Träger  mit  parabolisch  gekrümmten  Gurtungen 

würde  man  also,  wenn 
derselbe  stets  nur  eine 
gleichförmig  über  die 
Horizontal  -  Projection 
vertheilte  Belastung  zu 
tragen  hätte,  die  Blech- 
oder Gitterwand  zwi- 
schen den  beiden  Gur- 
tungen ganz  fortlassen  dürfen.  Jeder  von  den  beiden  Bögen  würde 
in  diesem  Falle  als  eine  in  ihrer  Gleichgewichtslage  befindliche 
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ToUkommen  biegsame  Kette  betrachtet  werden  können,  deren 
Spannung  an  jeder  Stelle  eine  Kraft  bildet,  welche  mit  der  Tan- 
genten-Richtung daselbst  zusammenfällt.  Für  die  constante  hori- 
zontale Seitenkraft  dieser  Spannung  ergiebt  sich  aus  Gleichung  2) 
der  Werth: 

8)    H-g,  • 

und  da  in  der  Mitte  des  Trägers  die  verticalen  Seitenkräfte  der 
Bogenspannungen  gleich  Null  sind,  so  ist  der  an  dieser  Stelle 
erforderliche  Querschnitt  jedes  der  beiden  Bögen  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

in  welcher  S  die  practisch  zulässige  Spannung  pro  Flächeneinheit 

des      Querschnitts      be- 
deutet. 

Im  Abstände  x  von  der 
Mitte  hat  nach  Fig.  189 
die  Spannung  des  oberen 
Rogens  die  Grösse: 

10)    B=^ — 

i  ^  cos  a^ 

Wenn  also  mit  F  der  an  dieser  Stelle  erforderliche  Querschnitt 
bezeichnet  wird,  so  ist: 

_       1 


Flg.  189. 
.^- , 


F        R 
11)     -^  = 


cos  a 


1 


zu  setzen,  und  der  Yerticalschnitt  des  Bogens  an  dieser  Stelle  hat 

nach  Fig.  190  die  Grösse: 

Fig.  190. 

■   • 

f — i%' 


12)     ü  = 


cos  a, 


J!-^  =  F„  (1  +  t«  aj). 


13) 


dy,  2Ä,aj  


cos  a; 

Für  tga,  erhält  man  nach 
Gleichung  5),  indem  man 
dieselbe  differenziirt,  den 
Werth: 


und  nach  Substitution  desselben  nimmt  die  vorhergehende  Gleichung 
die  Form  an: 
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U 


7^7 


14)  U=^F,{l+*y-). 

Der  körperliche  Inhalt  der  zu  dem  oberen  Bogen  erforderlichen 
Materialmenge  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

15)  J,  =  2  Cudx  =  2F,  C{l  -[-i*;^'-)da;    oder: 

0  0 

16)  J,^2F,{l+^l)- 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  die  zu  dem  unteren  Bogen 
erforderliche  Materialmenge  die  (ileichung: 

Wenn  man  in  den  letzteren  beiden  Gleichungen  für  F^  den 
in  Gleichung  9)  gefundenen  Werth  substituirt,  so  erhält  man 
durch  Addition  derselben  für  die  zu  beiden  Bögen  zusammen- 
genommen erforderliche  Materialmenge  die  Gleichung: 

§  41. 

Berechnung  der  Ar  die  Bleeh-  oder  Gitter-Wand  des  parabo- 
lischen Trägers  erforderlichen 'Materlaimenge. 

Wenn  zu  der  permanenten  Belastung  noch  mobile  Belastungen 
hinzukommen,  so  werden  die  Abscheerungswiderstände  der  zwi3chen 
die  beiden  Bögen  einzuschaltenden  Blech-  oder  Gitter- Wand  in  An- 
spruch genommen.  Nach  Fig.  191  und  Fig.  192  sind  die  von  dem 
Einzelgewichte  Q  hervorgebrachten  Horizontalspannungen  der  Bögen 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)  Hu  =  ^^\-{l-x\ 

welche  für  H  aufgelöst  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  für  u  zu  entnehmenden  Werthes  die 
Form  annimmt: 

2)  ^-  2h(f^xy 

Die  von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  horizontale  Ab- 
scheerungskraft  pro  Längeneinheit  hat  also  die  Grösse: 
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3)^  =  - 


Qlz 


Flg.  191. 


dx  2h(l-{'xy 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  jede  Belastung  links  von  dem  Vertical- 

schnitte  einen  negativen 

Beitrag  zu  der  an  dieser 

Stelle  hervorgebrachten 

horizontalen     Abschee- 

rungskraft  liefert.    Um 

den  grössten  negativen 

Werth  zu  erhalten,  wel- 
dH 


chen 


dx 


unter  Einwir- 


Flg.  192. 


zu  integriren.    Es  ist  also: 


kung  der  mobilen  Be- 
lastungen annehmen 
kann,  hat  man  qdz  statt 
Q  zu  setzen  und  als- 
dann auf  der  rechten 
Seite  zwischen  den  Gren- 
zen «  =  0  und  z^^l-^-x 


4) 


dH 
dx 


(min) 


=/^ 


qdz  .  li     —  ql 


2h(l-^xy       2Ä(Z-f «) 


«^0 

-X      dH  ql 

5)    ^(->  =  -i^ 


■/' 


l  +  x 

s  dz    oder : 


Die  Wirkung  eines  rechts  von  dem  Verticalschnitte  ange- 
brachten Einzelgewichts  Q  ist  nach  Fig.  193  und  Fig.  194  auf 
analoge  Weise  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

-^(i  +  x)    oder    H=^j^^^_ 


6) 


7) 


dU 


und: 


=  +  ^ 


dx         '    2h{l  —  xy 

Jede  Belastung  rechts  von  dem  Verticalschnitte  liefert  also 
einen   positiven  Beitrag   zu   der   horizontalen  Abscheerungskraft. 

Folglich  ist  der  grösste  positive  Werth  von  -t—  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 


«  =  I  — X 


l  —  x 


8) 


dH 
dx 


(VOMX) 


C  qdz  .2«  ql  /    j         j 

=  1  ^i-n Ni  =  ^,  ., ri  1  »cfo     oder: 

J  2h{l  —  xy      2h  (l  —  xyj 
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9)    ^-(0.«)=  +  -?^. 

Das  Maximum  und  das  Minimum  der  horizontalen  Abschee- 
rungskraft  haben  also  an  allen  Stellen  des  Trägers  den  von  x 
unabhängigen  Werth: 

dH    I  maz 
dx     \ndn 


10) 


-  4Ä 


Flg.  193. 


-^-^. 


Q 


— -^<-iL 


Eine  zwischen  die  beiden  Bögen  eingeschaltete  Blechwand  würde 

demnach,  wenn  die- 
selbe an  den  Biegungs- 
Spannungen  nicht  theil- 
nehmend  nur  auf  Ab- 
scheerung  in  Anspruch 
genommen  würde,  über- 
all gleich  stark  zu 
machen  sein,  und  diese 
Blechstärke  h  würde  zu 
berechnen  sein  aus  der 
Gleichung: 

11)  6.S.l  =  ^[. 

Für    die    Strecke    dx 
würde  daher  eine  Ma- 
terialmenge   erforder- 
lich sein  vom  körperlichen  Inhalte: 

12)  dJ.  =  6«rf.  =  i^,f-  =  ^^il=:|!)^. 

Die  ganze  Materialmenge,  welche  zu  dieser  hypothetischen  Blech- 
wand erforderlich  sein  würde,  hat  also  die  Grösse: 

13)  J,  =  2lbudx  =  j^^nP—x^)dx    oder: 


u         Flg.  194. 
IT* 


»  =  o 


0 


Diesen  Werth  hat  man,  um  die  wirklich  erforderliche  Material- 
menge zu  erhalten  (nach  §  38),  noch  mit  dem  Coefficienten  k  zu 
multipliciren. 
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Zu  demselben  Resultate  wOrde  man  auch  gelangen,  wenn  man  statt  der 
horowilalen  Abscheerungskraft  die  verticale  Abscheerungskraft  als  Ausgangs- 
punkt wählte.    Die  ganze  in  dem 
Flg.  195.  Verticalschnitte  auftretende  Ver- 

ticalkraft  V  kann  mau  sich  auf 
die  in  Fig.  195  angedeutete  Weise 
in  drei  Theile  zerlegt  denken. 
Die  beiden  ersten  Theile  V^  und 
F]  bilden  die  verticalen  Seiten- 
kräfte der  Bogenspannungen,  der 
dritte  Theil  %  bildet  die  yerticale 
Abscheerungskraft  fOr  die  Blech- 
oder Gitter- Wand.  Nach  Fig.  195 
hat  also  die  ganze  Verticalkraft 
die  Grösse: 


Ätgc^^lf 


a 


JL 


W 


IH^tg«, 


15)   F=Ä(tga,  +tgaj)-f  «. 

Diese  Gleichung  nimmt,  für  9  aufgelöst,  nach  Substitution  der  aus  Gleichung  13) 
des  vorigen  Paragraphen  zu  berechnenden  Werthe  von  tg  a,   und  tg  aj  die 

Form  an: 

.^^    «       ^       „    2hx 
16)    «=  V—H.  ^*-. 

Wenn  man  hierin  (Cor  die  Grössen  V  und  H  resp.  die  in  Fig.  191  und  Glei- 
chung 2)  angegebenen  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

^^    ^--+  2HI  +  X)  • 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  jede  Belastung  links  von  dem  Verticalschnitte 
einen  positiven  Beitrag  zu  der  verticalen  Abscheerungskraft  liefert.  Das 
Maxin^nin  desselben  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

qcb  .  (I  —  ar)g  ___    q  (l  —  x) 
2l(l  +  x)      ""   21(1  + 


18)      9l(inAz) 


M 


y- 


z  de    oder : 


z  =  0 


19)      %(m.x) 


^    I     g  d'  -  Jo') 


4/ 


Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  Gleichung  16)  für  V  und  H  die  Werthe 
substitoirte ,  welche  dem  in  Fig.  193  angegebenen  Belastungszustande  ent- 
sprechen, so  würde  man  auf  analoge  Weise  zu  den  Gleichungen  gelangen: 

_       Q{l  +  x)ß 
21  (l-x)  • 


20)    «  =  — 


21)      «(»!„)  = 


=-/ 


t  —  l  —  x 

qde  (?  +  *)  ^  _ 


I  — ar 


22)    9((i»iB) 


21  (l  —  x) 

«  =  o 

q  {P  —  «') 


,2l{l-s)J'^\ 
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Das  Maximum  und  das  Minimum  der  verticalen  Abscheerungskraft  haben 
also  im  Abstände  x  von  der  Mitte  die  Grösse: 

Folglich  ist  die  oben  mit  6  bezeichnete  Stärke  der  Blechwand  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 


24)    Sbu  =  ^ 


q  (P  -  x^) 


42 


aus  welcher  man  für  die  Grösse  dJ2  wiederum  den  Werth  erhält,  welcher 
oben  in  Gleichung  12)  gefunden  wurde. 


§42. 
Methode  der  statischen  Momente. 

Die  in  dem  Punkte  P^  an  den  oberen  Bogen  gelegte   Tan- 
gente schneidet  die  Horizontale  AB  in  einem  Punkte  0,  dessen 

Flg.  196. 


ie 


*0 


Q 


&.^fi 


Flg.  197. 


"-^ 


If 


.o 


Abstand  von  dem  Yerticalschnitte  P^P^  n&ch  Fig.  196  zu  be- 
rechnen ist  aus  der  Gleichung: 

1)  t£?  +  f  — a;=  ^1  —  y»  , 
^  tga, 

welche  für  w  aufgelöst  nach  Substitution  der  aus  den  Gleichun- 
gen 5)  und  13)  des  §  40  für  die  Grössen  y^  und  tg  a^  zu  ent- 
nehmenden Werthe  die  Form  annimmt: 

2)  w  =  ^^  — —  • 
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Diese  GleichuDg  zeigt,  dass  die  Lage  des  Durchschnittspunktes  0 
unabhängig  ist  von  der  Pfeilhöhe  des  Bogens.  Es  wird  daher 
die  Horizontale  AB  von  der  in  dem  Punkte  P,  an  den  unteren 
Bogen  gelegten  Tangente  ebenfalls  an  der  Stelle  0  geschnitten. 

Wenn  man  den  Träger  durch  den  Verticalschnitt  -PjPj  in 
zwei  Theile  zerlegt,  so  hat  man  an  dem  rechts  von  diesem  Ver- 
ticalschnitte  befindlichen  Theile  (Fig.  197),  um  den  Gleichgewichts- 
zustand desselben  wieder  herzustellen,  drei  Kräfte  hinzuzufügen. 
An  den  Schnittstellen  der  Bögen  sind  die  Kräfte  R^  undÄj  hinzu- 
zufügen, welche  die  Spannungen  der  Bögen  darstellen  und  mit 
den  Tangentenrichtungen  derselben  zusammenfallen.  Ausserdem 
ist  noch  die  längs  des  Verticalschnitts  wirkende  Kraft  9  hinzu- 
zufügen, welche  die  von  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  aufgenommene 
Abscheerungskraft  darstellt,  und  welche  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  bereits  berechnet  wurde.  Man  erkennt  aus  Fig.  197, 
dass  diese  Kraft  ä  auch  noch  auf  andere  Weise  berechnet  werden 
kann.  Indem  man  nämlich  die  algebraische  Summe  der  statischen 
Momente  sämmtlicher  auf  diesen.  Theil  wirkenden  Kräfte  gleich. 
Null  setzt  und  dabei  den  Durchschnittspunkt  O  der  beiden  Bogen- 
spannungen  R^  und  R^  als  Drehpunkt  wählt,  erhält  man  die 
Gleichung : 

3)    0--|f  .t^-ä(t^  +  Z-x), 
welche  für  Sl  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  tr  gefun-  ' 

Fig.  108. 


W'+Z-OT 


•O 


denen  Werthes  die  (mit  Gleichung  17  des  vorigen  Paragraphen 
übereinstimmende)  Form  annimmt: 

_  Q(l  —  x)z 
2Z(Z  +  aj) 

Auf  gleiche  Weise  würde  man   für  den   in  Fig.  193   darge- 
stellten Belastungszustand  nach  Fig.  198  die  Gleichung  erhalten: 


4)    «  = 
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welche  für  9  aufgelöst  nach  Substitution  des  oben  für  w  gefun- 
denen Werthes  die  (mit  Gleichung  20  des  vorigen  Paragraphen 
übereinstimmende)  Form  annimmt: 

*V    ^^  2l{l  —  x) 

Dieselbe  Methode  würde  mau  auch  anwenden  können,  um  die  beiden 
Bogenspannungen  R^  und  H^  (oder  deren  horizontale  Seitenkr&fte)  zu  be- 
rechnen. Um  die  Kraft  R^  (oder  deren  horizontale  Seitenkraft)  zu  berechnen, 
würde  man  den  Punkt  P},  als  Durchschnittspunkt  der  beiden  Kräfte  %  und 
It2  ^8  Drehpunkt  zu  wählen  haben.  Um  die  Kraft  B^  (oder  deren  horizon- 
tale Seitenkraft)  zu  berechnen,  würde  man  den  Punkt  P^  als  Durchschnitts- 
punkt der  beiden  Kräfte  %  und  B^  als  Drehpunkt  zu  wählen  haben.  Man 
würde  alsdann  für  die  horizontalen  Seitenkräfte  der  Bogenspannungen  die- 
selben Werthe  erhalten,  welche  in  den  Gleichungen  2)  und  6)  des  vorigen 
Paragraphen  gefunden  wurden. 

§43. 

Berechnung  der  ganzen  Materialmenge  des  parabolischen 

Trftgers. 

Für  die  zu  den  beiden  Bögen  erforderliche  Materialmenge 
erhält  man  nach  §  40,  Gleichung  18)  —  indem  man  darin  %l=  L 
setzt  und  zugleich  wegen  Vorhandenseins  der  mobilen  Belastung 
die  Grösse  p  mit  der  Grösse  |>  +  2  vertauscht  —  den  Werth : 

Hierzu   kommt  nach  §  41   (Gleichung  14)   die    zur  Blech-   oder 
Gitter- Wand  erforderliche  Materialmenge: 

Die  ganze  zu  dem  parabolischen  Träger  erforderliche  Material- 
menge ist  nunmehr  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

3)  J  =  J.  +  J,  +  ÄJ3, 

welche  nach  Substitution  der  oben  angegebenen  Werthe  die  Form 
annimmt: 

4)  ^  -  -  -^sh  ~  P  +  "3  \~iy~)\  +  -WS 
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Für  den  in  Fig.  199  dargestellten  Fall,  in  welchem  A,  ~  A^  =  ^ä 
zu  setzen  ist,  erhält  man  hiemach  den  Werth: 

Nach  den  Gleichungen  6)  und  14)  des  §  38  ist  A;  =  2  zu  setzen  fOr  eine 

Gitterwand,  deren  Stäbe  um 
Fig.  jL09.  450  gegen   die  Horizontale 

geneigt  sind.     Wenn    also 

z.  B.  -  -  =  --  ist,  so  wird: 


L        10    ^    

6)^=.^J^{60,8p+64,g3}. 


Für  den  in  Fig.  200  dargestellten  Fall,  in  welchem  li^^  =  li 
und  A,  =0  zu  setzen  ist,  erhält  man  die  Gleichung: 

8    ÄS    .    kqU 


')^=^^M^i'+i^i+ 


12  Ä 


Dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  den  in  Fig.  201  dargestellten 
Fall,  bei  welchem  A,  =  0  und  A,  =  A  zu  setzen  ist. 

Wenn  man  wiederum  Ä;  =  2  und  -r-.=  -:r^  setzt,  so  erhält  man  für  die 
in  jedem  dieser  beiden  Fälle  erforderliche  Materialmenge  den  Werth : 

8)    .^=-^{61,6^  +  65,69}. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  nur  die  zu 

den  beiden  Bögen  er- 
Pig.  200.  forderliche     Material- 

menge von  dem  Höhen- 

verhältniss  -^  abhängt, 

dass  dagegen  die  zu 
der  Blech-  oder  Gitter- 
wand erforderliche  Ma- 
terialmenge unabhän- 
gig ist  von  der  Höhe 
des  Trägers. 

Wenn  das  Verhält- 

-r-'=  —    gesetzt 
L         n 


Fig.  201. 


niss 


wird,  so  nimmt  die  Gleichung  5)  die  Form  an: 
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Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Materialmenge  ab- 
hängt von  der  Function: 

Um  den  Werth  von  n  zu  finden,  für  welchen  die  Material- 
menge  ein  Minimum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten 
dieser  Function  gleich  Null  zu  setzen  und  erhält  dann  die  Gleichung: 

11)  0  =/(«)  =  1-3^     oder    «=Vy- 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  aus  Gleichung  9), 
indem  man  wiederum  Jc  =  2  setzt,  für  das  Minimum  der  erforder- 
lichen Materialmenge  den  Werth: 

12)  Ji^„)  =  ,~^  }  13,86 .  p  +  17,86  .q\. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  die  beiden  in  Fig.  200  und 
Fig.  201  dargestellten  Fälle  die  Gleichungen: 

13)  •^-    -4Ä7"r+3«/+  12« 

14)  /(n)  =  «  +  A. 

15)  0=f(n)=l-^l,-    oder    n  =  l/|. 

16)  J,„,„)  =  ^  }  19^6  •  P  +  23,6  .  ?j . 

Es  ist  hierbei  jedoch  z^i  berücksichtigen,  dass  die  in  den 
Gleichungen  12)  und  16)  gefundenen  Werthe  wegen  Ungenauigkeit 
der  gemachten  Voraussetzungen  noch  einer  Correction  bedürfen, 
insofern  die  in  §  38  bei  der  Berechnung  des  Coefficienten  k  ge- 
machten  Voraussetzungen   um   so   weniger    zutreffen  werden,    je 

grösser  das  Verhältniss  -j:-  ist. 

§44. 
Continuirlicher  parabolischer  Träger  mit  Gelenken« 

Wenn  die  Horizontalspannungen  der  Gurtungen  überall  gleich 
gross  sein  sollen,  so  müssen  —  wie  in  §  40  mit  Bezug  auf  Fig.  186 
erklärt  wurde  —  die  Höhen  des  Trägers  an  den  verschiedenen 
Stellen  sich  verhalten  wie  die  Biegungsmomente  an  diesen  Stellen: 
in  solcher  Weise,  dass  die  Figur  des  Trägers  selbst  zugleich  als 
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graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  gelten  kann.  Denkt 
man  sich  das  Biegungsmoment  an  allen  Stellen  des  Trägers  um 
eine  constante  Grösse  vermindert,  so  erkennt  man,  dass  in  diesem 
Falle  auch  die  Höhe  des  Trägers  an  allen  Stellen  um  eine  con- 
stante Grösse  vermindert  werden  müsste,  wenn  derselbe  die  Eigen- 
schaft eines  ^Trägers  mit  constanteu  Horizontalspannungen  der 
Gurtungen^  beibehalten  soll.  Da  ferner  nach  §  40  (Gleichung  1) 
die  Horizontalspannung  gleich  dem  constanten  Yerhältniss  des 
Biegungsmoments  zur  Höhe  ist,  so  wird  die  Grosse  der  Horizontal- 
spannung dabei  selbst  ungeändert  bleiben,  wenn  jene  constanten 
Grössen,  um  welche  resp.  die  Biegungsmomente  und  die  Höhen  ver- 
mindert wurden,  ebenfalls  in  diesem  Yerhältniss  zu  einander  stehen. 
Bei  einem  Balken  auf  zwei  Stützen  kann  man  —  wie  in  §  8 
gezeigt  wurde  —  durch  Einmauerung  der  beiden  Enden  bewirken, 
dass  das  Biegungsmoment  überall  um  eine  constante  Grösse  ver- 
mindert wird.  Genau  auf  dieselbe  Weise  also,  wie  man  aus 
Fig.  18  durch  Subtraction  einer  constanten  Grösse  von  sämmt- 
lichen  Ordinaten  der  Parabel  die  Fig.  39  ableiten  konnte,  als 
graphische  Darstellung  der  Biegungsmomente  eines  an  beiden 
Enden  eingemauerten  Balkens:  so  kann  man  aus  Fig.  186,  indem, 
man  die  Höhen  des  Trägers  überall  um  eine  constante  Grösse 

verkleinert,  die  in 

Fig.  202. 

.iL»/. ,  .._ l-±L 


Fig.  202  darge- 
stellte Form  ab- 
leiten. Wenn  also 
wieder  mit  h^  und 
Äj  die  Pfeilhöhen 
der  beiden  Bögen 
bezeichnet  werdep, 
so  ist  auch  bei 
dieser  Form  des 
Trägers  die  zu  den 
beiden  Bögen  er- 
forderliche Mate- 
rialmenge wieder 
nach  Gleichung  1) 
des  vorigen  Para- 


,xv        « 


r.:^ 


graphen  zu  berechnen,  in  welcher  man  für  den  in  Fig.  203  dar- 
gestellten specieDen  Fall  die  Werthe  ä,  =0  und  h^  =  h  zu  sub- 
stituiren  haben  würde. 
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Man  erkennt  ans  den  Figuren  2B2  and  29^  indem  man 
seihen  als  graphische  Darstellungen  der  Biegungsmomi^ite  be- 
trachtet, das8  an  den  Stellen  B  und  C.  wo  die  Höhe  des  Trägers 
gleich  Null  ist  auch  das  Biegungsmoment  gleich  Null  sein  moss^ 
wenn  die  oben  genannte  Bedingung  erfüllt  sein  soll.  Dieses  Null- 
werden der  ßiegungsmomente  wird  durch  die  von  den  Wanden 
auf  die  Enden  des  Trägers  übertragenen  Erlftepaare  bewirkt^ 
deren  Moment: 

1)    2R  =  (p -h  7)  (— 7— ) 

die  constante  Grösse  bildet,  um  welche  in  Folge  der  Einmauerung 
die  Biegungsmomente  des  roUbelasteten  Trigers  überall  Termindert 
wurden. 

An  den  Stellen,  wo  das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist 
wurde  man  (nach  §  H)  Gelenke  einschalten  können,  ohne  dass 
dadurch  in  den  Biegungszustanden  der  einzelnen  Theile  des  Tragers 
etwas  geändert  wird.  Da  die  Horizontalspannungen  in  beiden 
Gurtungen  gleich  gross  sind,  so  werden  in  jenen  G^enkpunkten 
nur  Verticaldrücke  von  dem  Mittelstücke  BC  auf  die  beiden  an- 
grenzenden Theile  AB  und  CD  übertragen.  Der  Theil  BC  ist 
daher  als  Balken  auf  zwei  Stützen  zu  behandeln,  und  die  zur 
Blech-  oder  Gitterwand  dieses  Theiles  erforderliche  Materialmenge 
ist  auf  dieselbe  Weise  wie  für  den  gewöhnlichen  parabolischen 
Träger  nach  den  Gleichungen  des  §  41  zu  berechnen.  Es  bleibt 
also  nur  noch  übrig,   die  zur  Blech-  oder  Gitter -Wand  eines  der 

Fig.  204. 


beiden  Endstücke  AB  oder  CD   erforderliche  Materialmenge  zu 
berechnen.     Sobald  diese  Materialmenge  gefunden  ist,  wird  man 
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alsdann  auch  für  die  in  Fig.  204  und  Fig.  205  dargestellten  con- 
tinoirlichen  Träger  über  drei  Oeffnungen  durch  Summation  der  für 
die  einzelnen  Theile  gefundenen  Materialmengen  die  Gleichung  für 
die  Gresammtmenge  des  erforderlichen  Materials  aufstellen  können. 

§45. 
Bereelmung  der  Blech-  oder  Gitter -Wand« 

Die  obere  Gurtung  des  in  Fig.  206  dargestellten  Theiles  ist 
nach  einer  Parabel  gekrümmt,  für  welche  nach  §  40  die  Glei- 
chungen gelten: 


1) 


/ 


ZMZ 

^  — i-    oder 


a 


dy        2fx du  


2)    ^  = 


=  tga. 


-s — 


dx  a^  dx 

Die  Ton  dem  Einzelgewichte  Q  an  den  Stellen  M  und  A^  hervor- 
gebrachte Horizon- 
.  Fig.  206.  talspannung  H   ist 

i ,       nach    Fig.  207    zu 

!       berechnen   aus  der 
I       Gleichung : 

3)  Hu  =  Q{x  —  !&\ 

welche  nach  Sub- 
'/  stitution  des  für  tf 
E  aus  Gleichung  1)  zu 
entnehmenden  Wer- 
thes,  für  H  aufge- 
löst, die  Form  an- 
nimmt: 

Die  ganze  in  dem 
Verticalschnitte  MN 
wirkende  Verticalkraft  hat  die  Grösse  Q.  Dieselbe  setzt  sich  aus 
den  beiden  Theilen  Ätga  und  ä  zusammen.    Folglich  ist: 

5)    a=Q  — Ätga. 
Hierin  sind  für  die  Grössen  H  und  tg  a  die  resp.  in  Gleichung  4) 
und  Gleichung  2)  angegebenen  Werthe  zu  substituiren.     Für  die 
von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  vcrticale  Abscheerungskraft 
ergiebt  sich  alsdann  der  Werth: 

Ritter,  Ingenlenr- Mechanik.  IQ 


Fig.  207. 
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6)     81  = 


Q(2«s  — «''— a') 


X'  —  a*  - 

Wenn  mit  z^    derjenige   Werth  von  z  bezeichnet  wird, 
welchen  9[  =  0  wird,  so  ist: 

x'  +  a' 


für 


7)    z,= 


2x 


Die  Bedeutung  der  Grösse  ^,  kann  man  auf  die  in  Fig.  208  angcdeutotc 
Weise  sich  veranschaulichen.    Wenn  man  nämlich  zur  Bostimniung  der  Kraft 

%  die  in   §  42   erklärte   Me- 


Fig.  208. 


<i  - 


*Q 


thodc  der  statischen  Momente 
benutzt,  so  erkennt  man,  dass 
der  Durchschnittspunkt  O,  in 
welchem  die  Richtungslinien 
der  beiden  Kräfte  R  und  If 
einander  schneiden,  die  Stelle 
bezeichnet,  an  welcher  das 
Gewicht  Q  aufgehängt  werden 
muss ,  damit  %[  ==  0  werde. 
Nach  Fig.  208  würde  die 
Grösse  ei  zu  bestimmen  sein 

aus  der  Gleichung: 

u 

8)    a;  —  r,  =  1 — » 
*        tga 

welche  für  e^  aufgelöst,  nach 
Substitution    der    für  u  und 


tß  a  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  zu  entnehmenden  Werthe,  ebenfalls  zu 
dem  in  Gleichung  7)  gefundenen  Resultate  führt. 

Die  Gleichung  6)  zeigt,  dass  ?l  positiv  wird,  wenn  «>«, 
ist,  und  dass  91  negativ  wird,  wenn  z<Cz^  ist.  Folglich  wird 
2l  =  8I(™„;,  wenn  die  in  Fig.  209  mit  „Plus*  bezeichnete  Strecke 


Null  Plus 


Fig.  209. 
Minus 


Null 


allein  belastet  ist,  und  es  wird  ä  =  9[(„in),  wenn  die  mit  „Minus* 
bezeichneten  Strecken  allein  belastet  sind,  während  die  Belastungen 
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der  mit  ;,Null"  bezeichneten  Sti'ecken  gar  keinen  Beitrag  zu  der 
Grösse  ä  liefern.  Um  die  Grösse  ST^^^)  zu  erhalten,  hat  man  qdz 
statt  Q  zu  setzen  in  Gleichung  6)  und  dann  die  Integration  aus- 
zuführen zwischen  den  Grenzen  z=^z^  und  z  =  x.    Folglich  ist: 


«--X 


»)  ^~^=ß^p^^^-^\  ^'- 


«  =  «. 


10)  «,„„.)  =  (^il_  ^t)  j»  /  2  z dz  —  (x»  +  a')  jdzl     oder: 

1 1)  ä,...,  =  (^r^)  ja'  (.x^  -  ^f )  -  (x^  +  «')  (a;  -  ^.)| . 

Die  letztere  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  des  in 
Gleichung  7)  für  z^  gefundenen  Werthes  die  Form  an: 

Die  Grösse  3((„,„)  kann  man  sich  in  die  zwei  Theile  9,  und 
H,  zerlegt  denken,  indem  man  mit  9(,  den  Beitrag  bezeichnet, 
welchen  die  Belastung  der  Strecke  Oß,  und  mit  8(,  den  Beitrag, 
welchen  die  Belastung  der  Strecke  B  C  zu  der  Grösse  8((„i„)  liefert. 
Für  die  erstere  erhält  man  die  (den  vorigen  analog  gebildeten) 
Gleichungen: 


«=«, 


13)  a.=y;d.|?^i^;ör«')i 


sc*  —  a' 

2=  a 


^^)     '^'  =  {-x^^  i^xßzdz  -  (X»  +  «')  r«fa} , 

a  a 

'      15)    «.  =  (^r^)  j^  (^?  -  «')  -  (^'  +  «')  (^,  -  «) j , 

welche  letztere  nach  Substitution  des  in  Gleichung  7)  für  z^  ge- 
fundenen Werthes  die  Form  annimmt: 

16)  ä,=_l(^:z^. 

*  4x{x  -^  a) 

Für  die  Grösse  8f  j  erhält  man  unmittelbar  aus  Gleichung  6), 
indem  man  darin  a  statt  z  und  qa  statt  Q  setzt,  den  Werth: 

Die  Grösse  S((min)  ist  gleich  der  Summe  der  beiden  letzteren 
Ausdrücke  zu  setzen;  also  ist: 

10* 


HS 
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1^; 


fm,m,  -~  ♦*!    -p  «2  


2\ 


a^) 


4x 


Die  beiden  Gleichangen  12)  und  18)  zeigen,  dass  die  absoluten 
Werthc  der  beiden  GrÖ8«en  3L».,,  und  9^,  einander  gleich  sind. 
Hieraus  folgt,  das»  bei  voUer  Be]a<$tung  9  =  0  ist,  insofern  dann 
die  positiven  und  negativen  Beiträge,  welche  die  Belastungen  der 
mit  ;,Plu8^  und  ^Minus^  bezeichneten  Strecken  zu  der  Grösse  9 
liefern,  einander  gegenseitig  aufheben. 

Die  verticale  Querschnittefläche,  welche  die  Blechwand  haben 
müBste,  wenn  dieselbe  an  den  Biegungsspannungen  nicht  theil- 
nehmend  nur  Abscheerungswiderstände  zu  leisten  hätte,  ist  dem- 
nach zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

und  die  Materialmenge,  welche  unter  dieser  Voraussetzung  zu  der 
ganzen  Blechwand  des  Stückes  AB  erforderlich  sein  würde,  hat 
die  Grösse:  i  i 


20j     B 


-ßä.  =f 


i 


'» ^=Ä  -I 


a 


-'  o\  ■ 


oder: 


Dieselbe  Gleichung  ist  auch  für  .die  in  Fig.  202  dargestellte  Form  des 

Fig.  210.  Trägers    als    gültii? 


-^ — 


.^  zu  betrachten.  Denn 
i  für  diesen  Fall  warde 


i 


ß     Fi«.  211. 


man   nach  Fig.  210 
und  Fig.  211  die  Glei- 
...^ -7  chungen  erhalten: 

4  22)   i/(tf, +«j) 

23)  «  =  Q- 

/i^(tga,+tga,), 

und  wenn  man  in 
diesen  Gleichungen 
die  aus  §  40  zu  ent- 
nehmenden Werthe 
substituirt: 

24)«,=/,g;-i). 

25)«,=/,g-l), 
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26)    tga,  =  -?^,  27)    tga,  =  ^, 

so  erhält  man  für  die  von  dem  Gewichte  Q  hervorgebrachte  verticale  Ab- 
scheerungskrafi  den  Werth: 


oo\    «       ^  f^^^  —  x*  —  a^\ 


welcher  mit  dem  in  Gleichung  6)  gefundenen  Wertiie  übereinstimmt.  Es  folgt 
hieraus,  dass  die  zu  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  erforderliche  Materialmenge 
ebenso  wie  bei  dem  gewöhnlichen  parabolischen  Träger  ganz  unabhängig  ist 
Ton  den  Pfeilhöhen  der  beiden  Bögen. 

Die  Materialmenge,  welche  zu  der  Blechwand  des  Mittelstücks 
BC  (in  Fig.  202)  erforderlich  sein  würde,  wenn  dieselbe  nur  Ab- 
schecrunga widerstände  zu  leisten  hätte,  ist  nach  §  41  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

Hiernach  erhält  man  für  die  zu  der  Blech-  oder  Gitter- Wand  des 
ganzen  in  Fig.  202  dargestellten  Trägers  wirklich  erforderliche 
Materialmenge  die  Gleichung: 

30)    itf=Ä;(25  +  «)    oder: 

81)    Ä_  ll  ),.-„._„..  2^1)} +  :^»|!  <^er: 

a^         1 
Wenn  man  hierin  z.  B.  -tj-  =  —  setzt,  so  erhält  man  für  M  den  Werth: 

33)    Jyr=^^. 0,615. 

Die  Vergleichung  desselben  mit  dem  in  §  43  (Gleichung  2)  fOr  den  gewöhn- 
lichen parabolischen  Träger  gefundenen  Werthe  zeigt,  dass  die  Ersparung  au 
Material  für  die  Blech-  oder  Gitter- Wand  etwa  38,5  Procent  beträgt. 

§  46. 
Contfamlrlieher  Parallelträger  mit  Gelenken. 

Da  das  Mittelstück  BC  als  ein  an  beiden  Enden  frei  auf- 
liegender Balken  zu  betrachten  ist  und  die  zu  demselben  erforder- 
liche Materialmenge  demnach  aus  den  Gleichungen  des  §  39  ent- 
nommen werden  kann,  so  ist  hier  nur  noch  nöthig^  für  eines  der 
beiden  Endstücke  AB  oder  CD  die  erforderliche  Materialm.enge 
zu  berechnen  (Fig.  212). 
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Für  die  Querschnittsflächen  der  Gurtungen  ergiebt  sich    aus 
Fig.  213  die  Gleichung: 

1)    SFh  =  pa(x-a)  +  ^^^^-f^ 


oder    F=  ^-^25A— ^  ' 


Die  zu  den  beiden  Gurtungen  des  Stückes  AB  erforderliche 
Materialmenge  hat  also  die  Grösse: 

(üc*  — a») 


2)    M, 


-ßFä.=f 


dx    oder: 


o^    M  -  P  {}'  -  ^la'  +  2a^) 


3ÄA 

Für  die  verticale  Abscheerungskraft  im  Abstände  x  von   der 
Mitte  ergiebt  sich  aus  Fig.  213  der  Werth: 

4)     F  =  pa  -[-  p  (aj  -T—  a)  =  px. 

Der  Verticalschnitt  der  Blechwand  müsste  also,  wenn  dieselbe  an 


Fig.  212. 


1^1 


a 


C 


■,'^. 


Fig.  213. 


den  Biegungsspannungen  nicht  theihiehmend   nur  Abscheerungs- 
widerstände  zu  leisten  hätte,  die  Grösse  haben: 


5)  '?  =  -:^>=-Ä-' 


V 

~s~  s 


und  zu  der  Blechwand  des  Stückes  AB  würde  in  diesem  Falle 
die  Materialmenge  erforderlich  sein: 
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6)    ^.  =/,*.  =/^»  <^  =  il?^ 


a 


Die  zu  dem  ganzen  Stücke  A  B  wirklich  erforderliche  Material- 
menge  hat  also  die  Grösse: 

In  dieser  Gleichung  hat  man  p  -\-  q  statt  p  zu  setzen,  wenn 
ausser  der  permanenten  Belastung  p  noch  die  mobile  Belastung  q 
zu  berücksichtigen  ist.    Für  diesen  FaU  wird  also: 

Die  zu  dem  Mittelstücke  BC  erforderliche  Materialmenge  hat 
nach  §  39  die  Grösse: 

Für  die  Materialmenge,  welche  zu  dem  ganzen  Träger  AD 
erforderlich  sein  würde,  erhält  man  hiernach  die  Gleichung: 

10)  2Ji-f-J=^-^|i^  JZ'— 3ia»  +  4a'j 

Wenn  z.  B.  -y-  =  -^  gesetzt  wird,  so  kann  man  dieser  Glei- 

chung,  indem  man  zugleich  l  =  \L  und  -j-  =  n  setzt,    auch   die 
folgende  Form  geben: 

11)  2Jf+J=  g|^{(6n  +  24i)p-|-(6n  +  25Ä)g}. 

Wenn  man  ferner  —  wie  bei  dem  in  §  39  berechneten  Zahlen- 
beispiele —  wieder  n  =  10  und  k  =  2  setzt,  so  erhält  man  den 
Werth : 


12)    2M+J  =  ^{54p  +  55g}. 
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Die  Vcrgleichung  desselben  mit  dem  in  §  39  (Gleichung  ID) 
gefundenen  Werthe  zeigt,  dass  die  e<:f orderliche  Materialmenge 
bei  gleichem  Ilöhenverhältniss  etwa  die  Hälfte  von  derjenigen 
Materialmenge  beträgt,  welche  für  den  an  beiden  Enden  frei  auf- 
liegenden Träger  erforderlich  sein  würde. 

Für  die  ganze  Materialmenge,  welche  zu  den  drei  zwischen 
den  Pfeilern  liegenden  Abtheilungen  des  in  Fig.  214  dargestellten 


Fig.  214. 


nr 


*  ^-^ 


7, 


nnL.4.,!— i 


-i-i 


iL 


iE 


r 


M 


a 


tl 


Brückenträgers  über  drei  Oeffnungen  erforderlich  ist,  so  ergiebt 
sich  hiernach  der  Werth: 

13)    4M  4-  3J.-^  ^'^.  (124p  +  127 q). 


§47. 
Bogenbiücke  mit  Scharnier. 

Bei  dem  in  Fig.  200  dargestellten  parabolischen  Träger  würde 
—  wie  in  §  40  erklärt  wurde  —  die  Blech-  oder  Gitter-Wand 
zwischen  den  beiden  Gurtungen  ganz  übei*flüssig  sein,  so  lange  die 
Belastung  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilt  ist. 
Denkt  man  sich  die  untere  horizontale  Gurtung  ebenfalls  hinweg- 
genommen, so  erkennt  man,  dass  die  horizontalen  Zugkräfte, 
welche  vorher  von  derselben  auf  die  beiden  Enden  des  Bogens 
übertragen  wurden,  in  diesem  Falle  ersetzt  werden  durch  die 
horizontalen  Gegendrücke  der  festen  Unterstützungspunkte.  Der 
Bogen  ist  nunmehr  zu  betrachten  als  eine  an  beiden  Endpunkten 
unterstützte  parabolische  Kette,  welche  unter  Einwirkung  der 
gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilten  Belastung 
in  ihrer  labilen  Gleichgewichtslage  sich  befindet. 

Bei  ungleichförmiger  Lastvertheilung  würde  die  Kette  eine 
Formänderung  erleiden,  und  wenn  eine  solche  verhindert  werden 
soll,  so  muss  die  Kette  auf  irgend  eine  Weise  abgesteift  werden. 
Diesen  Zweck  kann  man  dadurch  erreichen,  dass  man  die  hori- 
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zontale  Gartang  über  dem  Bogen  anbringt  und  mit  demselben 
durch  eine  Blech-  oder  Gitter-Wand  verbindet.  Denkt  man  sich 
alsdann  darch   die  Mitte    einen   Verticalschnitt   gelegt    and    die 

beiden    getrenn- 
Pig.  215.  ten  Hälften  durch 

ein  Scharnier  wie- 
der verbunden, 
so  erhält  man  die 
in  Fig.  215  dar- 
gestellte Bogen- 
brücke,  bei  wel- 
cher die  von  einem 
Einzelgewichte  Q 
hervorgerufenen 
Gegendrücke  der 
ünterstützungs- 
ponkte  durch  die 
in  der  Figur  angedeutete  Construction  des  Kräfteparallelogramms 
ermittelt  werden  können. 

Die  drei  Constructionstheile ,  aus  denen  das  Ganze  zusam- 
mengesetzt ist,  nämlich:  erstens  die  obere  horizontale  Gurtung, 
zweitens  die  antere  bogenförmige  Gurtung,  und  drittens  die 
zwischen  beiden  befindliche  Blech-  oder  Gitter- Wand  werden  durch 
das  Gewicht  Q  in  gespannten  Zustand  versetzt,  und  die  drei  Span- 
nungen, welche  in 
Fig.  216.  einem    bestimm- 

ten Vertical- 
schnitte  durch 
das  Gewicht  Q 
hervorgebracht 
werden ,  können 
mit  Hülfe  der  in 
§  42  erklärten 
Methode  der  sta- 
tischen Momente 
berechnet  wer- 
den. Zu  diesem 
Zwecke  hat  man 

für  den  zwischen  dem  Verticalschnitte  und  dem  Scharniere  be- 
findlichen Theil  dreimal  die  Gleichung  der  statischen  Momente 
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i  ..j. 


aufzustellen,  indem  man  bei  Berechnung  einer  jeden  von  den  drei 
Spannungen  den  jedesmaligen  Durchsclmittspunkt  der  zwei  anderen 
als   Drehpunkt   wählt.      Nach  Fig.  216   würde   also   bei   der   Be- 

Pig.  217.  rechnung   von  X 

j)  jftw  <ler  Punkt  iV,  bei 

der  Berechnung 
von  Z  der  Punkt 
3f,  bei  der  Be- 
rechnung von  81 
der  Punkt  L  als 
Drehpunkt  zu 
wählen  sein. 

Denkt  man  sich 
zugleich  die  bei- 
den Kräfte  Q  und 
D  durch  ihre  Mit- 
telkraft Ä=  W 
ersetzt,  so  über- 
zeugt man  sich 
leicht,  dass  die 
betreflfende  Span- 
nung allemal 
dann  gleich  Null 
wird ,    wenn   die 

Richtungslinie 
dieser  Mittelkraft 
ü  durch  den  be- 
treffenden Dreh- 
punkt selbst  hin- 
durchgeht. Es 
ergeben  sich  hier- 
aus die  in  Fig.  217, 
Fig.  218,  Fig.  219 
dargestellten  La- 
gen, welche  der 
Belastungspunkt 
haben  muss,  wenn 
resp.  X=0  oder 
Z=Oodera=0 
werden  soll. 


Flg.  219. 


Berechnung  der  oberen  horizontalen  Gurtung. 
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Mlims 


Hus 


§48. 
Berechnung  der  oberen  horizontalen  Onrtang. 

Die  Verticale  des  Punktes  0,  durch  welchen  die  Richtungs- 
liuie  des  Gewichts  Q  hindurchgehen  .muss,  wenn  die  Spannung  X 
gleich  Null  werden  soll,  zerlegt  die  ganze  Spannweite  in  zwei 
Abtheilungen,  welche  mit  den  Uebefcchriften  ;,Plus''  und  „Minus** 
bezeichnet  werden  können,   insofern   alle  Belastungen  der  einen 

Abtheilung  posi- 
Fi8-220.  tive,     alle     Be- 

lastungen der  an- 
deren Abtheilung 
dagegen  negative 
Beiträge  zu  der 
Grösse  -X  liefern 
würden  (Fig.220), 
Die  Spannung  X 
wird  ein  Maxi- 
I  mum,  wenn  die 
mit  „Plus^  be- 
^  zeichnete  Strecke 
aUein  belastet  ist, 
und  ein  Mini- 
mum, wenn  die  mit  ^Minus^  bezeichnete  Strecke  allein  belastet  ist. 
Für  die  Lage  des  Punktes  O  erhält  man  aus  Fig.  220,  indem 
man  die  Linie  OP  das  eine  Mal  als  Seite  des  Dreiecks  APO^ 
das  andere  Mal  als  Seite  des  Dreiecks  BPO  berechnet  und  die 
beiden  Werthe  alsdann  einander  gleich  setzt,  die  Gleichung: 

1)    (/-«)tge  =  (Z  +  «)tgo.    oder    y  =  -|j^|j- 

Die  Grössen  tg  cu  und  tg  e  sind  nach  Fig.  220  zu  berechnen  aus 
den  Gleichungen: 

l  —  X 


2)    tga.  =  ^, 


3)     tge  = 


In  letzterer  Gleichung  hat  man  für  y  den  aus  der  Parabel- 
Gleichung  : 

4^     *-  =  -?! 
'    f        V 


156 


Dritter  Abschnitt.    §  48. 


zu  entnehmeuden  Werth  einzusetzen.     Man  erhält  dann  für  ig  s 
die  Gleichung: 

5^     te.-/(^'-^'')      oder     t^.-/(^  +  ^) 
^)    ^^-  Pirr^y     öder     tge- ^, 

Wenn  man  für  die  Grössen  tg  e  und  tg  m  die  obigen  Werthe 
in  Gleichung  1)  substituirt,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

fi\     y  —       ^' 

Um  den  Druck  zu  berechnen,  welcher  im  Scharnierpunktc  O 
durch  die  Belastung  der  Plus-Abtheilung  hervorgebracht  wird,  hat 
man  nach  Fig.  221  und  Fig.  222  für  jede  der  beiden  Hälften  die 


Flg.  221. 


Flg.  222. 


Gleichung  der  statischen  Momente  aufzustellen  und  den  festen 
Unterstützungspunkt  dabei  als  Drehpunkt  zu  wählen;  man  erhält 
dann  die  Gleichungen: 

7)  Hf-Vl  =  qu{l-iul 

8)  Hf+Vl  =  iql\ 

Hieraus  ergeben  sich  für  die  beiden  Seitenkräfte  jenes  Druckes 
die  Werthe: 

,b)    r=.Ä (,_«)'. 

Die  Spannung  X,  welche  bei  diesem  Belastungszustande  an 
der  Stelle  M  hervorgebracht  wird,  kann  man  nunmehr  nach 
Fig.  223  berechnen  aus  der  Gleichung  der  statischen  Momente 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  N: 

11)     X{c  +  y)  =  qn(x^in)  —  Hy-}-Vx. 


Spannungen  im  Bogen. 
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Wenn  z.  B.  die  Werthe  l  =  20™,  /  =  5"»,   c  =  0",5,  q  =  20ÖO  Kil.  ge- 

«,^  Luv-  9  :j/)  «^^^"  ^'°^  ^"'^  fl-=10» 

Fig.«28r^JC^  gesetzt    wird,    so    er- 

geben sich  aus  den 
obigen  Gleichungen  die 
Werthe : 

y  =  1™,25, 
u  =  4", 

/r  =  54  400  Kil, 
F  =  6400  Kil., 

und  nach  Substitution 
derselben  erhält  man 
aus  Gleichung  11)  far 
X  den  Werth : 

X  =  +  34  200  Kil. 

Da  bei  Yoller  Belastung  X  =  0  ist,  so  muss  der  absolute  Werth  von  A^min) 
ebenso  gross  sein  wie  Xim^x);  also  ist: 

^!m"!  =±34 200  Kil. 
§  49. 

Spannungen  im  Bogen. 

Die  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Spannung  Z  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  wird,  sind  in  Fig.  224  durch  die  Ueberschriften 

Plus  und  Mi- 


Fig.  224. 


Minus 


1)    (/  —  t?)  tg  3  =  (/  -f-  v)  tg  CO     oder 


r 


nus  angedeu- 
tet. Die  durch 
den  Punkt  O 
gelegte  Ver- 
ticale  bildet 
die  Bela- 
stungsgrenze, 
und  die  Lage 
derselben  ist 
wie  im  vo- 
rigen Para- 
graphen zu 
bestimmen 
aus  der  Glei- 
chung: 

^g  £_^  tg  o> . 

tgS  +  tgO) 
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In  dieser  Gleichung  sind  für  die  Grössen  tg  e  und  tg  o>  resp.   die 
aus  Fig.  224  zu  entnehmenden  Werthe  zu  setzen: 


2)    tgs=jt{-. 


3)    tg«  =  ^, 


f7 


und  nach  Substitution  derselben  erhält  man  für  das  Verhältniss 
den  Werth: 

Den  Druck,  welcher  in  dem  Scharnierpunkte  C  stattfindet,  wenn 
die  mit  ^Minus^  bezeichnete  Abtheilung  allein  belastet  ist,   kann 


Fig.  226. 


Flg.  226. 


N 


// 


4L.  ■kü' 


I' 


l 


man  nach  Fig.  225  und  Fig.  226  berechnen  aus  den  Gleichungen : 

5)     Hf-Vl  =  ^pP  +  qv{l--^v), 
G)     Hf+Vl  =  i(p  +  q)P, 

aus  welchen  man  für  die  beiden  ScitcYikräfto  jenes  Druckes  die 

Werthe  erhält: 


Flg.  227. 


V 


7)  ^=1)-  + 
Ifi^  +  ^i-irY 

Um  die  Spannung  Z 
zu  berechnen,  welche 
bei  diesemBelastungs- 
zustande  an  der  Stelle 
A^  des  Rogens  statt- 
findet, hat  man  für  den  in  Fig.  227  dargestellten  Theil  die  Glei- 
chung der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  M: 
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9)    Z cos  a  .  (c  -|-  y)  =  —  ^V^^  —  qv{x  —  ^v)  —  Hc  —  Vx 

aufzustellen  und  die  darin  vorkommende  Grösse  cos  a  zu  berechnen 
aus  den  Gleichungen: 

10)    cos« —-> ,  11)    tga  =  4?^  =  ^. 

Wenn  die  permanente  Belastung  p  =  1200  Eil.  pro  Meter  gesetzt  wird, 
und  ausserdem  wieder  die  im  vorigen  Paragraphen  angenommenen  Zahlon- 
werthe:  g  =  2000  Kil.,  Z=20'°,  /=5™,  c  =  CP^  substituirt  werden,  so 
erhält  man  für  x  =  10™  die  Werthe : 

y  =  l-,25,  t>  =  7»5,  7/=  112 375 Kü.,  F=3906Kü.,  tga=^-^,  cos  a  =  0,97, 

und  mit  Benutzung  derselben  erhält  man  aus  Gleichung  9)  für  das  Minimum 
von  Z  den  Werth: 

Z(«in)  =  —  146  700  Kil. 

Um  das  Maximum  von  Z  zu  berechnen,  würde  man  die  Plus- 
Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  im  Uebrigen  auf  ana- 
loge Weise  zu  verfahren  haben.    Man  findet  alsdann: 

2^»«)  =  —  34  800  Kü. 
und  überzeugt  sich  auf  diese  Weise,   dass   die  Berechnung  der 
Grösse  ^J»«)  überflüssig  war,   insofern  bei  der  Bestimmung  der 
an  dieser  Stelle   erforderlichen  Querschnittsfläche  des  Bogens  die 
Zahl  Z^„j„j  den  Ausschlag  geben  wird. 

Denkt  man  sich  den  Verticalschnitt  MN  durch  den  Punkt  F 
hindurchgelegt  (Fig.  224),  so  erkennt  man,  dass  in  diesem  Falle 
die    drei    Punkte  O,  ilf,  F  in    dem    Punkte  F  zusammentrefien 

würden.   Für  diesen  Fall  wird  x  =  7 =  -y^,  und  diesem  Werthe 

^"^        ^    cl 
entspricht  nach  Gleichung  4)  der  Werth  v  =   ^,-  =  x.     Wenn  x 

cl  *' 

kleiner  ist  als  -^r,   d.  h.  wenn  der  Verticalschnitt  zwischen   den 

beiden  Punkten  F  und  E  hindurchgeht,  so  giebt  es  keinen  Null- 
punkt mehr,  d.  h.  keine  Stelle,  welche  als  Belastungspunkt  ge- 
wählt den  Werth  Z  =  0  ergeben  würde.  In  diesem  Falle  tritt 
also  die  stärkste  Spannung  des  Bogens  bei  voller  Belastung  ein. 
Es  ist  daher  die  betreffende  Abtheilung  des  Bogens  wie  eine  pa- 
rabolische Kette  mit  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection 
vertheilter  Belastung  zu  berechnen.  So  z.  B.  würde  für  den 
Scheitelpunkt  selbst  die  grösste  Druckspannung  des  Bogens  zu 
berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 

12)    H,^.,  =  -^/^  =  128 000 Kil. 
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Fig.  228. 


x-s    L 


§  50. 
Berechnung  der  Blech-  oder  Gitter -Wand. 

Die  Lage  des  Punktes  Z»,   welcher  bei  der  Berechnung  der 
verticalen  Abscheerungskraft  31  als  Drehpunkt  zu  wählen  ist,  kann 

nach  Fig.  228 
berechnet  wer- 
den   aus    der 
Gleichung: 
1)  X  —  z  = 

tga 
Wenn  man 
hierin  die  aus 
der  Parabel- 
Gleichung  und 
deren      DifFe- 


renzial  -  Gleichung : 

2)  y-= 


_ 


3)    ^  = 


■V 


resp.  für  die  Grössen  y  und  tg  a  zu  entnehmenden  Werthe  sub- 
stituirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  für  «  aufgelöst  die  Form  an: 

Die  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Kraft  3(  ein  Maximum 

oder  Minimum 

Fig.  229.  yfl^^     gi^j    jj^ 

Mirais  Plus  _  ^,  ,,.     ,^^  ,       _ 

1*  lg.  229  durch 

die        Ueber- 

schriften 
„Plus"  und 
„Minus"  ange- 
deutet. Die 
Verticale  des 
Durchschnitts- 
punktes O  bil- 
det die  Bela- 
stungsgrenze, 
und  die  Lage 

derselben  ist  wie  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  zu  bestimmen 

aus  der  Gleichung: 


Berechnung  der  Blech-  oder  Gitter -Wand. 
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5)    (Z-t.)tgs  =  (/  +  t.)tgco    oder    t  =  ^+^' 

In  dieser  Gleichung  sind  für  die  Grössen  tg  s  und  tg  w  resp.  die 
Werthe  zu  setzen: 


6) 


tge=      ^-^ 


7) 


tga>  =  4 


l  —  z' 

worauf  dieselbe   nach   Substitution    des    oben    für   z   gefundenen 
Werthes  die  Form  annimmt: 

fx^  —  cl{l  —  2x) 


w 

l 


8)    -7  = 


fx{4l  —  x)-^cl{l  +  2x) 

Da  bei  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilter 
Belastung  keine  Abscheerungsspannung  in  der  Blech-  oder  Gitter- 
Wand  stattfindet,  so  darf  die  permanente  Belastung  bei  der  Be- 
rechnung der  Grösse  21  unberücksichtigt  gelassen  werden.  Um 
das  Maximum  von  Ä  zu  berechnen,  hat  man  die  mit  ^Plus"  be- 
zeichnete Abtheilung  allein  belastet  anzunehmen  und  die  beiden 

Fig.  aaerJÜ  Seitenkräfte        des 

durch  diese  Bela- 
stung im  Schamier- 
punkte  hervorge- 
brachten Druckes 
nach  den  Gleichun- 
gen 9)  und  10)  des 
§  48  zu  berechnen, 
indem  man  darin  w 
statt  u  setzt.  Die  bei 
diesem  Belastungs- 
zustande stattfin- 
dende verticale  Abscheerungskraft  kann  man  alsdann  nach  Fig.  230 
berechnen  aus  der  Gleichung: 

9)     a  (ä  ~  a)  =  qw  (z  —  ^w)  +  Äc  +  Vz. 

Wenn  man  mit  Beibehaltung  der  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen 
aogenommenen  Zahlenwerthe :  Z  =  20™,  f^b"",  c  =  0^,5,  g  =  2000  Kil. 
wiederum  x  =  10"  setzt,  so  wird : 

;?  =  3™,    w  =  2'",564,    i/=49  600Kil.,     F=7600Kil., 

und  man  erhält  aus  Gleichung  9)  für  das  Maximum  von  9  den  Werth: 

«^„„j  =  +  8060  Kil. 

Ebenso  gross  ist  aach  der  absolute  Werth  von  ^min);  denn  bei  voller  Be- 
lastung ist  91  =  0,  folglich  auch  ^max)  -f-  9l(min)  =  0. 

Bitter,  Ingenieur- Mechanik .  IX 
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Denkt  man  sich  in  Fig.  229  tien  Verticalschnitt  MN  ^o  ge- 
legt, dass  der  Drehpunkt  L  mit  dem  Punkte  F  zusammenfallt, 
so  erkennt  man,  dass  in  diesem  Falle  auch  der  Punkt  O  mit  dem 

Punkte  F  zusammentrifft.      Diesem   Falle    entspricht  der  Werth 

cl 
z  =  -  ^   und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  Glei- 
chung 4)  für  X  den  zugehörigen  Werth: 


10) 


X 


=  y  (1+1^14- -{[  =  «^033. 


Plu« 


Fig.  231. 
MinuB  Plua 


Wenn  ein  anderes  Mal  der  Verticalschnitt  eine  solche  Lage 

hat,  dass  der 
Drehpunkt  L 
mit  dem 

Punkte  G  zu- 
sammenfallt 
(Fig.  231),  so 

wird      W  =rr  0, 

und  diesem 
Falle  ent- 
spricht nach 
Gleichung  8) 
der  Werth: 


..)  ^='} 


1-1+1/ 


1  -f  ^}  =  4"',633. 


Wenn  x  zwischen  diesen  beiden  Grenzwerthen  liegt,  d.  h. 
wenn  der  Verticalschnitt  MN  eine  solche  Lage  hat,  dass  der 
Drehpunkt  L  zwischen  die  beiden  Punkte  F  und  G  fällt,  so  ist 
die  Berechnung  nach  Fig.  231  auszuführen,  in  welcher  wiederum 
durch  die  Ueberschriften  ;,Plus**  und  „Minus"  die  Belastungs- 
zustände  für  ?((^„),und  8l(min)  angedeutet  sind. 

So  würde  man  z.  B.  für  den  Fall :  x  =  8",  welchem  nach  Gleichung  4) 
und  Gleichung  8)  die  Wertho  z  =  1",5  und  w  =  1"",7284  entsprechen,  indem 
man  im  Uebrigen  die  oben  erklärte  Berechnungsmethode  wiederum  anwendet, 
den  Werth  finden: 

«  {r}  =  +  6127  Kil. 

Wenn  endlich  der  Verticalschnitt  MN  eine  solche  Lage  hat, 
dass  der  Drehpunkt  L  in  die  Strecke  rechts  von  dem  Punkte  G 
fällt,  d.  h.  wenn  x  noch  kleiner  ist  als  der  untere  von  den  beiden 


Hängebrücke  mit  Scharnier. 
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obigen  Grenzwerthcn,  so  bildet  der  Verticalschnitt  selbst  die  Be- 
lastungsgrenze,   und    die    Berechnung    ist    für   diesen  Fall    nach 

Fig.  232  auszu- 
führen, in  welcher 
wiederum  durch 
die  Ueberschrif- 
ten    „Plus"    und 


Fig.  232. 


Plus 


Minus 


s^: 


I  ^Minus«  die  Be- 
lastungszustände 
fiira[(.„„)  und  »(„,„) 
angedeutet  sind. 

So  z.  B.  erhält 
^  man  für  den  Werth 
a;  =  4",  welchem 
nach  Gleichung  4) 
der  Werth  r  =  —  3""  entspricht,  indem  man  im  üehrigen  die  ohen  erklärte 
BerechnoDgsmethode  wiederum  anwendet,  den  Werth: 

«  {-"}  =  +  4571  Kil. 

§51. 
Hängebrücke  mit  Scharnier. 

Wenn  man  die  in  den  vorigen  drei  Paragraphen  gefundenen 
Spannungszahlen  sämmtlich  mit  „Minus  Eins^  multiplicirte ,  so 
würden  dieselben  für  die  umgekehrte  (hängende)  Lage  der  Brücke 
gelten.      Die   mittlere   Abtheilung   der   in  Fig.  233   dargestellten 


Fig.  «89: 

13^ 


Hängebrücke  kann  daher  auf  dieselbe  Weise  wie  Fig.  215*  berech- 
net werden,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  für  eine  von  den  beiden 
Seiten- Abtheilungen  AE  oder  BF  die  Berechnung  der  drei  Span- 


11* 


1«4 
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nungen  K,  Z^  H  za  erklären.  Bei  voller  Belastung  —  sowie  über- 
haupt bei  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  der  ganzen 
Brücke  vertheilter  Belastung  —  befindet  sich,  wie  man  leicht  er- 
kennt, jede  von  den  beiden  Seiten- Abtheilungen  genau  in  dem- 
selben Spannungszustande  wie  eine  von  den  beiden  Hälften  der 
Mittel-Abtheilung.  Es  darf  daher  bei  der  Berechnung  der  in  den 
vorigen  Paragraphen  mit  X  und  Ä  bezeichneten  Spannungen  die 
permanente  Belastung  auch  hier  unberücksichtigt  gelassen  werden. 
Die  Art  und  Weise,  wie  das  an  irgend  einer  Stelle  der  mitt- 
leren Abtheilung  aufgehängte  Einzelgewicht  Q  durch  die  Wider- 
stände der  vier  Aufhängepunkte  E^  A,  B^  F  aufgehoben  wird, 
kann  man  sich  durch  die  in  Fig.  233  angedeutete  Construction 
veranschaulichen.  Da  von  den  beiden  Aufhängepunkten  A  und  B 
stets  nur  verticale  Gegendrücke  auf  die  Brücke  übertragen  werden 
können,  so  haben  die  horizontalen  Seitenkräfte  der  vier  Wider- 
stände li^  W,  TT,,  Ä,  sämmtlich  dieselbe  Grösse,  und  diese  Ho- 
rizontalkraft kann  auf  dieselbe  Weise  berechnet  werden  wie  bei 
der  Bogcnbrücke  Fig.  215  die  horizontale  Seitenkraft  des  in  dem 
Scharnierpunkte  C  hervorgebrachten  Druckes.  Eine  Belastung 
der  Seiten- Ahtheilung  AE  erzeugt  an  den  beiden  Unterstützungs- 
puiikten  A  und  E  verticale    Gegendrücke,    welche    auf   dieselbe 


Fig.  234. 


Weise  zu  berechnen  sind  wie  bei  einem  (an  beiden  Enden  frei 
aufliegenden)  Balkon  auf  zwei  Stützen  (Fig.  234). 

Wenn  man  auf  solche  Weise  zuvor  die  äusseren  Kraftwir- 
kungen ermittelt  hat,  welche  bei  einer  bestimmten  Lage  der  Be- 
lastung Q  auf  die  Abtheilung  AE  übertragen  werden,  so  kann 
man  nachher  die  in  den  drei  Constructionstheilen  derselben  her- 
vorgebrachten inneren  Spannungen  X,  Z,  ä  wiederum  mittelst  der 
Methode  der  statischen  Momente  berechnen.  Indem  man  sich 
den  Belastungspunkt  allmählich  von  F  bis  E  fortrückend  und  für 


BerechnuDg  der  horizontalen  Gurtung. 
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jede  Lage  desselben  jene  Berechnung  wiederholt  denkt,  findet  man 
auf  ähnliche  Weise  wie  bei  der  in  den  vorigen  Paragraphen  be- 
rechneten Bogenbrücke  diejenigen  Belastungszustände,  bei  welchen 
die  betreffende  Spannung  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  wor- 
auf dann  die  Berechnung  der  Spannungszahlen  selbst  auf  die  in 
den  folgenden  Paragraphen  erklärte  Weise  ausgeführt  werden  kann. 


§  52. 
Berechnung  der  horizontalen  Ourtung. 

Für  die  Belastungen  und  Dimensionen  sind  die  in  §  48  an- 
genommenen Zahlenwerthe  beibehalten.  Die  Belastungszustände, 
bei  welchen  die  Spannung  X  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird,    sind   in    Fig.  235    durch    die    üeberschriften   ;,Plus^    und 


Rufl 


Fig.  235. 


NuU 


^ Minus**  angedeutet.  Die  Ueberschrift  Null  über  der  Abtheilung 
BF  bedeutet:  dass  die  Belastungen  dieser  Abtheilung  gar  keinen 
Beitrag  zu  der  Spannung  X  liefern.  Bei  Belastung  der  ;,Minus**- 
Abtheilung  entsteht  in   der   Kette    eine   Horizontalspannung  von 

der  Grösse: 


Fig.  236. 


l)H 


SOOOOKil. 


Dieselbe  Grösse  hat  auch 
die  horizontale  Seiten- 
kraft des  Widerstandes 
JB,  welcher  bei  diesem 
Belastungszustände  von 
dem  festen  Punkte  E 
auf  die  Brücke  über- 
ragen wird.  Nach  Fig.  236  hat  also  die  verticale  Seitenkraft 
dieses  Widerstandes  die  Grösse: 
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2)  F=jytgü>  =  80000. -^  =  20000 KU. 

Das  Minimum  von  X  ist  nunmehr  nach  Fig.  236  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

3)  X.{c  +  y)  =  Hy^Vx, 

in  welcher  die  Werthe  //=  80000,  F--^  20000,  c  =  0-,5  zu  sub- 
stituiren  sind.    Für  x  =  10"  ist  y  ^^  1",25  zu  setzen,  und  es  wird : 

^1    oo^  X^^i»,  =  —  57 143  KiL 

Flg.  237.  ^     ' 

Um  das  Maximum  von 
X  zu  berechnen,  würde 
man  die  „PIus-Abtheilung"^ 
allein  belastet  anzunehmen 
haben,  und  für  diesen 
Belastungszustand  nach 
Fig.  237  die  Gleichung  er- 
halten: 

4)     X(c  +  y)  =  iqlx 

—  iqx\ 

welche  nach  Substitution  der  Werthe:  7  =  2000,  ^  =  20'»,  c  =  0",5, 
X  =  10",  y  =  1",25  für  X  aufgelöst  die  Form  annimmt: 

-^(n.«)  =  +  57 143  Kil. 

Es  ergiebt  sich  also  wiederum,  dass  die  Grössen  X^^^^  und 
-^(mjn)  gleiche  absolute  Werthe  haben,  dass  also  bei  voller  Be- 
lastung X=0  wird,  und  es  bestätigt  sich  die  Richtigkeit  der  im 
vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Behauptung:  dass  die  perma- 
nente Belastung  keine  Spannung  in  der  horizontalen  Gurtung 
hervorbringt. 

§53. 

Spannungen  der  Kette. 

Die  Spannung  Z  kann  man  sich  in  die  beiden  Theile  Z^  und 
Zq  zerlegt  denken,  von  denen  ersterer  durch  die  permanente,  letz- 
terer durch  die  mobile  Belastung  hervorgebracht  wird.  Die  von 
der  permanenten  Belastung  hervorgebrachte  Horizontalspannung 
der  Kette  hat  die  Grösse: 

1)    Äp  =  ^  =  48000 Kil. 


Spannangen  der  Kette. 
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Die  Spannung  Zp  ist  daher  für  diejenige  Stelle,  an  welcher 
die  Kettenrichtung  den  Winkel  a  mit  der  Horizontalen  bildet,  zu 
berechnen  aus  der  Gleichung: 

in  welcher  für  die  Grösse  tg  a  der  aus  Gleichung  12)  des  §  49 
zu  entnehmende  Werth  einzusetzen  ist. 

So  z.  B.  erhält  man  für  i;  =  10*°  aus  jener  Gleichung  den  Werth 
tg  a  =  -j- .    An  dieser  Stelle  ist  also : 

3)    2i  =  4800o|/l  +  (jy  =  49478KU. 

Die  Belastungszustände,  bei  welchen  die  Grösse  Z^  resp.  ein 


.^fius. 


Fig.  238. 


Null 


E— 


\>,^. 
^:^ 
^i%. 


Maximum  und  ein  Minimum  wird,   sind  in  Fig.  238  durch  die 
üeberschriften  „Plus"  und  ^Minus"   angedeutet.     Für  das  Maxi- 
mum von  Z^  erhält  man 
Fi«-  239.  nach  Fig.  239  die  Glei- 

chung: 

4)     Z^  cos  a  (y  +  c) 

=  ffc  -f  Vx, 

in  welcher  für  die 
Kräfte  H  und  V  wie- 
derum die  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  des 
vorigen     Paragraphen 

angegebenen  Werthe  zu  substituiren  sind.    Für  das  Minimum  von 

Z  erhält  man  nach  Fig.  240  die  Gleichung: 

5)    Z^  cos  a  (y  -|-  ^)  =  i  5'^^  —  i?^2c. 


/" 


Für   X  =  10»'    und    y  =  l'",25    ist    wieder =  1M  +  ( — )      zu 

•'  cos  a  r  \  4  / 

setzen,  und  es  ergeben  sich  aus  den  letzteren  beiden  Gleichungen  die  Werthe 

Z^  (««x)  =  +  141 368  Kü.,    Z,  (min)  =  -  58  903  Kil. 
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Mit  Benutzung  des  in  Gleichung  3)  für  Zp  gefundenen  Werthes  erhält  man 
ounmehr  fttr  das  Maximum  und  das  Minimum  der  Spannung  Z  selbst   die 

Werthe : 


Fig.  240. 


^qlk 


Z 


-^(max)  =  +  49  478  +  141  368 
=  + 190846  Kü., 

2(min)  =  +  49  478  —  58  91)3 
=  -  9425  KU. 

Bei  der  Bestimmung  des 
Querschnitts  der  Kette  würde 
man  also  Rücksicht  darauf 
>X  zu  nehmen  haben,  dass  in 
derselben  gelegentlich  auch 
Druckspaunungen  stattfinden 
können. 


§54. 


Berechnung  der  Blech-  oder  Gitter -Wand. 

Bei  Berechnung  der  verticalen  Absclieerungsspannung  ä  darf 
wiederum    die    permanente    Belastung    unberücksichtigt    gelassen 


Pill« 


Flg.  241. 
MinuR 


Null 


»»      '.*    V/* 


V'  * 


Fig.  242. 


werden,  insofern  |eine  gleichförmig  über  die  Ilorizontalprojection 

der  ganzen  Brücke  ver- 
or  theilte     Belastung     aus- 

schliesslich in  der  Kette 
Spannungen  hervorbringt. 
Die  Belastungszustände, 
bei  welchen  die  Spannung 
91  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum wird,  sind  in 
Fig.  241  durch  die  üeber- 
schriften  „Plus*'  und  „Mi- 
nus^ angedeutet.  Für  das  Minimum  von  81  erhält  man  nach 
Fig.  242  die  Gleichung: 


Berechnung  der  Blech-  oder  Gitter -Wand. 
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Fig.  243. 


1)     ^(;x  —  z)  =  —  Hc~^  Vz, 

in  welcher  für  H  und  V  wieder  die  in  den  Gleichungen  1)  und  2) 
des  §  52  angegebenen  Wqrthe  zu  substituiren  sind. 

Für  X  =  10"  ist  -?  =  3"  zu  setzen  (nach  §  50,  Gleichung  4) ,  und  man 

erhält  aus  obiger  Gleichung  den 
Werth: 

«(min)  =  -  14  286  Kil. 

Das  Maximum  von  %  würde  nach 
Fig.  243  zu  berechnen  sein  aus 
der  Gleichung: 

2)     %{x''z)==^qlz  + 

qx(\x  —  z)    oder: 
«(max)  =  H-  14  286  Kü. 

Die  obige  Berechnungs- 
weise entspricht  der  Voraus- 
setzung: dass  der  Drehpunkt 
L  rechts  von  der  Verticalen  des  Punktes  E  liegt.  Wenn  statt 
dessen  der  Verticalschnitt  MN  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Dreh- 
punkt L  in  die  Strecke 
^  OJ  faUt  (Fig.  244),  so 
ist  die  Berechnung  nach 
Fig.  245  auszufuhren, 
und  wenn  der  Drehpunkt 
L  links  von  dem  Punkte 
O  liegt,  so  ist  die  Be- 
rechnung nach  Fig.  246 
auszuführen. 

Die  Grenzfälle  sind   diejenigen  beiden  Fälle,   in  welchen  der 
Drehpunkt  L  entweder  mit  dlBm  Punkte  J  oder  mit  dem  Punkte  O 


Fig.  244. 


O^ 


f 


._Ptas, 


Fig.  245. 
Minus 


Null 


0- 


selbst  zusammenfällt.    Dem  ersteren  entspricht  der  Werth  z 
oder  (nach  §  50,  Gleichung  4)  der  Werth: 


=  0, 


m 
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3) 


X  =  lY^  =  er, S24. 


el 


Dem  letzteren  Grenzfalle  entspricht  der  Werth  s  =s 7-,  oder 

(nach  §  50,  Gleichung  11)  der  Werth:  J 

4)  .»  =  ^jf  }- 1  +Vl  +  -{-(  =  4-,633. 

Es  sind  also  bei  der  Berechnung  von  9  die  folgenden  drei  Fälle 
zu  unterscheiden: 

<  6"',324 

>  4-,633 ' 

Für  den  ersten  ist  die  Berechnung  nach  Fig.  241,  für  den  zweiten 
nach  Fig.  245,  für  den  dritten  nach  Fig.  246  auszuführen. 


X  >  6",324,         X 


X  <  4-,633. 


Fig.  246. 


Plus 

• — ». 


Minus 


Plus 


Null 


So  z.  B.  würde  man  für  den  Werth  x  =  6",  welcliem  (nach  §  50,  Glei- 
chung 4)  der  Werth  z~—  -"  eutepricht,  indem  man  die  Berechnung  von 
9  nach  Fig.  245  ausführt,  den  Werth  erhalten: 

«C:}=±577»Kil. 

Für  X  =  4™  wird  z  =  —  3"",  und  man  erhält,  indem  man  die  Berechnung 
von  %  nach  Fig.  246  ausführt,  den  Werth: 

«  {Z}  =  t  MW  KiL 


Vierter  Abschnitt. 

Theorie  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken. 


§55. 

BereduHing  der  zerknickenden  Kraft  für  eine  prismatische 

Stange  mit  freien  Enden. 

Die  in  §  4  gefundene  allgemeine  Differenzial- Gleichung  der 
elastischen  Linie: 

1)  Ez^=m 

darf  auch  für  den  in  Fig.  247  dargestellten  Fall  als  gültig  be- 
trachtet werden,  bei  welchem  der  gebogene  Stab  durch  zwei  an 

den     beiden     End- 
Fig.  247.  punkten  desselben  in 

der  Richtung  ihrer 

Verbindungslinie 
wirkende  Druck- 
" kräfte  im  Gleichge- 
wichtszustande ge- 
halten wird.  In  obiger  Gleichung  bedeutet  Tl  die  Grösse  des 
Biegungsmomentes  für  denjenigen  Punkt  der  elastischen  Linie, 
dessen  Coordinatcn  x  und  y  sind.  Dieses  Biegungsmoment  ist 
als  eine  positive  oder  negative  Grösse  in  Rechnung  zu  bringen, 
je  nachdem  die  Grösse: 

2)  -^  =        =  ^^y 

^     dx^  dx  dx 

eine  positive  oder  negative  Grösse  ist.  Da  nach  Fig.  247  die 
Grösse  tg  f  mit  wachsendem  x  abnimmt,  so  ist  dasselbe  hier  ne- 
gativ, also: 

3)    m  =  —  Ky 
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zu  setzen,   und  man  erhält  für  den  vorliegenden  Fall  die  DifFe- 
renzial  -  Gleichung : 

Bei  einer  prismatischen  Stange  ist  die  Grösse  X  als  Träg- 
heitsmoment der  Qucrschnittsääche  eine  von  x  unabhängige  con- 
stante  Grösse,  und  wenn  man  abkürzungsweise  die  constante  Grösse : 

setzt,  so  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die  folgende  Form 
geben : 

Durch  zweimalige  Integration  derselben  erhält  man  alsdann  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

7)  y  =  4  sin  Äse  -j-  -B  cos  fcc, 

in  welcher  die  beiden  Integi*ations- Constanten  ^  und  B  auf  fol- 
gende Weise  bestimmt  werden  können. 

Naoh  Fig.  247  muss  für  jc  =  0  auch  y  =  0  sein ;  man  erhält 
also  für  die  Constante  B  die  Gleichung: 

8)  0  =  0  +  Ä 

Wenn  ferner  mit  /  die  grösste  Durchbiegung  oder  der  grösste 
Werth  von  y  bezeichnet  wird:  nämlich  derjenige  Werth,  welchen 
y  für  sin  Ä:.!;  r=  1  annimmt,  so  ist  die  Constante  ^  =^/  zu  setzen, 
und  man  erhält  für  die  elastische  Linie  die  Gleichung: 

9)  y  =/8in(Ä:a;). 

Da  in  der  Theorie  der  elastischen  Linie  stets  eine  geringe 
Grösse  der  Durchbiegung  vorausgesetzt  wird,  so  darf  der  Unter- 
schied zwischen  der  Sehnenlängo  AB  und  der  Bogenlänge  AB  =  L 
vernachlässigt  werden.  Es  ist  also  nach  Fig.  247  für  a?  =  L  eben- 
falls y  =  0  zu  setzen;  folglich  ist  0  =  8inAZf,  oder: 

10)  kL  =  mit, 

in  welcher  letzteren  Gleichung  der  Buchstabe  m  irgend  eine  ganze 
Zahl  bedeutet.  Wenn  man  den  aus  dieser  Gleichung  für  die  Con- 
stante k  zu  entnehmenden  Werth  in  den  Gleichungen  5)  und  9) 
substituirt,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 

11)  K^ 2,2 '  1^)    2/=/8in(— ^)i 

in  welchen  die  Theorie  des  vorliegenden  Falles  enthalten  ist. 


Theorie  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken. 
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Die  Gleichung  11)  giebt  an,  wie  gross  die  beiden  Kräfte  K 
sein  müssen,  um  bei  dem  willkürlich  angenommenen  Biegungs- 
znstande den  Stab  im  Gleichgewichte  zu  halten.  Sie  zeigt  zu- 
gleich, dass  diese  Kraftgrösse  unabhängig  ist  von  der  Grösse  der 
Durchbiegung.  Dieselbe  Kraftgrösse  würde  also  auch  ausreichen, 
um  den  Stab  so  stark  zu  biegen,  dass  die  Maximalspannung  in 
demselben  die  Elasticitäts^enze  oder  gar  die  Festigkeitsgrenzo 
überschreitet  Die  Gleichung  11)  enthält  daher  den  allgemeinen 
Ausdruck  für  die  Grösse  der  zerknickenden  Kraft. 

Um  die  Bedeutung  der  Constanten  m  zu  erkennen,  hat  man 
fiir  dieselbe  der  Reihe  nach  die  Zahlen werthe  1,  2,  3,  4  ...  in 
den  obigen  beiden  Gleichungen  zu  substituiren  und  gelangt  dabei 
zu  den  folgenden  Resultaten: 


Für  »1  =  1  wird  K  = 


TT 


'E% 


m  =  2 


w»  =  3 


wi  =  4 


K  = 


K== 


K  = 


9t.'EZ 

hW.^E% 


und  y=fsm^^y 


r3s; 


Fig.  248. 


Fig.  250. 


in=4 


K 


Fig.  251.  welche  man  resp. 
durch  die  Figuren 
248,  249,  250,  251 

sich  veranschau- 
lichen kann.  Die- 
selben zeigen,  dass 
—  abgesehen  von 
den  Grenzen,  wel- 
che durch  die 
Grösse  des  Festigt 
keits  -Coefficienten 
bedingt  sind  —  auf 
unendlich  viele  ver- 
schiedene Arten 
der  gebogene  Stab 
durch  die  beiden 
Druckkräfte  Ä^  im 
Gleichgewichtszu- 
stande      gehalten 


174 


Vierter  Abschnitt.    §  56. 


resp.  zerknickt  werden  Jcann,  und  jedem  dieser  yersehiedenen 
Fälle  entspricht  ein  besonderer  Werth  der  Kraft  K.  Der  kleinste 
Werth  der  zerknickenden  Kraft  entspricht  dem  in  Fig.  248  dar- 
gestellten Falle.  Wenn  daher  nicht  besondere  günstige  Umstände 
vorhanden  sind,  durch  welche  der  Stab  veranlasst  wird,  bei  ein- 
tretender Biegung  eine  der  in  den  übrigen  Figuren  dargestellten 
Biegungsformen  anzunehmen  —  was  z.  B.  dann  der  Fall  sein 
würde,  wenn  einzelne  Punkte  der  elastischen  Linie  verhindert 
werden,  aus  der  geraden  Verbindungslinie  der  beiden  Endpunkte 
seitwärts  herauszutreten  —  so  wird  die  Grösse  der  zerknickenden 
Kraft  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 

13)  jr  =  ^^. 


Fig.  252. 


§56. 
Prismatische  Stange  mit  eingemauerten  Enden. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Gleichung 
zeigt,  dass  die  zerknickende  Kraft  dem  Quadrate  der  Länge  um- 
gekehrt proportional  ist.     Es  würde  also  z.  B.  für  eine 

Stange  von  der  Länge  -^  die  zerknickende  Kraft  die 

vierfache  Grösse  annehmen.  Da  bei  der  zweifach  ge- 
bogenen Stange  (Fig.  249)  das  Biegungsmoment  in  der 
Mitte  der  Stange  gleich  Nullest,  so  würde  man  an 
dieser  Stelle  die  Stange  durchschneiden  und  an  der 
SchnittsteUe  ein  Scharnier  einschalten  können,  ohne 
dass  die  Spannungszustände  der  Stange  dadurch  ge- 
ändert werden.  Man  kann  daher  die  zweifach  gebogene 
Stange  auch  betrachten  als  zusammengesetzt  aus  zwei 
durch  ein  Scharnier  verbundenen  einfach  gebogenen 
Stangen  und  demgemäss  die  zerknickende  Kraft  für 
dieselbe  ebenfalls  nach  Gleichung  13)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen berechnen,  indem  man  darin  \L  statt  L  setzt 
(Fig.  252).  Ebenso  kann  man  die  dreifach  gebogene 
Stange  (Fig.  250)  als  aus  drei  einfach  gebogenen  Stangen  von 
der  Länge  \L  zusammengesetzt  betrachten.  Bei  der  in  Fig.  253 
dargestellten  dreifach  gebogenen  Stange  von  der  Länge  l  hat  also 
nach  Gleichung  13)  des  vorigen  Paragraphen  die  zerknickende 
Kraft  die  Grösse: 


\K 


Prismatische  Stange  mit  eingemauerten  Enden. 
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1)     K  = 


■R 


'EX 


(.W 


Da  der  Gleichgewichtszustand  dieser  Stange  keine  StcJnmg  erleidet, 
Fig.  253.  Flg.  254.  wenn  die  untere  Hälfte  des  unteren  Drit- 
tels und  die  obere  Hälfte  des  oberen  Drit- 
tels in  feste  Wände  eingeschlossen  werden, 
so  gilt  diese  Gleichung  auch  für  den  in 
Fig.  254  dargestellten  Fall,  und  man  erhält, 
indem  man  ^L  statt  ^l  setzt,  für  diesen 
Fall  die  Gleichung: 


2)    K  = 


4n'EZ 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  bei  einer 
Stange,  an  deren  beiden  Enden  die  Tan- 
gentenrichtungen der  elastischen  Linie  durch 
Kräftepaare  unverändert  erhalten  werden  — 
wie  z.  B.  bei  einer  zwischen  festen  Wänden 
eingeklemmten  Säule,  deren  Endplatten  an 
die  ebenen  Wandflächen  sich  anlegen  —  die 
zerknickende  Kraft  viermal  so  gross  ist  als 
für  eine  Stange  mit  freien  Enden. 
Für  die  in  Fig.  255  dargestellte  einfach  gebogene  Stange  von 
der  Länge  l  hat  die  zerknickende  Kraft  die  Grösse: 


:^mM 


3)    K  = 


TZ^EZ 


Denkt  man  sich  die  untere  Hälfte  der- 
selben in  eine  feste  Wand  eingeschlossen, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  256  dar- 
gestellten Falle  und  erhält,  indem  man 
2L  statt  1  setzt,  für  diesen  Fall  die 
Gleichung: 

4)    K=\^£fi-. 

welche  zeigt,  dass  bei  der  nur  an  einem 
Ende  eingemauerten  Stange  die  zer- 
knickende Kraft  nur  den  vierten  Theil 
beträgt  von  derjenigen  Kraft,  welche  die 
an  beiden  Enden  freie  Stange  zerknicken  würde. 
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§  57. 

Stange  mit  yeränderlieheni  Querschnitte. 

Die  grösstc  in  einem  bestimmten  Querschnitte  der  gebogenen 
Stange  stattfindende  Druckspannung  kann  betrachtet  werden  als 
zusammengesetzt  aus  zwei  Theilen:  den  einen  Theil  bildet  die 
gleichförmig  über  die  ganze  Querschnittsfläche  vertheilte  Druck- 
spannung, welche  die  Druckki-lifte  K  ohne  Vorhandensein  einer 
Riegung  hervorgebracht  haben  würden;  den  anderen  Theil  bildet 
die  dem  Biegungsmomente  Ky  entsprechende  grösste  ßiegungs- 
'  Spannung,  welche  an  der  concaven  Seite  ebenfalls  eine  Druck- 
Spannung  ist.  Diese  letztere  ist  (nach  §  2,  Gleichung  12)  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 

1)     S  =  J.Ay, 

und  nach  der   in   Fig.  257  gewählten   Bezeichnungsweise  nimmt 

Pig  257.  dieselbe  in  der  Mitte 

■Pi  der      Stange      den 

?             ^  Werth  an: 

X^,,.^ T •..^  2^  S  =  *^*-    Kf 

"     ^  ""x " ^ X' """"^         Im  Allgemeinen 

werden  für  die  Span- 
nung S  in  den  verschiedenen  Querschnitten  verschiedene  Werthe 
sich  ergeben.  Es  soll  jedoch  hier  als  specieller  Fall  eine  solche 
Veränderlichkeit  des  Querschnitts  vorausgesetzt  werden,  bei  welcher 
die  Grösse  S  in  allen  Querschnitten  gleiche  Werthe  annimmt.  Es 
ist  also: 

3)     '^.Ky=^'^  .Kf 

ZU  setzen,  und  wenn  man   in  dieser  Gleichung  abkürzungsweise 
den  Quotienten: 

Z 
w 

setzt,  so  kann  man  derselben  auch  die  folgende  Form  geben: 


4) 


5)   y=-{--z- 
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Für  den  zweiten  Differenzialquotienten  von  y,  nach  x  genommen, 
erhalt  man  hiemach  den  Ausdruck: 

6)    ^>-=/.A. 

Wenn  man  nunmehr  die  allgemeine  Differenzialgleichung  der 
elastischen  Linie  (§  55,  Gleichung  4),  indem  man  darin  für  die 
Grössen  %  und  y  resp.  die  aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  zu 
entnehmenden  Werthe  substituirt,   auf  die  folgende  Form  bringt: 


so  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der  in  diesen  letzteren  beiden 

d^V 
Gleichungen  für  -y  j-  gefundenen  Ausdrücke  die  Gleichung: 

^     dx^  ~       Ew 

Stange  mit  rechteckigen  Querschnitten  von  überall  gleicher 

Höhe. 

Wenn  die  Grpsse  w  als   halbe  Höhe  des  rechteckigen  Quer- 
schnitts eine  von  x  unabhängige  Constante  ist,   so  kann  man  der 

% 
obigen  Gleichung,  indem  man  darin  für  z  wiederum  den  Werth  — 

substituirt,  die  folgende  Form  geben: 

Durch  zweimalige  Integration  derselben  gelangt  man  alsdann 
zu  der  Gleichung: 

10)   2:=-U  +  Cx  +  c,, 

in  welcher  die  beiden  Integrations- Constanten  C  und  C,  auf  fol- 
gende Weise  zu  bestimmen  sind: 

Für  a?  =  0  wird  %  =  0,   also  ist  C,  =  0, 

KL 
„    xz=L    „'    X  =  i)      „      „    C  =-2E" 

Wenn  man  diese  W^erthe  substituirt,   so   erhält  man   für  3; 
die  Gleichung:  ^r 

Für  die  Mitte  der  Stange  ist  aj  =  |Z  und  %^=^Zf^   zu  setzen; 
also  ist:  ^j^a 

12)  a:,  =-^8^- 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik.  \2 
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Da8  Verhältniss  der  beiden  Trägheitsmomente  I  und  2:,  hat 
demnach  die  Grösse: 


13)    -|  =  4-J(l-J) 


/-M 


Fig.  258. 
JL (r-Ji 


Jh 


Wenn  man  hierin  nach  der  in  Fig.  258  und  Fig.  259  gewählten  Be- 
zeichnungsweise die  Werthe : 

L  =  2Z,  X  =  l  —  u 

substituirt,  so  nimmt  diese 
Gleichung  die  folgende  ein- 
fachere Form  an: 

14)     A=^i_."* 


Fig.  259. 


und  zeigt,  dass  das  Grund- 
riss-Profil  der  Stange  durch  zwei  Parabeln  gebildet  wird  (Fig.  259), 
während  in  der  Aufriss-Ebene,  welche  der  Biegungs-Ebene  parallel 
vorausgesetzt  wird,  das  Profil  eine  rechteckige  Form  hat  (Fig.  258). 
Die  zerknickende  Kraft  hat  bei  solcher  Form  der  Stange  nach 
Gleichung  12)  die  Grösse: 

lo)      if  =  —     -L. 


Stange  mit  quadratischen   oder  kreisförmigen  Querschnitten. 
Die  Trägheitsmomente  ähnlicher  Querschnittsiiguren  verhalten 
sich  wie  die  vierten  Potenzen  der  Querschnittsdimensionen.    Für 
den  vorliegenden  Fall  ist  also: 

zu  setzen,  worin  die  Grössen  w  und  w^  entweder  die  halben  Seiten- 
längen der  quadratischen  Querschnitte  oder  die  Halbmesser  der 
Querschnittskreise  bedeuten.  Die  Gleichung  4)  nimmt  nach  Sub- 
stitution des  aus  obiger  Gleichung  für  %  zu  entnehmenden  Werthes 
die  Form  an: 

17)  z  =  ^-i-  .  w\ 

und  man  erhält  aus  derselben  für  das  Differenzial  von  z  den 
Ausdruck : 

18)  dz  =  Z—\-.w'dw. 
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Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  8)  auf  beiden  Seiten  mit 
2d2  multiplicirt  und  hierauf  »für  die  Grösse  dz  den  obigen  Werth 
substituirt,  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

19)    2'i»£?  =  -^.    oder: 

und  erhält  durch  Integration  der  letzteren,   indem  man  die  Inte- 
grationsconstante  mit  A  bezeichnet,  die  Gleichung: 

^«  (Ä)'= -  '#!■-  •"•+-• 

Die  Gleichsetzung  der  aus  den  beiden  Gleichungen  18)  und  21) 
für  dz  zu  entnehmenden  Ausdrücke  führt  alsdann  zu  der  Gleichung: 


22) 


welcher  man  auch  die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 

indem  man  statt  der  Constanten  A  eine  neue  Gonstante  C  ein- 
fuhrt und  gleichzeitig  abkürzungsweise  die  constante  Grösse: 

setzt.  Wenn  man  endlich  die  Gleichung  23)  integrirt  und  zu- 
gleich berücksichtigt,  dass  für  a;  =  0  auch  w  =  0  sein  muss,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

25)    ac  = 7=^\/  -n  —  M^  H -r^-  ^^c  sin  \w\/  -^h 

in  welcher  die  Constanten  auf  folgende  Weise  bestimmt  werden 
können.  Für  a?  =  L  ist  ti?  =  0  zu  setzen,  und  die  Substitution 
dieser  Werthe  führt  zu  -der  Gleichung : 

^^)    ^='2BVb' 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  den  Werth  w^^y-jT  substituirt, 

80  findet  man,  dass  demselben  der  Werth  x  =  ^L  entspricht, 
und  da  für  die  Mitte  der  Stange  w  =  w^  ist,  so  folgt  hieraus 
die  Gleichung: 

12* 


>il 


} 


l^ 


^  £  )  'r  «^    1   ♦  «^  * 

r*      ^    -    -     ir.  *^  -—  —      II :-  • 

r.Uf»gÄ   ^,«:.^.*^/t    Tr*:r'i*:n,   i::--::tn   za   ;»-«t-tni  wi^lkarüch  angenom- 

l/<rr«;':hri^f.  nftrr'Uu  Li.M*-  I>  ...7' a  <  n-rkL^tzTi.iz  •i'rr  in  den  Glei- 
(\iiifi^hxi  24;  ufid  2>;  f  ir  i*:  <  oL-LAHte  -ß  ;r*rf-jr.J«:ra*:D  beiden  Aus- 
Arw.kk  rtfi'!^  tii^yii  fzTÄVv\i,  «Li*-»  die  zerkr^ickende  Kraft  für  eine 
V»  g^f formte  yitAU,tK  tu  F;<:r*^cLL'^n  i>t  ari>  d*rr  Gleichung: 

hxt*.  im  Aiit.iiii<(f  (Ii*r^*'9  Paragraphen  willkdrlich  angenommeae  Bedingung^ 
narh  w^lcliftr  die  (rp>'!*te  Bie irun^r^^pannoxig  *S  in  allen  Querschnitten  der  ge- 
ho^rmen  Sun((e  rJir'Holbe  Grü*%e  haben  sollte«  fdhrte  zu  dem  Resultate,  dass 
i\\i*.  QiK*rMrhnUt<«flacbe  der  Stange  nach  den  beiden  Knden  hin  bis  aaf  die 
OffiSHe  Xiill  abnehmen  muss,  was  zur  Folge  haben  würde,  dass  die  ausser 
Jf^nen   BiegungHHpannungen    noch    vorhamlene    gleichförmig    Ober    die   Quer- 

McbnfttHHiiche  vertheiltc  Druckspannung    ,,  an  den  beiden  Enden  der  Stange 

oinen  unr^ndlich  groüHen  Werth  aunebmen  wQrde.    In  Wirklichkeit  wird  man 

Ktatt  deftHen  die  QucrschnittsfläcLe  höchstens  bis  auf  die  der  practisch  zu- 

AT 

lamigen   I)rucktipannung  (a   entsprechende  Grösse  F  =  -  -  abnehmen  lassen 

dürfen,  und  auch  in  diesem  Falle  würde  die  Gültigkeit  der  obigen  Gleichungen 
aiiHiordeni  noch  an  die  Bedingung  geknüpft  sein:  dass  die  Länge  der  Stange 
Molir  groHH  ist  im  Vcrhiiltniss  zu  üircr  Dicke,  und  in  Folge  dessen  die  Grösse 
/''  betrUchtlich  kleiner  ausfdllt  als  der  Querschnitt  Fj  in  der  Mitte  der  Stange. 
Kh  ist  daher  --  was  practische  Anwendungen  betrifft  —  den  in  diesem  Para- 
graphen gefundenen  Resultaten  nur  ein  verhältnissmäsBig  geringer  Werth  bei- 
MumeHHon,  und  beHchränkt  sich  derselbe  im  Wesentlichen  auf  das  Ergebniss: 
duHH  unter  obigen  Voraussetzungen  für  die  zerknickende  Kraft  bei  der  nach 
Ulelchiing  14)  oonstruirten  Stange  etwa  ein  FUnftel,  und  bei  der  nach  Glei- 
chung ))ih  construli'ton  Stange  etwa  ein  Vi«rt«l  weniger  in  Rechnung  zu  bringen 
Huiu  würde,  nU  bei  einer  prismatischen  Stange  vom  Querschnitte  jP,. 
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§  58. 
Biegungsebene  des  kleinsten  Widerstandes. 

Nach  §  55  (Gleichung  13)  ist  die  zerknickende  Kraft  pro- 
portional dem  Trägheitsmomente  der  Querschnittsiläche,  bezogen 
auf  denjenigen  ihrer  Schwerpunkts-Durchmesser,  mit  welchem  die 
rechtwinkelig  zur  Biegungsebene  stehende  neutrale  Achse  zusam- 
menfallt. Um  also  für  eine  prismatische  Stange  den  kleinsten 
Werth  der  zerknickenden  Kraft  zu  berechnen,  hat  man  zuvor  die- 
jenige Lage  der  Biegungsebene  resp.  der  neutralen  Achse  aufzu- 
suchen, fiii*  welche  das  Trägheitsmoment  %  seinen  kleinsten  Werth 
annimmt. 

Nach  §  86  der  ;, analytischen  Mechanik"  ist  das  Trägheits- 
moment der  Querschnittsfläche  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
Schwerpunkts  -  Durchmesser    derselben    zu    berechnen    aus    der 

Gleichung : 

1)    %==  Acosa^  -{-  B  sin  a^ 

in  welcher  A  und  B  die  Hauptträgheitsmomente  bedeuten,   d.  h. 

die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  beiden  in  die  Querschnitts- 
ebene fallenden  Hauptachsen 
SX  und  SY  (Fig.  260).  Für 
a  =  0  wird2;  =  il,  füra  =  90** 
wird  Z  =  B^  und  die  gra- 
phische Darstellung  des  Ge- 
setzes, nach  \^elchem  die  Grösse 

—==z  =  SL  mit  dem  Winkel  a 

v^      .       .     . 

sich  ändert,  bildet  eine  Ellipse 
(analytische  Mechanik,  §  87). 
Hieraus  folgt,  dass  das  kleinere  von  den  beiden  Hauptträgheits- 
momenten zugleich  den  kleinsten  Werth  bildet,  welchen  das  Träg- 
heitsmoment %  überhaupt  annehmen  kann. 

Wenn  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich  sind 
—  wie  z.  B.  bei  quadratischem  oder  kreisförmigem  Querschnitte  — 
so  haben  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  verschiedenen 
Schwerpunkts  -  Durchmesser  sämmtlich  dieselbe  Grösse,  und  die 
Trägheits- Ellipse  geht  für  diesen  Fall  in  einen  Kreis  über.  Die 
beiden  Hauptträgheitsmomente  des  rechteckigen  Querschnitts  (Fig.  8) 
haben  die  Werthe: 


A  = 


12 
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und   es   wird  —  je  nachdem  entweder  6  >  A   oder  6  <  fc  ist  — 
im   ersteren  Falle  -4,  im  letzteren  Falle  B  den   kleinsten   aller 


Fig.  261. 


?- 


t 


0  •!    •'/• 


',    I  '  "   '  ■'■''  ''•'••  •' 


I 


b 


Werthe  von  %  bilden. 

Der  in  Fig.  261  dargesteUte 
Fall  des  symmetrischen  kreuz* 
formigen  Querschnitts  ist  wie- 
derum ein  Fall,   bei  welchem 
die  beiden   Hauptträgheitsmo- 
mente   einander    gleich    sind. 
:  ~~1&  Die   Trägheitsmomente   haben 
j     daher  für   alle   in   der  Quer- 
/  i     schuitts-Ebene  liegende  Schwer- 
punkts-Achsen     die     gemein- 
/     i     schaftliche  Grösse: 

oder: 


12"  +   12   ~  12 

u -H- ^     ^  * ~  12~ r^H^~W\' 

h 

Wenn  das  Verhältniss  -^  sehr  klein  ist,   so   kann  man  statt 
dessen  annähernd  auch  setzen: 

3)    -      "^ 


z  = 


12 


Der  in  Fig.  262  dargestellte  Winkeleisen -Querschnitt  kann 
unter  dieser  Voraussetzung  als  die  eine  Hälfte  jenes  Kreuzes  be- 
trachtet werden ;  folglich  hat 
das  Trägheitsmoment  des- 
selben in  Bezug  auf  jede 
durch  den  Punkt  O  gelegte 
Achse  (z.  B.  OX^  oder  O  Y) 
die  Grösse: 

^  Der  Flächeninhalt  des  Quer- 
schnitts hat  die  Grösse  F  = 
bH  =i2bh;  man  kann  daher 
auch  setzen: 

Fh' 


5)  1«  = 


6 
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Um  das  Trägheitsmoment  iu  Bezug  auf  die  der  Achse  OX' 
parallele  Schwerpunkts-Achse  SX  (als  eine  von  den  beiden  Haupt- 
Achsen  des  Schwerpunktes)  zu  erhalten,  hat  man  (nach  §  88  der 
„analytischen  Mechanik'')  von  obigem  Werthe  das  Product  aus 
(ler  Fläche  in  das  Quadrat  des  Abstandes  der  beiden  Achsen  zu 
subtrahiren;  also  ist: 


6)    .4  = 


Fh^        „/     h     V      Fh 


UV^) 


6  91/0^  24 


Die  Achse  SY  ist  die  andere  Hauptachse  des   Schwerpunktes; 
folglich   hat   das   andere  Hauptträgheitsmoment  den  viermal   so 

grossen  Werth: 

Fh} 
7)    B  =  Z,  =  ^. 

Die  Biegungsebene  des  kleinsten  Widerstandes  fällt  also  mit 
der  Halbirungsebene  des  rechten  Winkels  zusammen;  die  recht- 
winkelig zu  derselben  stehende  Achse  SX  bildet  die  neutrale 
Achse,  und  um  die  kleinste  zerknickende  Kraft  zu  berechnen, 
hat  man  in  Gleichung  13)  des  §  55  für  das  Trägheitsmoment  % 
den  in  Gleichung  6)  angegebenen  Werth  zu  substituiren. 

§59. 

Berechnung  der  grossten  Druckspannung  in  der  gebogenen 

Stange. 

Wenn  man  sich  in  Fig.  247  durch  die  Mitte  der  von  den 
beiden  Druckkräften  K  im  gebogenen  Zustande  gehaltenen  Stange 
rechtwinkelig  zur  Achse  derselben  eine  Schnittfläche  gelegt  denkt, 
so  erkennt  man,  dass,  um  den  Gleichgewichtszustand  der  einen 
Stangenhälfte  wieder  herzustellen,  an  der  Schnittfläche  die  zwei 
Kräfte-Systeme  würden  angebracht  werden  müssen,  welche  in 
Flg.  263  und  Fig.  264  getrennt  angegeben  sind.  Das  eine  besteht 
in  den  gleichförmig  über  die  ganze  Querschnittsfläche  F  vertheilten 
Druckspannungen,   deren  jede  pro  Flächeneinheit  die  Grösse  hat: 

Das  andere  wird  durch  die  dem  Biegungsmomente  Kf  ent- 
sprechenden  Biegungsspannungen    gebildet;    diese    letzteren    sind 
I        ungleichförmig   über  die   Querschuittsfläche  vertheilt,    bilden  an 


i 
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der  concaven  Seite  ebenfalls  Druckspannungen,  und  die  grösste 
derselben  hat  pro  Flächeneinheit  die  Grösse: 


T 


2)    S,  =  -^.Kf. 

Für  das  Vcrhältnias  dieser  zwei  Üruckspannungeu  ergicbt  sich 

aus  den  obigen  beiden 
'»«•  2«3.  Gleichungen  der  Werth: 

^^    .s,  -    Z~' 

Die  grösste  in  dem  Quer- 
schnitte überhaupt  auf- 
tretende Druckspannung 
pro  nächeneinheit  setzt 
sich  aus  den  beiden 
Theilen  6',  und  S^  zu- 
sammen, hat  also  die 
Grösse: 

4)    ;S=Ä,4-6V 

Wenn  /= 0  wäre,  so 
würde  auch  Ä,  =  0  sein, 
d.  h.  wenn  die  Stange 
gerade  geblieben  wäre, 
so  würde  die  grösste 
Druckspannung  gleich 
S^  sein.  Durch  das 
Hinzutreten  der  Biegung 
wird  die  grösste  Druck- 
spannung von  S^  bis  auf  die  Grösse  tS  vergrössert;  das  Verhältniss 
dieser  Vergrösserung  hat  demnach  die  Grösse: 

5)  ,.=.;^-.,4.A. 


Flg.  264. 


A 


*s\ 


und  wenn  man  hierin  für  den  Quotienten  -r,^-  den  in  Gleichung  3) 

gefundenen  Werth  substituirt,    so   erhält  man   für  dasselbe  die 
Gleichung : 

Mit  Hülfe   dieser  Gleichung  kann   man    für   jede    gegebene 
Grösse   des   Biegungspfeiles  /  den   zugehörigen  Werth   der   Ver- 
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hältnisszahl  n  berechnen,  worauf  dann  die  grösste  Druckspannung 
selbst  berechnet  werden  kann  aus  der  üleichung: 

7)     S  =  n  .  S^  ==  n  .  „> 

§60. 
CoeCBcient  des  Widerstandes  gegen  Zerknicken. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Glei- 
chung würde  man  —  wenn  der  für  die  Verhältnisszahl  n  anzu- 
nehmende Werth  bereits  bekannt  wäre  —  auch  zur  Berechnung 
der  erforderlichen  Querschnittsgrösse  F  benutzen  können.  Zu 
diesem  Zwecke  würde  man  für  die  grösste  Druckspannung  S  die 
Grösse  der  practisch  zulässigen  Druckspannung  einzusetzen  und 
die  Gleichung  für  F  aufzulösen  haben;  man  erhält  danii  die 
Gleichung: 

1)    F=      * 


(^^) 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  das  Hinzutreten  der  Biegungs- 
Spannungen  genau  denselben  Einfluss  hat,  welclien  bei  der  gerad- 
linig bleibenden  Stange  eine  Verminderung  der  practisch  zulässigen 
Druckspannung  bis  auf  den  n-ten  Theil  ihrer  Grosse  haben  würde. 
Man  kann  daher  die  Bestimmung  der  erforderlichen  Querschnitts- 
grösse für  eine  in  ihrer  Längenrichtung  gedrückte  lange  dünne 
Stange  auch  in  der  Weise  ausführen,  dass  man  —  die  Möglich- 
keit einer  Biegung  ferner  ganz  unberücksichtigt  lassend  —  statt 
der  wirklichen  practisch  zulässigen  Spannung  nur  den  n-ten  Theil 
derselben  in  Rechnung  bringt. 

Da  bei  einer  mathematisch  genau  geradlinigen  Stange,  auf 
welche  lediglich  Druckkräfte  in  ihrer  Achsenrichtung  wirken, 
keine  Veranlassung  zum  Abweichen  von  der  geradlinigen  Form 
vorliegt,  so  kann  die  Zahl  „7t^  als  eine  Art  von  Sicherheits- 
coefficient  aufgefasst  und  als  solcher  der  „Coefficient  des  Wider- 
standes gegen  Zerknicken"  genannt  werden.  Wie  die  Wahl  der 
practisch  zulässigen  Spannung  innerhalb  gewisser  durch  die  Festig- 
keits- Eigenschaften  des  Materials  bedingter  Grenzen  mehr  oder 
weniger  der  Willkür  des  Construirenden  überlassen  bleiben  muss: 
so  kann  auch  hinsichtlich  der  W^ahl  des  Coefficienten  „n*^  eine 
bestimmte  allgemein  gültige  Regel  nicht  vorgeschrieben  werden. 
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Man  wird  für  denselben^  im  Allgemeinen  einen  um  so  grösseren 
Werth  in  Rechnung  zu  bringen  haben,  je  grösser  die  Länge  der 
Stange  im  Verhältniss  zu  ihren  Querschnittsdimensionen  ist,  und 
in  zweifelhaften  Fällen  wird  es  sich  empfehlen,  lieber  einen  zu 
grossen  als  einen  zu  kleinen  Werth  für  denselben  zu  wählen. 

Aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  erkennt  man,  dass 
die  Zahl  n  von  der  Grösse  des  angenommenen  Biegungspfeiles 
abhängt  und  mit  letzterem  zunimmt.  Es  kann  daher  der  oben 
gestellten  Forderung  auch  durch  passende  Wahl  der  Grösse  / 
Genüge  geleistet  werden.  Für  diesen  Biegungspfeil  lässt  sich  auf 
folgende  Weise  ein  oberer  Grenzwerth  auffinden,  in  Bezug  auf 
welchen  man  behaupten  darf:  dass  bei  genügender  Stärke  der 
Stange  in  Wirklichkeit  niemals  eine  Durchbiegung  entstehen  wird, 
bei  welcher  der  Hebelarm  der  Kraft  K  jenen  (irenzwerth  erreichen 
könnte. 

Denkt  man  sich  auf  die  in  Fig.  265  angedeutete  Weise  durch 
die  beiden  zerknickenden  Kräfte  —  welche  nach  §  55  bei  jeder 

Grösse  des  Biegungs- 
^'       '  pfeiles     die     gebogene 

Stange  im  Gleichge- 
~^2f]^    wichte    zu    halten    im 

L*  1/         Stande  sind  —  die  Stange 

in  einen  solchen  Biegungszustand  versetzt,  bei  welchem  allein  die 
Biegungsspannung  schon  die  Elasticitätsgrenze  erreicht,  so  er- 
kennt man,  dass  der  aus  dieser  Annahme  für  die  Grösse  /  hervor- 
gehende Werth  jedenfalls  grösser  sein  wird,  als  bei  der  mit  ge- 
nügendem Sicherheitsgrade  construirten  Stange  derselbe  in  Wirk- 
lichkeit jemals  werden  dürfte,  da  in  letzterem  Falle  die  wirkliche 
Maximalspannung  wegen  Hinzukommens  der  gleichförmig  über  die 
Querschnittsiläche  vertheilten  Druckspannung  die  Elasticitätsgrenze 
schon  überschreiten  würde.  Den  gesuchten  Werth  von  /  kann 
man  demnach  berechnen  aus  der  Biegungsgleichung: 


2)  £a:  =  -%.-•/. 


indem  man  darin  für  [jl  die  Druckspannung  an  der  Elasticitäts- 
grenze setzt.    Das  Verhältniss: 

bedeutet  alsdann   das   der  Elasticitätsgrenze   entsprechende   Ver- 
kürzungsverhältnisR,   und  dem  aus  der   obigen  Gleichung  für  die 
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Grösse  /  zu  entnehmenden   Ausdrucke  kann   man   hiernach  die 
folgende  Form  geben: 

IL' 


4)    /  = 


tu' «7 


Nach  Substitution  desselben  erhält  man  für  den  Coefficienten  n 
aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  den  Werth: 


5)    n  =  1  -4- 


t:'Z 


Da  die  Wahl  des  anzunehmenden  Biegungspfeiles  immer  als  eine  mehr 
oder  weniger  willkürliche  anzusehen  ist,  so  darf  man  fttr  die  Grösse  /  ohne 

Bedenken  statt  des  oben  angenomme- 


Fig.  266. 


/?-«• 


nen  auch  einen  anderen  noch  etwas 
grösseren  Werth  wählen,  zu  welchem 
man  auf  folgendem  Wege  gelangt. 
Wenn  man  sich  die  Stange  an  allen 
Stellen  gleich  stark  gekrflmmt  denkt 
—  in  welchem  Falle  also  die  ela- 
stische Linie  ein  Kreisbogen  wird  — 
und  zugleich  wiederum  eine  solche 
Krümmung  voraussetzt,  bei  welcher 
die  grösste  Biegungsspannung  die 
Elasticitätsgrenze  erreicht,  so  wird 
der  entsprechende  Krümmungshalb- 
messer der  elastischen  Linie  nach 


Fig.  266  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung : 


6) 


L  (1  —  e)  _  p  —  to 


w 


oder    p  =   j.- » 


Flg.  267. 


L  p  «'        5 

und  für  die  Pfeilhöhe  des  Kreisbogens  erhält  man  nach  Fig.  267,  indem  mau 

den  Unterschied  zwischen  der  Sehneulänge 
und  der  Bogenlänge  vernachlässigt,  die 
Gleichung : 

7)    (iJ^)'  =  2p/-A 

aus  welcher  man  nach  Unterdrückung  des 
als  verhältnissmässig  sehr  klein  zu  be- 
trachtenden Gliedes/^,  mit  Benutzung  des 
oben  für  p  gefundenen  Ausdrucks,  den 
Werth  berechnet: 

^^    f^   8p  ~   8i(7   • 

Nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Para- 
graphen für  den  Coefficienten  n  den  Ausdruck: 

■  8^     ' 


9)    n  =  1  + 
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welcher  von  dem  oben  in  Gleichung  5)  gefundenen  Ausdrucke  nur  dadurch 
sich  unterscheidet,  dass  der  Nenner  des  zweiten  Gliedes  statt  des  numerischen 
Factors  „n^"  den  Factor  „8**  enthillt. 

§  61. 

Berechnung  der  erforderlichen  Querschnitts-Dimensionen  fDr 
eine  in  ihrer  Längenrichtung  gedrttckte  prismatische  Stange. 

Bei  den  Anwendungen  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Gleichungen  kann  man  —  je  nach  der  gewählten  Form  des  Quer- 
schnitts —  drei  verschiedene  Gruppen  von  Fällen  unterscheiden . 

Als  Repräsentant  der  ersten  Gruppe  kann  der  quadratische 
Querschnitt  gelten,  bei  welchem  es  sich  nur  um  die  Bestimmung 
ein^r  unbekannten  Grösse  handelt,  und  diese  Bestimmung  direct 
ausgeführt  werden  kann.  Wenn  mit  H  die  Seitenlänge  des 
Quadrates  bezeichnet  wird,  so  ist: 

zu  setzen,  und  aus  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt 
sich  für  den  Coefficienten  n  der  Werth: 

1)    «  =  l  +  -2/fV 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  Gleichung  1)  des 
vorigen  Paragraphen  die  Form  an: 


2)  "■ = 1 0 + |5f.*) 


und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  die  gesuchte  Grösse 
H  den  Werth:  ^ 


»'  »-V^+m^^ 


2S 

15 
Fttr   Schmiedeisen  würde  Ä=6Kil.  und  6=  ,^'       zu  setzen  sein. 

20  000 

Wenn  man  ferner  L^-2  (KX)""*  und  Ä"  =  10  0()0  Kil.  setzt ,  so  erhält  man 
aus  obiger  Gleichung  für  die  Seitenlänge  des  quadratischen  Querschnitts  den 
Werth  H  =  60""»,8. 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  bei  der  Berechnung  des  kreis- 
förmigen Querschnitts  zu  verfahren  haben.  Wenn  mit  D  der 
Durchmesser  desselben  bezeichnet  wird,  so  ist: 

4      '  64 
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zu  setzen,  und  man  erhält  die  den  Gleichungen  1),  2),  3)  analog 
gebildeten  Gleichungen: 


D' 


e)  "»f/s+ni-H-^ 


Fig.  268. 


Wenn  man  wiederum Ä=  6 Kil.,  h  =  ^^,  Z:  =  2()00"'™,  Ä'=  10000 Kil. 

setzt,  so  erhält  man   für  die   erforderliche  Dicke  der  Stange  den  Werth: 
B  =  69™",1- 

Als  Repräsentant  der  zweiten  Gruppe  von  Fällen  kann  die  in 
Fig.  268  dargestellte  Querschnittsform  gelten,  bei  welcher  es  sich 

um  die  Bestimmung  von  zwei  unbekannten 
Grössen  handelt,  und  diese  Bestimmung  auf 
indirectem  Wege  auszuführen  ist.  Man  er- 
kennt sogleich,  dass  in  diesem  Falle  eine 
von  den  beiden  Querschnitts -Dimensionen 
-ff,  h  willkürlich  gewählt  werden  darf,  und 
dass  alsdann  für  die  andere  stets  ein  Werth 
sich .  nachweisen  lässt,  welcher  den  vorge- 
schriebenen Bedingungen  Genüge  leistet.  So 
z.  B.  würde  man  willkürlich  ä  =  0  setzen  dürfen  und  würde  als- 
dann für  H  wieder  den  in  Gleichung  3)  gefundenen  Werth  er- 
halten. 

Man  kann  statt  dessen  aber  auch  für  den  Sicherheitscoeffi- 
cienten  ^n"  einen  passend  scheinenden  Werth  willkürlich  annehmen 
und  nachher  die  beiden  Querschnitts^- Dimensionen  so  bestimmen, 
dass  jener  für  ^n"  angenommene  Werth  als  der  richtige  sich 
erweist.    Nach  Fig.  268  ist  für  den  vorliegenden  Fall: 

H'  —  h* 


F  =  H'  —  h\ 


%  = 


12 


zu  setzen,   und  die  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  nimmt 
nach  Substitution  dieser  Werthe  die  Form  an: 


7)    n  =  1  -f 


U{IP  —  h^)L' 


oder     n=  \  -\-  - 


UL 


Mit  Zuziehung  der  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen  erhält 
man  hiernach  die  beiden  Gleichungen: 


im  »-rfr-  .iL'^CMff-     t  u^ 


■» 
■ 

4     «- 


1 
1 


«   * 


t   t  —  -         1  ^ 


Air  öir't^J^.  Test  vir-oe  tatdk  dn*  Fall 


—  € 

/-v  uf'u.'rZ.  J^1    tili  ijt  Ö^S.    -•jrj.i.UUff'ta  7   ...  21 

Utt^. 

'/'r'j  ■•  'JSiJ^^^    tu. 

1   ♦rJX^"*^^  - 

O'  —  c 

13 

I/^  —'£= — - 

«  —  1 

14, 

y-  ^  d'  ^  ^  j-  - 

!>. 

I>=t^-^'  -^-■^- 

IG, 

'    «        1           z.> 

>>£ 


Mit  B€ifti«ki^tuiif  der  obeo  angenoBUMsea  Zablesveitlie  würde  mn 
bii;rDA/rb  fftr  «bra  nngfönmgeD  Querschnitt  die  Werthe  erhaltai: 

D  =  K7— ,1 ,  <l  =  €6— ,4. 

Für  den  in  Fig.  270  dargestellten  kreuzförmigen  Querschrntt, 
welcher  aU  Repräsentant  der  dritten  Gruppe  von  Fallen  zu  be- 
ira/:hten  iüt,  kann  man  den  für  die  Grossen  F  und  %  einzu- 
setzenden Ausdrücken: 
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17)     F=2bh  —  b\ 

18)  a:--i2-  +  -i2--i2' 

indem   man  abkürzungsweise  das  Verhältniss  -^  ^t)  setzt,  auch 
die  folgenden  Formen  geben: 

19)  F=26Ä(1— ^ö), 

20)  J  =  -^(l-fö»-ö'). 

Wenn  man  diese  Werthe  in  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen 
substituirt  und  dieselbe  nachher  für  h  auflöst,  so  erhält  man  die 

Gleichungen : 

21)    „=X  +  U^(^%). 


rig.  270. 


22)    h 


-'■Vd^Hr 


^-it> 


) 


ö'  — ö' 

Für  den  Coefficienten  y,n"  darf  man  wie  bei 
der  vorigen  Gruppe  von  Beispielen  einen 
passend  scheinenden  Werth  willkürlich 
annehmen,  worauf  dann  auch  die  Grösse : 

-  h:  i  23)    F  =  n.^ 

als  eine  gegebene  Grösse  betrachtet  werden  darf.  Man  kann  als- 
dann aus  Gleichung  22) ,  indem  man  darin  vorläufig  0  =  0  setzt, 
den  Annäherungswerth: 

24)    h=LY- 


U 


n—l 

und  aus  Gleichung  17),  indem  man  dieselbe  für  b  auflöst,,  den 
zugehörigen  Werth: 

25)    6  =  A  —  l/'Ä'~=^" 
berechnen,   womit  dann  zugleich  für  das  Verhältniss  t)  ein  An- 
näherungswerth gefunden  ist.     Mit  Benutzung  des  letzteren  findet 
man  nunmehr  aus  Gleichung  22)  den  genaueren  Werth  von  „h^ 
und  aus  Gleichung  25)  den  genaueren  Werth  von  „&''. 

Mit  Beibehaltung  der  in  den  vorigen  Beispielen  angenommenen  Zahlen- 

werthe  findet  man  bei  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  zunächst  die  An- 

näherungswerthe : 

h  =  134"*",  b  =  9»«,5, 


and  indem  inan  mit  Benutzung  des  nunmehr  bekannten  Werthes  t>  = 
=  0,0709  die  Rechnung  wiederholt,  findet  man  die  genaueren  Werthe: 

h  =  131«"»,5,  b  =  10^. 


_9^ 
134 
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Für  don  in  Fig.  262  dargestellten  Winkeleisenquerschnitt  ist 
(nach  §  58,  Gleichung  6): 

VAX  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  findet  man,  dass 
unter  den  in  §  58  gemachten  Voraussetzungen  die  oben  für  den 
kreuzförmigen  Querschnitt  gefundenen  (Heichujigen  24),  25)  auch 
bei  der  Berechnung  des  Winkeleisenquerschnitts  angewendet  wer- 
den dürfen. 

Wenn  z.  B.  die  Lauge  der  Winkeleisenstangc  2  Meter  beträgt  and  die- 
selbe einen  in  der  Liingenrichtung  wirkenden  Druck  von  100(K)Kil.  aufzu- 
nehmen hat,  80  würde  man  demselben  die  Querschnitts-Dimensionen  h  =  134""", 
h  =  O^'^jö  (oder  auch:  h  =  131""",5,  h  --  10"*")  zu  geben  haben. 

§62. 

Anwendungen  anf  Gitter-  nnd  Blech-Brücken. 

Aus  der  in  vorstellenden  Paragraphen  entwickelten  Theorie 
des  Widerstandes  gegen  Zerknicken  ergiebt  sich,  dass  die  im 
dritten  Abschnitte  ausgeführten  Rechnungen  —  insbesondere  die- 
jenigen, welche  die  Materialmenge  der  Gitter-  oder  Blech-Waiul 
betreifen  —  überall  noch  einer  Correction  bedürfen,  insofern  bei 
der  Querschnitts  -  Berechnung  der  in  ihrer  Längenrichtung  ge- 
druckten Gitterstäbe  statt  der  sonst  i)ractisch  zulässigen   Druck- 

Spannung  „*S"  stets  der  kleinere  Werth  hätte   in   Rechnung 

gebracht  werden  müssen.  Man  wird  deshalb  bei  allen  practischen 
Anwendungen  jener  Berechnungsmethode  für  den  in  §  38  mit  ^Ar** 
bezeichneten  Coefficienten  statt  des  dort  angegebenen  Werthes 
einen  anderen  etwas  grösseren  Werth  einzusetzen  haben,  dessen 
Berechnung  auf  folgende  Weise  ausgeführt  werden  kann. 

Man  kann  sich  —  wie  in  §  38  bereits  erklärt  wurde  —  die 
Blechwand  aus  einer  Gitterwand  entstanden  denken,  indem  man 
die  Anzahl  der  Gitterstäbe  bei  entsprechender  Verminderung  ihrer 
Abstände  allmählich  grosser  werdend  und  tiachher  die  sämmt- 
lichen  Stäbe  zu  einer  massiven  Wand  zusammengeschweisst  sich 
denkt.  So  könnte  man  auch  umgekehrt  die  Blechwand  wiederum 
in  eine  Gitterwand  verwandeln,  indem  man  die  Blechwand  ihrer 
Dicke  nach  in  zwei  Theile  zerschneidet  und  jeden  dieser  beiden 
Theile  durch  Parallelschnitte  in  Streifen  zerlegt,  welche  dann  als 
die    Stäbe    der    Gitterwand    betrachtet    werden    können.      Diese 
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Zerlegung  würde  man  auch  auf  die  in  Fig.  271  und  Fig.  272  an- 
gedeutete Weise  ausfüliren  und  dabei  annehmen  können,  dass  die 

aus    dem    mitt- 
Fi«.  271.  Fig.  272.  leren  Theile  ge- 

schnittenen Pa- 
rallel  -  Streifen 
die  in  ihrer  Län- 
genrichtung ge- 
zogenen Gitter- 
stäbe darstellen, 
während  die  bei- 
den äusseren 
Theile  zusam- 
mengenommen 
das  Material  zu 

den  in  ihrer  Längenrichtung  gedruckten  Gitterstäben  liefern.  Wenn 
man  ausserdem  noch  annimmt,  dass  diese  beiden  Streifen-Systeme 
einander  rechtwinkelig  durchkreuzen,  so  ist  nach  der  in  den  Fi- 
guren angewendeten  Bezeichnungsweise  der  Querschnitt  eines  der 
gezogenen  Streifen  gleich  ß^  .  X  sin  a,  und  der  Querschnitt  des  zu- 
gehörigen gedrückten  Streifenpaares  gleich  ß,  .  X  cos  a  zu  setzen. 
Man  erhält  also  —  indem  man  wiederum  das  am  Schlüsse  des 
§  38  erklärte  Verfahren  anwendet  —  zur  Bestimmung  der  Grössen 
ß,  und  ß,  die  beiden  Gleichungen: 


cos  a    oder    ß,  = 


1)  /S.ß,Xsino=~^ 

2)  —  .  p,X  cos  a  =  -j-~  '  sin  a    oder    ßj  = 


Sh  tg  a 
«Ftg  a 


Sh 


Für  die  ganze  erforderliche  Blechstärke  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 


3) 


P  =  P.4-P,=  J^(t^  +  ntga). 


In  dieser  Gleichung  hat  man  «für  den  Winkel  a,  welchen  die 
gezogenen  Streifen  mit  der  Horizontalen  bilden,  denjenigen  Werth 
einzusetzen,  für  welchen  ß  ein  Minimum  wird.  Man  findet  diesen 
Werth,  indem  man  den  Differenzialquotienten  der  eingeklammerten 
Function  von  a  gleich  Null  setzt,  aus  der  Gleichung: 

In  1 


4)    0  = 


sm  a 

Bitter,  Ingenieur- Mechanik. 


+ 


n 
cosa' 


oder     tg  a  = 


Vn' 
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und  erhält,  indem  man  denselben  in  Gleichung  3)  substitulrt,  für 
ß  den  Werth: 

5)    ?  =  -^.2Vn. 

Wenn  die  Bleehwand  an  den  Biegungsspannungen  nicht  theil- 
nehmend  ausschliesslich  Abschcerungswidörstände  zu  leisten  hätte, 
so  würde  (nach  §  38)  die  erforderliche  Stärke  derselben  zu  be- 
rechnen sein  aus  der  Gleichung: 

Für   das    in  §  38   mit   ^i:^   bezeichnete   Verhältniss    der    beiden 
Grössen  ß  und  b  ergiebt  sich  hiemach  der  Werth: 

7)    Ä;  =  |-=2V^. 

Die  gedrückten   Streifenpaare  haben  die   Länge  ,  und 

da  die  beiden  Theile  eines  Paares  durch  das  zwischenliegende 
Material  der  gezogenen  Streifen  mit  einander  verbunden  sind,  so 
darf  man  den  Goefficienten  ,,n^  auf  dieselbe  Weise  berechnen 
wie  bei  einer  Stange,  deren  Querschnitt  ein  Rechteck  von  der 
Höhe  ß  ist.    Hiernach  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung  des 

§61,  indem  man  darin  statt  L  und  9  statt  H  setzt,  für 

^^       '  cos  a  ^  ' 

den  Goefficienten  n  den  Werth: 

36Ä* 
2ß*  cos  a' 

Wenn  man  hierin  für  flie  Grösse  j-  den   aus  Gleichung  4) 

zu  entnehmenden  Ausdruck: 

9)    — ^-  =  l-|-tga»  =  l-f — 
^     cos  a^  *    ^  '     n 

substituirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  n  den  Werth: 

Mittelst  der  Gleichungen  6),  7),  11)  kann  man  nunmehr  die 
Grösse  ß  auf  folgende  Weise  bestimmen.    Man  berechnet  zunächst 


8)    «  =  1  +  00.^.-, 
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aus  Gleichung  6)  den  Werth  von  b  und  findet  dann  aus  Glei- 
chung 7),  indem  man  darin  provisorisch  n  =  l  setzt,  zunächst 
einen  Annäherungswerth  für  die  Grösse  p.  Den  auf  solche  Weise 
gefundenen  Annäherungswerth  für  ß  substituirt  man  in  Gleichung  11) 
und  findet  daraus  einen  genaueren  Werth  für  n,  worauf  man 
nunmehr  den  genaueren  Werth  von  ß  aus  Gleichung  7)  berechnen 
und,  wenn  man  will,  die  Correction  wiederholen  kann. 


§63. 

Ableitung  einer  practischen  Formel  für  die  Stärke  der 

Blechwand. 

Da  es  sich  bei  der  obigen  Untersuchung  nur  um  die  Ab- 
leitung einer  Annäherungsformel  handelt,  so  darf  man  sich  —  um 
das  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  erklärte  etwas  umständ- 
liche Verfahren  zu  umgehen  —  die  Zerlegung  der  Blechwand  auch 
auf  die  in  Fig.  273  und  Fig.  274  angedeutete  Weise  ausgeführt 
denken,  bei  welcher  für  die  gedruckten  Streifen  eine  verticale  Lage 

angenommen       ist. 

^  Für  den  Querschnitt 

^'^  eines  der  gedrückten 

Yk  Streifenpaare       er- 


Fig.  273. 


Flg.  274. 


[ 


n 


ife  Ift 


■i 


i  iu}m 


Ä  giebt  sich  bei  dieser 
Zerlegung  der  Werth 
Pj  .  X,  während  der 
zugehörige  gezogene 
Streifen  wie  beim  vo- 
rigen Falle  den  Quer- 
schnitt ßj  .  X  sin  a 
hat.       Man    erhält 


hiernach  die  den  Gleichungen  1),  2),  3)  des  vorigen  Paragraphen 
analog  gebildeten  Gleichungen: 

1)     S8,X8ino  =  ^-^^^ 
^       ^^  h  cos  a 


oder 


2)  ■^•M  =  -Ä 

■ 

3)    p  =  p,  +  ß,= 


tg  a     oder     ßj  = 
V    i         1 


"*        SA  sin«  cos a 
»Ftg  a 


1 


ISh   )  sin  a  cos  a 


< 


Sh     ' 
-j-»tgaj    oder: 


*)  P=Äriü7+('»+^)*8«i' 
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in  welcher  letzteren  wiederum  für  den  Winkel  a  derjenige  Worth 
einzusetzen  ist,  für  welchen  ß  ein  Minimum  wird.  Man  findet 
diesen  Werth,  indem  man  den  DifFerenzialquotienten  der  einge- 
klammerten Function  von  a  gleich  Null  setzt,  aus  der  Gleichung: 

5)    0  = ; — 2-4.-^-^t-j-     oder     tga  =  -y-^-.    . 

^  sin  a^     "^  cos  a'  ]/ 1  >i_  « 

und  nach  Substitution  derselben  nimmt  die  obige  Gleichung  für  ß 
die  Form  an: 

Mit  Benutzung  des  in  Gleichung  6)  für  b  angegebenen  Werthes 
erhält  man  nunmehr  für  das  Verhältniss  k  die  Gleichung: 

7)    A:=|  =  2V/rpi. 

Der  Coefficicnt  n  ist  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Para- 
graphen zu  berechnen,  und  da  die  gedrückten  Streifen  im  vor- 
liegenden Falle  die  Länge  h  haben,   so  ist  in   Gleichung  8)  des 

vorigen  Paragraphen  h  statt  —  — ,   also : 

zu  setzen.  Wenn  man  nunmehr  die  Gleichung  7)  quadrirt  und 
zugleich  für  n  den  obigen  «Werth  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

und,  indem  man  diese  Gleichung  für  ß  auflöst,  findet  man  den 
Ausdruck: 

10)    ß  =  25|/l+|/^^', 

welchem  man  mit  Benutzung  des  in  Gleichung  6)  des  vorigen 
Paragraphen  für  6  angegebenen  Werthes  auch  die  folgende  Form 
geben  kann: 

")    P=-SÄ-Kl+>^1  +  -8F— • 

Mit  Hülfe  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  die  erforder- 
liche Stärke  der  ßlechwand  direct  aus  der  gegebenen  verticalen 
Abscheerungskraft  V  berechnen. 
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Wie  bei  einer  langen  dünnen  Stange,  welche  in  ihrer  Längenrichtung 

g^<lrt)ckt  wird,  durch  die  geringste  einmal  vorhandene  Abweichung  von  der 

sersUllinigen  Form  leicht  eine  nachtheilige  Durchbiegung  und  damit  die  Gefahr 

des   Zerknickens  herbeigeführt  werden  kann:  so  wird  bei  der  dünnen  Blech- 

'v&nd  eines  Blechbalkens  eine  geringe  Abweichung  von  der  ebenen  Form  zur 

Kolge  haben  können,  dass  rechtwinkelig  zu  den  Richtungen  der  grössten 

I>nickspannungen  Falten  in  derselben  sich  bilden,  wobei  dann  eine  dem  Zer- 

Imicken  analoge  Formzerstörung  eintreten  kann.    Aus  diesem  Grunde  ist  es 

notliwendig,  der  Blechwand  eine  grössere  Stärke  zu  geben,  als  bei  vollkommen 

ebener  Form  derselben  erforderlich  sein  würde,  und  wenn  auch  zugegeben  « 

iverden  muss,  dass  in  Betreff  des  zu  wählenden  Sicherheitsgrades  niemals 

bestimmte  aUgemein  gültige  Vorschriften  gegeben  werden  können,  so  darf 

man  doch  den  oben  für  die  Blechstärke  ß  gefundenen  Werth  als  einen  solchen 

betrachten,   welcher   unter   gewöhnlichen  Verhältnissen  jenem   Slcherheits- 

bedürfiiisse  Genüge  leisten  wird. 

§64. 

Xmiittelaiig  des  yortheilhaftesten  Hohenverhältnisses  für  den 

Blechbalkeii  auf  zwei  Stützen. 

Wenn  der  Balken  eine  prismatische  Form  erhalten  soll,  so 
hat  man  die  Flanschenquerschnitte  nach  dem  grössten  Biegungs- 
momente und  die  Stärke  der  Blechwand  nach  der  grössten  verti- 
calen  Abscheenmgskraft  zu  berechnen.  Bei  gleichförmig  über  die 
Länge  des  Balkens  vertheilter  Belastung  ist  das  Biogungsmoment 
in  der  Mitte  desselben  am  grössten  und  hat  daselbst  nach  der  in 
§  33  gewählten  Bezeichnungsweise  die  Grösse: 

1)  ü»=^- 

Es  ist  daher  (nach  §  33)  der  erforderliche  Flanschenquerschnitt 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

Die  verticale  Abscheerungskraft  erreicht  an  den  beiden  Enden 
des  Balkens  ihren  grössten  Werth  und  hat  daselbst  die  Grösse: 

3)     V=pl. 
Wenn  man  diesen  letzteren  Werth  in  Gleichung  11)  des  vorigen 
Paragraphen  einsetzt,   so  erhält  man  für  die  erforderliche  Blech- 
stärke den  Werth: 


4)    ,  =  ^|/.+fl+-- 
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Aus  den  beiden  Gleichungen  2)  und  4)  kann  man  nunmehr 
die  erforderliche  Querschnittsfläche  des  Blechbalkens  berechnen, 
sobald  für  das  Verhältniss  der  Länge  zur  Höhe  desselben  ein 
bestimmter  Werth  entweder  gegeben  ist  oder  willkürlich  ange- 
nommen wird. 

Für    einen   schmiedeisernen   Blechbalken    würde   man  iS  =  6  KU.    und 

15 
6  =  -^^-  zu  setzen  haben.     Wenn   also  z.  B.   die  Länge   des    Balkens 

5  Meter,  die  Totalbelastung  25  000  Kil.  beträgt  und  das  Verhältniss  der  Höhe 
zur  Länge  gleich  ein  Zehntel  angenommen  wird,  so  hat  man  die  Werthe 
l  —  2500"",  h  =  5(X)"",  |>  =  5  Kü.  zu.  substituiren.  Es  ergeben  sich  als- 
dann resp.  aus  den  Gleichungen  2)  und  4)  die  Werthe: 

p  —    o  .  2500      —  .4.^  _^^ 
^  ~   2.6.500  -^^"^     • 


1  /l  4-  1/1  J-  ^  ._0,00075^  62  .  500*]  _ 


^  6  .  500 


und  fttr  die  ganze  erforderliche  Querschnittsfläche  des  Blechbalkens  erhält 
man  hiernach  den  Werth: 

2F  +^h  =  2,  5208  +  15  .  500  =  17916D™« 

Indem  man  femer  den  der  Abscheerungstheorie  entsprechenden  (nach  §  62, 
Gleichung  6)  zu  berechnenden)  Werth: 

^       ÄÄ  6.500         *     '^^•• 

mit  dem  oben  fttr  ß  gefundenen  Werthe  vergleicht,  findet  man  für  den  in 
§  62  mit  k  bezeichneten  Quotienten  im  vorliegenden  Falle  den  Werth: 

'^"  6  ""4,166"..""  **'^'        ' 

Ohne  Berücksichtigung  der  Theorie  des  Widerstandes  gegen 
Zerknicken  würde  man  bei  der  Berechnung  erforderlichen  Quer- 
schnitts-Dimensionen, indem  man  dieselbe  nach  den  Gleichungen 
des  §  33  ausführt,  stets  zu  dem  der  Erfahrung  widersprechenden 
Resultate  gelangen,  dass  bei  unendlich  grosser  Höhe  des  Balkens 
die  Materialmenge  ein  Minimum  wird.  Denn  die  nach  Gleichung  2) 
des  §  33  berechnete  verticale  Querschnittsfläche  der  Blechwand 
(bh)  ist  unabhängig  von  der  gewählten  Höhe,  während  der  nach 
Gleichung  1)  des  §  33  berechnete  Flanschenquerschnitt  F  mit  zu- 
nehmender Höhe  abnimmt. 

Wenn  man  dagegen  die  Querschnittsfläche  auf  die  oben  er- 
klärte Weise  nach  den  Gleichungen  2)  und  4)  berechnet,  so  findet 
man  stets,  dass  bei  einer  bestimmten  Grösse  des  Höhcnverhält- 
nisses  der  Materialverbrauch  ein  Minimum  wird.    So  z.  B.  erhält 
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man  für  den  oben  berechneten  Bleohbalken,  indem  man  die  Rech- 
nung unter  Annahme  verschiedener  anderer  Werthe  des  Höhen- 

yerhältnisses  -^  wiederholt,  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusam- 
mengestellten Zahlen  werthe: 


h 
21 

1 
10 

1 
8 

1 



7 

1 

6 

2,5 

1 
5 

1 
4 

6  = 

4™»,166... 

2,9166... 

2,0833... 

1,66... 

ß 
b 

3,6 

4,16 

4,5726 

5,168 

6,03 

7,4 

P- 

j5mm 

13,86 

13,336 

12,92 

12,56 

12,33 

PÄ- 

75000"»» 

8663 

9526 

10770 

12560 

15416 

2F  = 

10416°»«' 

8333 

7292 

• 

6250 

5208 

4166 

2F+pA= 

17916°»» 

16996 

16818 

17020 

17768 

19582 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  bei  der  hier  angenommenen  Grösse 
der  Belastung  p  die  Querschnittsfläche  des  Balkens  —  folglich 
auch  der  Materialverbrauch  —  ein  Minimum  wird,  wenn  die  Höhe 
des  Balkens  ungefähr  gleich  dem  siebenten  Theile  der  Länge  ist 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  ergiebt  sich  für  das  Ver- 
hältniss  der  beiden  Grössen  V  und  F  der  Werth: 

^.      V       2Sh 

^^  F=nr' 

Wenn  man  den  hieraus  für  V  zu  entnehmenden  Werth  in 
Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen  substituirt,  so  nimmt  die- 
selbe die  Form  an: 


6)    ß 


=i^|A+v^ 


1    rl/l   .    38AÜ1 


und  zeigt  in  dieser  Fonn:  wie  man  die  erforderliche  Blecbstärke 
auch  direct  aus  dem  gegebenen  Flansclienquerschnitte  würde  be- 
rechnen können. 


Fünfter  Abschnitt 

Biegunj^sthcorie  krummer  Balken« 


§  65. 
Bfegungs  -  Spannungeu  im  kramineii  Balken. 

Hinsichtlich  der  ursprünglichen  Foim  des  krummen  Balkens 
wird  vorausgesetzt ;A^da8s  die  Linie,  nach  welcher  die  Achse  des- 
selben vor  dem  Eintreten  der  von  den  biegenden  Kräften  hervor- 
gebrachten Formänderung  bereits  gekrümmt  war,  eine  ebene  Curve 
bildete;  ferner  iTiäass  die  Krümmungsebene  desselben  oenubemll 
gleichen  Querschnitt  des  Balkens  in  zwei  symmetrische  Hälften 
zerlegt.  ^  Ausserdem  wird  vorausgesetzt Mdass  die  biegenden  Kräfte 
sämmtlich  in  jener  Krümmungsebene  wirken,  dass  dieselben  also 

nur  solche  Formänderungen 
Pig.  275.  hervorbringen    können,   bei 

welchen  die  Achsenliuie  des 
Balkens  eine  ebene  Curve 
bleibt. 

Um  die  Biegungs- Span- 
nungen zu  bestimmen,  welche 
in  irgend  einem  Querschnitte 
des  an  einem  Ende  einge- 
mauerten krummen  Balkens 
durch  ein  am  freien  Ende 
desselben  wirkendes  Kräfte- 
paar vom  Momente  SU  her- 
vorgebracht werden,  hat  man 
sich  an  der  betreffenden 
Stelle  des  Balkens  rechtwin- 
kelig zur  Achsenlinie  des- 
selben eine  Schnittfläche  hindurchgelegt  und  an  dem  abgeschnittenen 
Theile  BC  die  zur  Wiederherstellung  des  Gleichgewichtszustandes 
erforderlichen  Kräfte   hinzugefügt  zu   denken  (Fig.  275).     Diese 


Fig.  276. 


<^B)m 
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Fig.  277. 


hin^lundligeBd^nJCräfte  werden  jedenfalls  in  ihrer  Gesammtwirkung 
ftin  KräftejgLar  bjl jeiriiTttSsen  ^  und  das  Moment  desselben  muss 
dem  Momente  des  am  freien  Ende  B  wirkenden  Kräftepaares 
gleich  und  entgegengesetzt  sein  (Fig.  276).  Das  gleiche  Resultat 
würde  sich  ergeben,  wenn  der  Schnitt  an  einer  beliebigen  anderen 
Stelle  durch  den  Balken  hindurchgelegt  würde.  Denkt  man  sich 
das  zwischen  zwei  unendlich  nahe  bei  einander  liegenden  Quer- 
schnittsflächen befindliche  Stück  CD  aus  dem  Balken  herausge- 
schnitten, so  erkennt  man:  dass  dasselbe  auf  die  in  Fig.  277  an- 
gedeutete Weise  durch  ^gei  entgegen- 
gesetzt drehende  Kräftepaare  im  Gleich- 
gewichte gehalten  wird. 

Die  von  den  beiden  Kräftepaaren  an 
diesem  Balkenstücke  hervorgebrachte 
J'ormänderung  wird  darin  bestehen,  dass 
die  an  der  concaven  Seite  liegenden  Fa- 
>sernabschnitte  verlängert,  und  die  an 
aer  convexen  Seite  liegenden  Fasernab- 
schnitte verkürzt  werden.  Zwischen  den 
verlängerten  und  verkürzten  Fasem- 
schichten  muss  irgendwo  eine  neutrale 
Fasemschicht  liegen,  welche  weder  ver- 
längert noch  verkürzt  wird.  In  BetreflF 
der  eingetretenen  Formänderung,  welche 
stets  sehr  klein  vorausgesetzt  wird,  darf 
man  —  wie  früher  bei  dem  geraden 
Balken  ebenfalls  geschehen  —  die  An- 
nahme machen:  da&a.iiicjej»g^i~£uukte, 
des  Bßlfcen5r'^weldig__yorJiei^- iö-- einer  und  derselben  Querschnitts- 
eb^ne  lagen,  auch  nach  eingetretenem  Biegungszustande  nocITin 
eiiicfTin3"  derselben  Ebene  zusammen  geblieben  ~slnd.  Es  darf 
dafier"äie  mit  der  Biegung  verbundene  relative  Lagenveränderung 
der  einen  Endfläche  D  in  Bezug  auf  die  andere  Endfläche  C  auf- 
gefasst  werden  als  eine  Drehung  um  eine  rechtwinkelig  zur  Bie- 
gongsebene  stehende  Drehachse  Z),  welche  in  der  neutralen  Fa- 
semschicht liegt  und  deshalb  die  neutrale  Achse  genannt  werden, 
kann. 

Die  Verlängerung  dos  an  der  concaven  Seite  im  Abstände  u 
von  der  Neutralen  befindlichen  Fasernabschnitts  kann  (nach  Fig.  277) 
als  der  zu  dem  Drehungswinkel  dw  gehörige  Kreisbogen  vom  Halb- 


^6'i 


ribr 


-  i 

o 
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messer  u  betrachtet  werden  uod  hat  die  Grösse  u .  dm.  Dieser 
Fasernabsühnitt  hatte  ursprünglich  die  Länge  p  .  d^.  Wenn  also 
mit  8  die  Spannung  desselben  (pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts) 
und  mit  E  der  Elasticitätsmodulus  bezeichnet  wird,  so  ist  nach 
dem  Elasticitätsgesetze  das  Verlängerungsverhältniss  jenes  Fasern- 
Elements  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

^ .        8  W  .  dfs) 


8 

E 


p .  dtf 


Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  das  Verlängerungsverhält- 
niss des  am  stärksten  gespannten,  im  Abstände  w  von  der  Neu- 
tralen befindlichen  Fasern -Elements  (nach  Fig.  277)  den  Werth: 

^     E        r  .  d(f 

Indem  man  die  erstere  Gleichung  durch  die  letztere  dividirt, 
erhält  man  nunmehr  für  das  Verhältniss  der  beiden  Spannungen 
die  Gleichung: 


3)    -i— 


8 

s 


u 


w 


Da  die  in  einem  bestimmten  Querschnitte  auftretenden  Spannungs- 
Fig.  278.  Flg.  279.  widerstände         in 

ihrer  Gesammtwir- 
kung  ein  Kräfte- 
paar bilden ,  so 
muss  ihre  alge- 
braische Summe 
gleich  Null  sein. 
Wenn  also  mit  dF 
die  Querschnitts- 
fiächc  des  im  Ab- 
stände u  von  der 
Neutralen  befind- 
lichen Fasern-Ele- 
ments bezeichnet 
wird,  so  ist: 


4) 


l».dF  =  Q. 


Nach  Substitution  des  aus  Gleicliung  3)  für  die  Grösse  «  zu 
entnehmenden  Werthes  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 
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'■>  /(-:)— =0' 


und  wenn  man  hierin  die  Grösse  —  als  gemeinschaftlichen  Factor 

aller  unter  dem  Integralzeichen  zu  einer  Summe  vereinigten  Glieder 
forüässt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


6) 


y^=o. 


7) 


ß 


Nach  Fig. 278  und  Fig. 279  ist  «  =  r  +  «?  —  p  und  dF  =  z.dp 
zu  setzen.  Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

9       r 

und  dieselbe  in  dieser  Form  benutzen,  um  die  Lage  der  neutralen 
Achse  des  Querschnitts  zu  bestimmen. 

So  z.  B.  erhält  man  für  den  in  Fig.  280  dargestellten 
trapezförmigen   Querschnitt,    dessen    zwei    nicht   parallele   Seiten 

nach     dem    Krümmungsmittelpunkte     con- 

vergiren,   indem  man  ^=^6.  ^  setzt,   die 

r 
Gleichung: 


Fig.  280. 


« ---« 


8) 


/( 


r  +  A 

r  -{-  w  —  p\   b 


)-prfp==0, 


welcher  man  nach  Fortlassung  des  constanten 
Factors  —  auch  die   folgende  Form   geben 

V 

kann : 


9)    (ri-w) 


r  +  A  r  +  A 

p  dp    oder : 


/*  -/' 


10)     (r-\-w)k  = 


(r  +  hy 


und  findet  durch  Auflösung  der  letzteren   Gleichung  für  w  den 
Werth : 


FtwfUr  AbKküa.    f  «. 

für  d«n   io   Fig.  2SI   dar^tr<it«llten   rtditttiägfto   Querscluiitt 

=-&  XU  •>ii\:am  in  <JMi;hiing  7,    und   nach   Fortlabsang    des 
conttaiiUn  FacU^n  A  kann  maa  denelben  als- 
rig.  2eL  «tann  ilic  Form  gfben: 

/,  '-*  '+* 

Vi)     ir-\-*c)  f^-  =   fdf,     oder: 


13;    (r  +  ,r>lg(l-f-  *)  =  A. 
Vitmii   man  in  letzterer  Gleichang  abkür- 
zungHWc-im;  da«  VerhUltniM        -=  u  setzt,    so 
crliält   DiaD   durch    Auflösang  derselben    für 
.    das  Verhültniss    ,-  den  Werth: 

'*'    h      lg  (14-«)      « 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben   sich  z.  B. 
die  na4:hrolgenden  zusammengehörigen  Werthe 
o  tl(;r  beiden  Gnisseu  n  und  -r-: 

»    -  10  5  1  0,5         0,1  0 

■f  ._   0,317      0,35H      0,443      0,466      0,492      0,5. 

Der  Worth  n  =-  0  entspricht  dem  Falle  des  geraden  Balkens,  für 
w(;]i'heii  man  (in  UeljereinstimmuDg  mit  dem  in  g  3  gefundenen 
Itesultatt')  den  Werth  w  =^        erhält. 

§  66. 
Redacirte  (Jaerschnlttsflftchen. 

Nuclidctm  die  Lugo  der  neutralen  Achse  mittelst  des  im  to- 
rigeti  l'arugraphcti  erklärten  Verfahrens  bestimmt  worden  ist,  kann 
mau  nunmehr  datt  (iCBctz,  nucii  welchem  die  Biegungsspannnngen 
über  die  Quersdinittsflücbe  sich  vertheüen  —  auf  dieselbe  Weise, 
wie  in  g  2'.\  in  Bezug  auf  den  geraden  Balken  geschehen  —  durch 
('»iistruction  der  rcducirten  Qucrschiiittsfläcbe  graphisch  darstellen. 
IHu  roducirte  Quurschnittsbreite  v  ist  (wie  in  §  23)  zu  berechnen 
aus  der  Uleichung: 


1) 


« 


Redncirte  Querschnittsflächen. 
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Fig.  282. 


Fig.  283. 


^reiche  nach  Substitution  des  in  Gleichung  3)  des  vorigen  Para- 
graphen   für    das   Ver- 

8 

hältniss  -^  gefundenen 

Werthes  die  Form  an- 
nimmt: 

Man  findet  also  die 
reducirte  Querschnitts- 
breite v,  indem  man  die 
wirkliche  Querschnitts- 
breite z   zunächst    mit 

dem  Verhältniss  —  und 


Fig.  284. 


Fig.  285. 


hierauf  noch  mit  dem 

Verhältniss      -     multi- 
plicirt. 

Die  Art  und  Weise,  wie  diese  beiden  Multiplicationen  auf 
graphischem  Wege  ausgeführt  werden  können,  ist  in  Fig.  282  und 

Fig.  283  angedeutet,  während 
in  Fig.  284  die  aus  dieser  Con- 
struction  hervorgehende  Form 
der  reducirten  Querschnitts- 
iläche  selbst  dargestellt  ist 

Wenn  mit  (p  der  Flächen- 
inhalt jeder  von  den  beiden 
Hälften  der  reducirten  Quer- 
schnittsfläche, und  mit  e  der 
Abstand  zwischen  ihren  beiden 
Schwerpunkten  bezeichnet  wird, 
so  ist  die  Biegungs-Spannung  S 
nach  Fig.  285  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

3)     S(p.e  =  aH. 
Für  den  rechteckigen  Quer- 
Ö  0  schnitt    erhält    man    mit   Be- 

nutzung der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  für  w  berech- 
neten Werthe  die  in  Fig.  286,  Fig.  287,  Fig.  288  dargestellten 
Formen    der   reducirten    Querschnittsfläche.      Die    letztere  Figur 


8M  Fünfter  Abschnitt    §  G6. 

entspricht  dem  Falle  des  geraden  Balkens,  für  welclien  die  Glei- 
chung 3)  die  Form  annimmt: 

4)    ^*-  =  Ä 

Diüsellre  (ileichung   gilt  auch   Tdr  den   trapezförmigen   Quer- 
»clmitt   Fig.  289,    dessen    zwei    nichtpaniUele    Seiten    nach    dem 


>f-- 

4  a 

v^h 

«<«* 

/"           \ 

4inA 

^ 

Krümmungsmittelpunkt«  convergircn,  da  die  reducirte  Quorschnitts- 
HhcIig  hier  genau  dieselbe  Form  hat  wie  in  Fig.  288.     Auf  gleiche 
Flg.  289.  Flg.  200.  Weise  überzeugt  man 

sich,  dass  bei  der  in 
'  Fig.  290  dargestellten 
Querschnittsform  des 
immeii  Balkens  die 
Biegungs-Spanuung  S 
genau    auf    dieselbe 
Weise  berechnet  wer- 
den   kann,    wie    für 
/  den    geraden   Balken 

bei    der    in   Fig.  112 
/  ^  1  dargestellten     Quer- 

\  !  schnittsform,  insofern 

/  1;;/  die  reducirten  Quer- 

\  \';!7  schnittsfiächen  in  bei- 

'i ; if  den     Fällen      genau 

^  ö  übereinstimmen.   Die 

letzteren  beiden  Figuren  zeigen,  dass  auch  für  den  krummen  Balken 
die  Biegungs-Spannung  nach  der  Gleichung  II)  des  §  2: 
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5)  --3:  =  aH 

berechnet  werden  darf,  sobald  darin  für  %  —  statt  des  Trägheits- 
moments der  wirklichen  Querschnittsfläche  —  das  Trägheitsmoment 
derjenigen  Querschnittsfläche  gesetzt  wird,  welche  ein  gerader  Balken 
haben  raüsste,  wenn  seine  reducirte  Querschnittsfläche  mit  der- 
jenigen des  krummen  Balkens  übereinstimmen  soll. 

§67. 
Bereehming  der  grossten  Biegnngs  -  Spannnng. 

Die  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  Biegungs- 
Spannungen  in  Bezug  auf  die  neutrale  Achse  muss  gleich  dem 
Momente  des  biegenden  Kräftepaares  sein.  Nach  Fig.  278  und 
Fig.  279  ist  also: 

1)      l8dF.u  =  W: 


I sdF.  u  = 


zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  die  in  §  65  bereits  gefundenen 
Werthe: 

8  = ,     dF  =  zdf,    ti  =  r  -\'  w  —  p 

substituirt,  so  erhält  man  zur  Bestinmiung  der  Grösse  S  die  fol- 
gende Gleichung: 


r-h* 

2)    ^   nr  +  w  —  ^yzdp  ^^ 

r 


Für  den  rechteckigen  Querschnitt  (Fig.  281)  nimmt  diese  Gleichung 
die  Form  an: 

r  +  A 


3) 


Srbnr^w-fYdp^^     „der: 
""  J  P 


r  +  Ä  r  +  A  r-f-Ä 


r  TT 

nnd  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration  gelangt  man 
zu  der  Gleichung: 

5)  ^i(-+«')Mg(^)-2(.+.)Ä+(^i+f^^j=aR, 
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Wenn  man  hierin  wiederum  -  -  =  n  setzt  und  zugleich  für  tc 

r 

den   aus   der  Gleichung  14)   des  §  65   zu   entnehmenden   Werth 
substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

|('+-^)lg(l-}-n)-l|' 

(  n  — Ig(l-fn)  ) 

aus  welcher  für  die  grösstc  Biegungs-Spannung  der  folgende  Werth 
Bicb  ergiebt: 

Der  erste  eingeklammerte  Factor  auf  der  rechten  Seite  be- 
deutet  die  grösste  Biegungs-Spannung,  welche  in  einem  geradlinigen 
Balken  von  demselben  Querschnitte  durch  das  biegende  Kräftepaar 
hervorgebracht  werden  würde.  Um  also  für  den  krtmimfinigen  Bal- 
kon die  grösste  Biegungs- Spannung  zu  berechnen,  hat  man  den 
für  den  geradlinigen  Balken  gefundenen  Werth  noch  mit  dem  Factor: 

\  [n  — lg(l+H)J 
(Y+,-)lg(l+n)-l 

zu  multipliciren ,  welcher  als  eine  Function  der  Verhültnisszahl 

n  =        aus  den  gegebenen  Werthen  der  Grossen  h  und  r  nach 
r 

Gleichung  8)  berechnet  werden  kann.  Für  die  Grössen  n  und  A'^ 
erhält  man  aus  obiger  Gleichung  z.  B.  die  nachfolgenden  zu- 
sammengehörigen Werthe: 

n=lO  5  1  0,5  0,1  ü 

N=   2,888      2,103      1,287      1,154      1,033      ]. 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  bei  sehr  kleinen  Werthen  des  Ver- 
hältnisses       der  P'ehler  verhältnissmässig  klein  ist,  welchen  man 

begeht,  indem  man  die  grösste  Biegungs- Spannung  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  dem  geraden  Balken  berechnet. 

§68. 

Differenzial-Gleiclinng  der  elastischen  Linie. 

Die  Untersuchungen  der  vorhergehenden  drei  Paragraphen 
führten  zu  dem  Ergebnisse:  dass  es  bei  schwach  gekrümmten 
Balken  zulässig  ist,   sowohl  die   Lage  der  neutralen  Achse   als 


Differenzial- Gleichung  der  elastischen  Linie. 
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Fig.  291. 


auch  die  grösste  Biegungs- Spannung  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
dem  geraden  Balken  zu  berechnen. 

Wenn  also  —  wie  bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
stets  vorausgesetzt  werden  soll  —  die  Höhe  des  Querschnitts  sehr 
klein  ist  im  Verhältniss  zum  Krümmungshalbmesser  der  krummen 
Achsenlinie  des  Balkens,  so  darf  man  die  in  §  2  für  den  geraden 
Balken  gefundene  Gleichung: 

1)  —z  =  m 

auch   für  den  krummen  Balken  als  gültig  betrachten.    Auch  ist 
es  unter  dieser  Voraussetzung  zulässig,  in  Gleichung  2)  des  §  65 

das  Bogenelement  r  .d^  zu  vertauschen 
mit  dem  Bogenelemente  der  Achsenlinie 
des  Balkens.  Nach  Fig.  291  nimmt  jene 
Gleichung  alsdann  die  Form  an: 

und  man  erhält  nunmehr  durch  Gleich- 
setzung der  aus  den  obigen  beiden  Glei- 
chungen für  die  Grösse  S  zu  entneh- 
menden Werthe  die  Gleichung: 

3)    EZdm^SStds. 

'  In  dieser  Gleichung  bedeutet  dia  die 
Aenderung  des  Convergenzwinkels  der 
beiden  benachbarten  Querschnitts-Ebenen, 
zwischen  welchen  das  Bogenelement  ds 
liegt.  Diese  Aenderung  wird  in  einer 
Abnahme  des  ursprünglichen  Convergenz- 
winkels cfcp  bestehen,  wenn  das  biegende 
Kräftepaar  auf  die  in  Fig.  291  ange- 
gebene Weise  wirkt;  in  einer  Zunahme 
dagegen,  wenn  dasselbe  auf  die  in 
Fig.  292  angegebene  Weise  wirkt. 
Wenn  man  die  obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  «>,  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  0  und  s  —  so  erhält  man  für  die  Summe 
der  Convergenzwinkel-Aenderungen  in  sämmtlichen  Elementen  des 
ganzen  Balkenstückes  AM  in  Fig.  293  die  Gleichung: 


04 


a 


Ritter,  Ingenienr- Mechanik. 


14 
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Flg.  292. 


.S 


4)    FZiü 


=  I  SBl.ds  = 


=  3»», 


Qi 


/'f 


'r 


0 


aus  welcher  man  die  in  Folge  der  Bie- 
gung eingetretene  Richtungsänderung 
der  in  dem  Punkte  M  an  die  krumme 
Achsenlinie  gelegten  Tangente  berechnen 
kann.  Bei  der  ursprünglichen  Form 
des  Balkens  bildete  das  Bogenelement 
MN  den  Winkel  (p  mit  der  Horizon- 
talen, und  in  Folge  der  Biegung  ist 
dieser  Winkel  um  die  Grösse  <u  ge- 
wachsen. Da  stets  sehr  kleine  Form- 
änderungen vorausgesetzt  werden,  so 
ist  es  zulässig,  den  Winkel  cu  als  einen 
im  Verhältniss  zu  dem  Winkel  <p  un- 
endlich kleinen  Zuwachs  desselben  zu 
behandeln. 

Um  die  Lagenveränderung  des  Bogen- 
elements  MN  zu  bestimmen,  hat  man 
sich  die  beiden  (in  Fig.  293  schraffirten) 
unendlich  kleinen  rechtwinkeligen  Dreiecke  MLN  und  M^L^N^ 
auf  die  in  Fig.  294  angedeutete  Weise  bei  unverändert  bleibenden 

Richtimgen    ihrer 
Fig.  293.  Seiten   so   aufein- 

ander gelegt  zu 
denken,  dass  die 
beiden  Endpunkte 
M  und  Jlf ,  zusam- 
menfallen. Man 
erkennt  dann,  dass 
die  Verbindungs- 
linie NNy^  in  dieser 
Figur  als  der  zu 
dem  sehr  kleinen 
Winkel  m  gehörige 
Kreisbogen  vom 
Halbmesser  d«  be- 
trachtet, folglich  gleich  cu  .  ds  gesetzt  werden  darf.  Da  der  Bogen 
rechtwinkelig  zum  Halbmesser  gerichtet  ist,  so  hat  der  Winkel, 


,'  '/«* 


Balken  mit  kreisbogenf5rmiger  Achse. 
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Fig.  294. 
das 


welchen  die  Linie  NN^  mit  der  Verticalen  einschliesst ,  dieselbe 
Grösse  wie  der  Winkel  <p,  welchen  die  Linie  MN  mit  der  Hori- 
zontalen einschliesst. 
Indem  man  die  Grösse 
cos  cp  das  eine  Mal  aus 
dem  rechtwinkeligen 
Dreieck  ONN^^  das 
andere  Mal  aus  dem 
rechtwinkeligen  Drei- 
^  eck  MLN  berechnet, 
erhält  man  die  Glei- 
chungen : 

dy,  —  dy 
cos  c;)  ==  — ^  -  r-- 
c!)  .  as 

dx        , 
=  -=—    oder: 
da 

5)  «=i^^y, 

und  wenn  man  auf  gleiche  Weise  in  Bezug  auf  die  Grösse  sin  9 
verfährt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


^N 


sm  ©  = 


6)       CD  = 


dx 


dx  —  rfaj, 
ü> .  ds 
dx. 


=  -,  -    oder: 
as 


dy 


Diese  beiden  Werthe  hat  man  in  Gleichung  4)  für  m  zu  sub- 
stituiren,  worauf  man  durch  Ausführung  der  zweiten  Integration 
die  Verschiebungen  des  Punktes  M  rcsp.  in  horizontaler  und  ver- 
ticaler  Richtung  aus  derselben  berechnen  kann. 

§  69. 
Balken  mit  kreisbogenfSrmiger  Achse« 

Wenn   bei  der  ursprünglichen  Form  des  Balkens  die  Achse 
desselben  nach  einem  Kreisbogen  gekrümmt  war,  so  hat  man  in 
den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  nach  der  in  Fig.  295 
gewählten  Bezeichnungsweise  die  folgenden  Werthe  zu  substituiren: 
8  ==  Ä«p,  a?  =  Ä  sin  (p,  y  =  Ä  (1  —  cos  (p), 

ds  =  R  d(p,        dx  =  R  cos  cp  dcp,     dy  =  K  sin  <p  dcp. 
Die  Gleichung  4)   des   vorigen  Paragraphen   nimmt  alsdann 
die  Form  an: 

1)    E%m  =  mR<f. 

14* 
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Fig.  295. 


Um  die  bei  der  Biegung  eintretende  Senkung  des  Punktes  M 
zu   berechnen,   hat  man   hierin  für  cd  den  in  Gleichung  5)    des 

vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werth  zu  substituiren;  man  er- 
hält dann  die  Gleichung: 

welche  mit  dx  multiplicirt,  nach 
Substitution    des    oben    für    f/^* 
angegebenen  Werthes  die  Form 
annimmt: 
3)     EZ(dy,-dy)  = 

SroÄ*9  cos  ^dfp. 

Durch  Integration  derselben 

erhält    man    nunmehr    für    die 

Senkung    des    Punktes   At    die 

Gleichung : 

^2:  Cvt  —  J/)  =  SKä'^  /  <p  cos  cpd(p    oder: 


o 


4)    EX  (y,  —  y)  =  ÜKÄ'  (?  sin  9  -f  cos  <p  —  1). 

Um  die  Horizontal-Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berechnen, 
hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  für  co  ge- 
fundenen   Werth     in 
Pig.  296.  Gleichung  1)  zu  sub- 

stituiren. Man  erhält 
dann  die  Gleichung: 

welche  mit  dy  multi- 
plicirt,  nach  Substitu- 
tion des  oben  für  dy 
angegebenen  Werthes 
die  Form  annimmt: 

6)    EX{dx  —  dx,) 
=  ÜBÄ'cp  sin  9  dff. 

Durch  Integration  derselben  erhält  man  für  die  I^orizontal- Ver- 
schiebung des  Punktes  M  die  Gleichung: 


/     r^ 
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EZ  (x  —  x,)  =  9HjB^  /  9  sin  9^9    oder: 

7)  EZ  (x  —  a?i)  =  aSÄ*  (sin  9  —  9  cos  9). 

Um  die  Verschiebungen  des  Endpunktes  B  zu  berechnen,  hat 
mau  in  den  Gleichungen  4)  und  7)  den  Weiih  <p  =  a  zu  sub- 
stituiren,  und  erhält  dann  nach  Fig.  296  die  beiden  Gleichungen: 

8)  EZo  =  üßÄ'  (a  sin  a  +  cos  a  —  1), 

9)  E%\  =  WIR^  (sin  a  —  a  cos  a). 

Auf  dieselbe  Weise  würde  man  die  allgemeine  Gleichung  1), 
indem  man  darin  ebenfalls  9  =  a  setzt,  dazu  benutzen  können, 
um  die  Aenderung  der  Tangentenrichtung  fiii*  den  Endpunkt  B 
zu  berechnen. 

§  70. 

Bereehnaug  der  Yon  einer  Yerticalkraft  heryorgebrachten 

DarGhbiegung. 

In  den  vorhergehenden  Paragraphen  wurde  stets  vorausgesetzt, 
dass  die  Biegung  des  Balkens  durch  ein  am  freien  Ende  desselben 
w^irkendes  Kräftepaar  vom  Momente.JP^»  hervorgebracht  wurde, 
dass  also  das  Biegungsmoment  in  allen  PuTiktfiTi  der  A^hlii^n^'ff1f^" 

— den'^constantfijLJEÄrth   üß    hatte. 

^^-  2Ö7.  Wenn  es  statt  dessen  eine  am  freien 

Endpunkte  des  Balkens  wirkende 
Yerticalkraft  ist,  welche  die  Biegung 
hervorbringt,  so  hat  man  in  der 
allgemeinen  Gleichung  der  elasti- 
schen Linie  (§  68,  Gleichung  4): 


1)       £XCD 


'.  jmds 


für  das  Biegungsmoment  SR,  als 
eine  von  s  abhängige  veränderliche 
Grösse,  nach  Fig.  297  den  Werth: 

2)    ÜR  ==  FÄ  (sin  a  —  sin  (p) 

zu  substituiren,  und  wenn  man  ausserdem  wieder  ds -^  Rd^  setzt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 
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£Xa)  =  VR'^  I  (sin  a  —  sin  cp)  d<p    oder: 

o 

3)    EZiü  =  VR^  ((p  sin  a  +  cos  cp  —  1). 

Um  die  Vertical- Verschiebung  des  Punktes  fil  zu  berechnen, 
hat  mau  den  in  Gleichung  5)  des  §  68  gefundenen  Ausdruck  für 
fiu  einzusetzen  und  hierauf  (nach  Substitution  des  Werthus  cbc  = 
RcoHffd{f)  die  Integration  auszuführen.  Man  gelangt  dann  zu 
den  folgenden  Gleichungen: 

4)  EZ  {^'^-^~-^'^  =  VR' {<f  sin  OL -\- cos  <f  —  1), 

5)  EX  {dy^  —  dy)  =  Vi2'  (cp  sin  a  -}-  cos  cp  —  1)  cos  cpdcp, 

ff 

6)  E%  (y,  —  y)  =  ^-ß*  /  (?  siii  a  -}-  cos  cp  —  1)  cos  <p  dcp, 

0 

7)  E%{y,  -y)=  KJB»  |Bin  a  (<p  sin  <p  +  cos  <p  -  1)  +  |  +--/'*- 8in(pj  • 

Um  die  Horizontal-Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berechnen, 
hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  §  68  gefundenen  Ausdruck  für 
0)  in  Gleichung  3)  einzusetzen  und  (nach  Substitution  des  Worthes 
dy  =  R  sin  <fdff)  die  Integration  auszuführen.  Man  erhält  dann 
die  Gleichungen: 

8)  E%  (^?^-^»-)  =  7/2^  (cp  sin  a  +  cos  cp  -  1), 

9)  E%  (dx  —  dsp,)  =  VR^  (cp  sin  a  +  cos  cp  —  1)  sin  cpcJcp, 


10) 


,   EX  (x  —  acj)  =  VR^  I  (cp  sin  a  -[-  cos  <p  —  1)  sin  (pdcp, 

o 

/sin  9  \ 

— ,    _ _  ,„       „ .,        .  _      sin  a  (sin  9  —  cp  cos  ^)  H ^ (^  ~"  co»  ?)!  • 

l  •  ; 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  0  und  i  bezeichneten  Grössen, 
um  ivelche  der  Endpunkt  B  resp.  in  verticaler  und  horizontaler 
Richtung  verschoben  wird,  kann  man  nunmehr  aus  den  Gleichun- 
gen 7)  und  11)  berechnen,  indem  man  darin  (p  =  a  setzt.  Für 
jene  Grössen  ergeben  sich  alsdann  die  beiden  Gleichungen: 

12)    EZo  =  VR'  ja  (-g-  +  sin  a=)  -f  -|  sin  2a  -  2  sin  a\  1 
.13)    J5ie  =  FÄ' j^-sina^  +  cosa-l  — ^8in2aj. 
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§  71. 

Berechnung  der  von  einer  Horizontalkraft  hervorgebrachten 

Durchbiegung. 

Nach  Fig.  298  hat  man  für  das  Biegungsmoment  au  der  Stelle 
J/  den  Werth: 

1)    ÜR  =  HE  (cos  9  —  cos  a) 

zu  substituiren,  und  die  Gleichung  4)  des  §  68  nimmt  für  diesen 
Fig.  298.  Fall  die  Form  an : ' 

E%u}  =  HE^  I  (cos  (p  —  cos  a)  rf<p 

oder: 
2)   EXiü  =  HB^  (sin  <p  —  9  cos  a). 

Um  die  Vertical- Verschiebung 
des  Punktes  M  zu  berechnen,  hat 
man  hierin  für  cd  den  in  Glei- 
chung 5)  des  §  68  gefundenen 
Ausdruck  einzusetzen  und  hierauf 
(nach  Substitution  des  Werthes 
dx  =  E  cos  9  dtp)  die  Integration 
auszuführen.    Man  gelangt  dann  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

3)  E%  (^^^1^1^)  ^  HB'  (sin  (p  —  9  cos  a), 

4)  EZ  (rfy,  —  dy)  =  HB^  (sin  cp  —  (p  cos  a)  cos  cprf<p, 

9 


■/' 


cos  a)  cos  cp  (2cp, 


6)    EZ(y,  —y)  =  HE^  p^?_ -{- cosa  (1  —  cos (p  —  cp  sin  (p)| . 

Um  die  Horizontal- Verschiebung  des  Punktes  M  zu  berechnen, 
hat  man  den  in  Gleichung  6)  des  §  68  gefundenen  Ausdruck  für 
m  in  Gleichung  2)  einzusetzen,  und  (nach  Substitution  des  Werthes 
dy  =  E  sin  9  dcp)  die  Integration  derselben  auszuführen.  Man 
erhält  dann  die  folgenden  Gleichungen: 

7)    EZ  (— "  ^)  =  HE^  (sin  'p  —  9  cos  a), 
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8)     EX  (dx  —  dx^)  =^  HR^  (sin  9  —  <p  cos  a)  sin  <p  dcp, 

9 


9) 


EX  {x  —  x^)  =  HE^  I  (sin  9  —  9  cos  a)  sin  (p  dcp, 


10)    JS;!E(x-x',)  =  ÄÄ']|  — ■^^^^:fco8a(cpcoscp  — sintp)[. 

Die  in  §  69  mit  9  und  £  bezeichneten  Grössen,  um  welche 
der  Endpunkt  B  resp.  in  verticaler  und  horizontaler  Richtung 
verschoben  wird,  kann  man  nunmehr  aus  den  Gleichungen  6)  und 
10)  berechnen,  indem  man  darin  cp  =  a  setzt  Für  jene  Grössen 
ergeben  sich  alsdann  die  beiden  Gleichungen: 

11)  EXo  =  HR'  j-|  sin  a^  —  ^  sin  2a  +  cos  a  ~  1  j , 

12)  EXi  =  HR'  Ig-  (1  4-  2  cos  «')  —  ^'sin  2a| . 

§  72. 
Correction  weg^n  Längen -Aendernng  der  Balken  «Achse. 

Bei  Ableitung  der  in  den  vorigen  beiden  Paragraphen  für  die 
Grössen  o  und  S  gefundenen  Gleichungen  wurden  ausschliesslich 

diejenigen  Formänderungen  des 
Balkens   berücksichtigt,   welclie 
durch  das  in  jedem  seiner  Quer- 
schnitte wirkende  Biegiingsmoment 
und  die  demselben  entsprechen- 
den Biegungs-Spannungen  bedingt 
werden.  Diese  Berechnungsweise 
ist  nur  dann  als  zulässig  zu  be- 
trachten,   wenn    es   sich  nach- 
n^   weisen  lässt,  dass  die  gleichzeitig 
stattfindende  Längen-Aeuderung 
der  Balken-Achse  als  verschwin- 
dend klein  vernachlässigt  werden 
darf.    Andernfalls  würden  jeue 
Gleichungen     noch    einer   .Cor- 
rection bedürfen,  insofern  man  die  aus  Fig.  299  zu  entnehmenden 

Werthe : 

1)    0  =\  sin  a      und      2)    5'  =  X  cos  a, 


Fig.  299. 


ff  > 


0 


Correction  wegen  Längen -Aenderung  der  Balken -Achse. 


217 


-jr.<fi 


o^ 


V 


v 


(^ 


Fig.  300. 


als  die  von  der  Längen-Aenderung  X  herrührenden  Beiträge,  resp. 
noch  zu  den  Grössen  o  und  %  (in  positivem  oder  negativem  Sinne) 
hinzufügen  müsste^,  um  die  wirklich  stattfindenden  Verschiebungen 

des  Endpunktes  B  zu  erhalten. 
Denkt  man  sich  bei  dem  in 
Fig.  300  dargestellten  Falle  den 
Balken  an  der  Stelle  M  durch- 
schnitten, so  erkennt  man,  dass 
es  die  in  Fig.  301  angegebenen 
Kräfte  sind,  welche  man  bei 
dem  Theile  -43/  an  der  Schnitt- 
stelle M  hinzufügen  müsste,  um 
den  früheren  Zustand  wieder 
herzustellen.  Dem  Biegungs- 
momente 2ß  entsprechen  die  Bie- 
gungs-Spannungen,  durch  welche 
die  Krümmung  des  daselbst  be- 
findlichen Balken-Elements  ver- 
ändert wird.  Ausserdem  wird 
die  tangential  gerichtete  Seiten- 
kraft V  sin  (p  eine  gleichförmig 
über  die  Querschnittsfläche  ver- 
theilte  Zug  -  Spannung  in  dem- 
Fiün<p  selben  hervorbringen,  und  wenn 
mit  F  die  Grösse  der  Quer- 
schnittsfläche bezeichnet  wird, 
so  hat  diese  Zug- Spannung  pro 
Flächeneinheit  die  Grösse: 


V 


Fig.  301. 


3) 


~       F 


Das  an  der  Stelle  M  befindliche  Bogen- Element  R.df^  wird  in 
Folge  dessen  eine  Verlängerung  d\  erleiden,  welche  nach  dem 
Elastdcitätsgesetze  zu  berechnen  ist  aus  der  Gleichung: 

^       dk    S 

Nach  Substitution  des  oben  für  S  gefundenen  Werthes  nimmt 
diese  Gleichung  für  dk  aufgelöst  die  Form  an: 

^v     j.         VR  sin  rpd(p 
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und  man  erhält  durch  Integration  derselben  für  die  ganze  Ver- 
längerung der  Balken-Achse  den  Werth: 


6)       Xr= 


VR  r . 

-  EFj  '' 


sin  f  d^  =  — 


FÄ  (1  —  cos  «) 


£/^ 


0» 


/*> 


o- 


Fig.  302. 


Hiemach  ergeben  sich   aus  den  Gleichungen  1)  und  2)    für 
die  oben  erwähnten  Correctionen  die  Werthe: 

^      ,        VR  (1  —  cos  a)  sin  ot        ^.    ^,        VR  (1  —  cos  a)  cos  a 

Eine  Vergleichung  derselben  mit  den  in  §  70  für  die  Grössen 

o  und  £  gefundenen  Gleichungen   zeigt,   dass  diese   Correctionen 

nur  dann  überflüssig  sind,    wenn 

% 
das   Verhältniss  -f^=rr  sehr    klein 

ist,  d.  h.  wenn  der  Krümmungs- 
halbmesser R  sehr  gross  ist  im 
Verhältniss  zu  den  Querschnitts- 
dimensionen. 

Auf  ähnliche  Weise  sind  die 
Correctionen  zu  berechnen  für  den 
in  §  71  behandelten  Fall  einer 
horizontal  gerichteten  biegenden 
Kraft.  Nach  Fig.  302  und  Fig.  303 
erhält  man  für  diesen  Fall  die 
den  obigen  analog  gebildeten  Glei- 
chungen : 

c,       H  cos  9 
5  =  — p-^^ 

d\  S 
^  E' 


-w 


ö) 
10) 


R  .  df^ 


/fshifp 


^  ^ .      -^         HR  cos  <p  do 
11)    dx=- ^^7-^ 


a 


Plg.  303. 


12)    X 


HR  r 


cos  «p  dcp, 


13)    X=  ,p;,-8ma, 


U)    o'  = 


RR  sin  tt' 


EF 

15)  r  = 


^ü?  sin  a  cos  a 


Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Gewlchte's.  219 

in  welchen  die  Grösse  S  als  eine  Druckspannung  und  die  Grösse  X 
als  Verkürzung  der  Balken-Achse  aufzufassen  ist. 

Bei  Yergleichung  der  letzteren  beiden  Ausdrücke  mit  den  in 
§  71    für  die  Grössen  o  und  ?  gefundenen  Gleichungen   erkennt 

man,    dass  im  Allgemeinen  auch  hier  die  Correctionen  überflüssig 

% 
sind,    sobald  das   Verhältniss  pj^f  ^^^   ^^''^  klein  vorausgesetzt 

werden  darf.  Nur  in  dem  einen  Falle,  wenn  a  sehr  klein  und 
zugleich  R  sehr  gross  ist  —  d.  h.  wenn  der  Balken  eine  nahezu 
geradlinige  Form  hat  —  wird  die  nach  Gleichung  15)  zu  berech- 
nende Correction  nicht  mehr  als  überflüssig  betrachtet  werden 
dürfen.  Wenn  man  nämlich  i^  =  oo,  ferner  a  =  0  und  zugleich 
R  ,  a  =  1  setzt,  so  erhält  man  aus  Gleichung  15)  den  Werth: 

während  nach  §  71  für  die  Grösse  ?  der  Werth  Null  sich  ergeben 
würde.  Bei  sehr  schwach  gekrümmten  Balken  darf  daher  die 
von  einer  Horizontalkraft  H  hervorgebrachte  Horizontal-Verschie- 
bung  des  Endpunktes  B  nicht  unmittelbar  nach  der  Gleichung  12) 
des  §  71  berechnet  werden;  es  muss  vielmehr  zu  dem  aus  jener 
Gleichung  für  l  zu  entnehmenden  W^erthe  noch  die  oben  in  Glei- 
chung 15)  gefundene  Grösse  5'  hinzu  addirt  werden. 

§  73. 
Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Gewichtes. 

Die  Grössen  o,  und  i^,  um  welche  der  Belastungspunkt  selbst 
resp.  in  verticaler  und  in  horizontaler  Richtung  verschoben  wird, 
kann  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  70 
berechnen,  indem  man  darin  Q  statt  V  und  <p  statt  a  setzt  (Fig.  304 
und  Fig.  305).  Man  erhält  dann  für  jene  Verschiebungen  die  Werthe: 

1)  o,  =  -g^-  j<p  (-g  +  sin  <p^)  +    -  sin  2cp  —  2  sin  cpj , 

2)  J,  =--gj,-  j  ^  sin<p'-f-coscp  — 1— -|-sin2<p|. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für  den  Winkel  co,  um  welchen 
die  Tangentenrichtung  an  der  Stelle  M  gedreht  wurde,  aus  der 
Gleichung  3)  des  §  70  den  Werth: 

3)  Q>  =  -r~-  (<p  sin  <p  -|-  cos  <p  —  1). 
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Bei  der  Biegung  des  Balkens  geht  das  Stück  Jf  J3,  ohne  seine 

Form  dabei  zn  ändern,  in  die  neue  Lage  Af,  £,    über,    und  die 

Fig.  304.  Sehne  MB  führt  dabei  eine  Be- 

*^  wegung  aus,  welche  auf  die  in 

Fig.  306  angedeutete  Weise  zer- 
legt werden  kann  in  eine  fort- 
M  schreitende  Bewegung  und   eine 

Drehbewegung.      Bei    der    fort- 

j    schrettenden  Bewegung  (aus  der 

Lage  MB  nach  der  Lage  M^  (J) 

(^v  legt  der   Endpunkt  B  in   verti- 

caler   Richtung   die   Strecke  o,, 

in  horizontaler  Richtung  ^^    zu- 

^  rück.     In  Folge  der  ausserdem 

noch  stattfindenden  Drehung  (aus 
der  Lage  M^  C  in  die  Lage 
M^B^)  kommt  zu  der  Vertical- 
verschiebung  noch  die  Strecke 
o, ,  zu  der  Horizontalverschie- 
buug  noch  die  Strecke  (,  liin^zu. 
O*  Für   die   letzteren  beiden    Ver- 

schiebungen ergeben  sich  aus  Fig.  306  die  Ausdrücke: 

4)  0,  -^  p  0)  cos  f^  =  R  (sin  a  —  sin  <p)  eu, 

5)  ?j  ^^  p  (ü  sin  ^  =  i?  (cos  <p  —  cos  a)  a>, 


Fie.305. 


6) 
7) 


3«  — 


EZ'  ('^"  " 


Q 


welche  nach 
Substitution 
des  oben  in 
Gleichung  3) 
für  den  Win- 
kel (u  gefun- 
denen  Wer- 
9  thes  die  fol- 
genden For- 
men anneh- 
men: 

sin  'f )  ((p  sin  'f  -|-  cos  '^  -  1), 


?2  =  ~p(f~  (cö8  ?  ■"  ^ös  a)  (<p  sin  <p  -(-  cos  ^  —  1). 


Spannungen  im  geschlossenen  Kreis -Ringe. 
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3f 


Die  ganze  Verticalverschiebung  des  Endpunktes  B  hat  die  Grösse 

Fig.  306.  ^_^    .|.^^^ 

Rima-rMn?) N  ^^^  jj^  g^^^^  „^, 

rlzontal-Verschie- 

|Ä(cosf-cosa)   bung      desselben 

hat  die  Grösse 


3l,v 


H)     o  == 
9)     6  = 


E% 
EZ 


Aus  den  obigen 
Gleichungen  er- 
geben sich  dem- 
nach für  diese  bei- 
den Verschiebun- 
gen die  Werthe: 

-^  -| ^j— ^  —  sin<p-[-sina(cpsin<p-|-c^s?  —  1)!  > 


<j.. 


12 


sm 


p^ \-  cos  a  (1  —  cos  <p  —  <p  sin  9)! . 


§  74. 


Flg.  307. 


Spannungen  im  geschlossenen  Kreis -Ringe. 

Bei  dem  in  Fig.  307  dargestellten  verticalen  Ringe,  welcher 
von  zwei  Verticalkräften   im   gespannten  Gleichgewichts -Zustande 

gehalten  wird,  kann  man  sich  den 
Biegungszustand  der  oberen  Hälfte 
auf  die  in  Fig.  308  angedeutete 
Weise  veranschaulichen,  und  wenn 
man  sich  in  dieser  letzteren  Figur 
nachher  die  eine  Hälfte  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen  denkt, 
so  gelangt  man  zu  dem  in  Fig.  309 
dargestellten  Falle  eines  krummen 
P  Balkens,  bei  welchem  die  von  dem 
Kräftepaare  und  der  Verticalkraft 
hervorgebrachten  Biegungen  un- 
mittelbar nach  den  Gleichungen 
des  §  69  und  §  70  berechnet  wer- 
den können. 

Die  Formänderung,  welche  die 
beiden   Verticalkräfte    dem   Ringe 
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Fig.  308. 


ertheilten,  war  jedenfalls  so  beschaffen,  dass  die  elastische  Linie 
an  den  beiden  Endpunkten  des  horizontalen  Durchmessers    ihre 

ursprüngliche  verticale  Tan- 
gentenrichtung  beibehalten  hat. 
Hieraus  folgt,  dass  in  Fig.  309 
die  von  dem  Kräftepaare  und 
der  \'erticalkraft  hervorge- 
brachten Aenderungen  der  Tan- 
gentenrichtung an  der  Stelle  B 
einander  gegenseitig  aufheben 
müssen. 

Für  den  Winkel,  um  wel- 
chen diese  Tangentenrichtung 
sich  drehen  würde,  wenn  das 
Kräftepaar  allein  vorhanden 
wäre,    erhält   man    aus  §  69, 

Gleichung  1),  indem  man  darin  9=2   setzt,  den  Werth: 

WIR     T. 

und  für  den  Winkel,   um  welchen  jene  Tangentenrichtung  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  sich  gedreht  haben  würde,  wenn  die  Vertical- 

kraft  allein  vorhanden  wäre,  findet  man 
auf  dieselbe  Weise  aus  §  70,  Gleichung  3), 
den  W^erth: 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  Aus- 
drücke erhält  man  für  die  Grösse  9R  den 
Werth: 

3)    2»=rFÄ(l~-^)- 

Wenn  die  Verticalkraft  V  allein  vor- 
handen wäre,  so  würde  --  nach  §  70,  Gleichung  12)  —  der  End- 
punkt B  sich  senken  um  die  Grösse: 

und  wenn  das  Kräftepaar  allein  vorhanden  wäre,  so  würde  — 
nach  §  69,  Gleichung  8)  —  der  Endpunkt  B  sich  heben  um  die 
Grösse : 


Flg.  309. 
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Die    wirklich   eintretende   Senkung    des   Endpunktes  B  ist  gleich 
dem   Ueberschusse  der  ersteren   über  die  letztere,    hat  also  die 

Grösse:  FÄ»/3  _n       ÜRi?»/«       ,>. 

und   nach   Substitution   des   oben   für  SK   gefundenen  Ausdrucks 
erhält  man  für  dieselbe  den  Werth: 


7^  ^^    /^        ^\ 


Die  ganze  Verlängerung  des  verticalen  Ringdurchmessers  AD 
(Fig.  307)  hat  die  doppelte  Grösse,  und  die  von  der  Kraft  2  V 
hervorgebrachte  Verlängerung  einer  aus  n  solchen  Ringen  zusam- 
mengesetzten Kette  ist  7i-mal  so  gross  als  die  Verlängerung  jedes 
einzelnen  Ringdurchmessers,  hat  also  die  Grösse: 


Für  das  Biegungsmoment  an  der  Stelle  P  ergiebt  sich  aus 
Fig.  309  der  Ausdruck: 

9)  i*f  =  Fi?  (1— sin  9)- a», 

welcher  nach  Substitution  des  oben  für  9B  gefundenen  Werthes 
die  Form  annimmt: 

10)  M=VR(^-smff). 

Wenn  man  hierin  <p  =  0  setzt,   so  erhält  man  für  das  Biegungs- 
moment an  der  Stelle  A  den  Werth: 

11)  M,  =  VR.—. 

TZ 

Die   grösste   Biegungsspannung    in   diesem   Querschnitte    hat 
also  die  Grösse: 

1o^     c         *^      jif        2VRw 

12)  S„=         ilf„  =  _^. 

Die  grösste  Spannung  in  dem  Querschnitte  B  setzt  sich  zu- 
sammen  aus   der  gleichförmig    über    die   Querschnittsfläche   ver- 

theilten  Zugspannung  S,  =  -^  und  der  dem  Biegungsmomente  Wl 

entsprechenden  grösston  Biegungsspannung  S^  '-^  'er-  3W,   hat  also 
nach  Gleichung  3)  die  Grösse: 
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13)      b=y-  +  ^m=y  +  -^-(l--y 

Wenn  der  Querschnitt  ein  Kreis  ist  vom  Halbmesser  «?,  so 
ist  F  =  w^'K^  ferner  %  =  -^w*  zu  setzen,  und  man  erhält  für 
das  Verhältniss  jener  beiden  Spannungen  den  Werth: 

14)  f  -  =  0,3927  .  ^  +  0,57. 

Da  der  Quotient  -.,  immer  kleiner   ist  als  Eins,  so   ist    S^ 

immer  grösser  als  S\  Die  grösste  in  dem  Ringe  überhaupt  vor- 
kommende Spannung  findet  also  an  den  beiden  Endpunkten  des 
verticalen  Durchmessers  statt  und  ist  nach  der  Gleichung  12)  zu 
berechnen,  welche  für  2  F  aufgelöst,  nach  Substitution  des  oben 
für  %  angegebenen  Werthes,  die  Form  annimmt: 

15)  2V  =  ^;f, 

und  in  dieser  Form  auch  zur  Berechnung  der  Tragfähigkeit  des 
Ringes  benutzt  werden  kann,  wenn  darin  für  S^^  die  practisch 
zulässige  Spannung  des  Materials  gesetzt  wird. 

Fttr  Schmiedeisen  würde  Sn  =G  Kil.  zu  setzen  sein.    Wenn  also  z.  B. 
2?=^  100™'"  und  ?(?  =  lO"»"»  ist,  so  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth; 

2  K  =  148  Kil. 
Nach  Gleichung  7)  würde  bei  dieser  Belastung  eine  Verlängerung  des  verti- 
calen Ringdurchmessers  eintreten  von  der  Grösse: 

Eine  aus  100  solchen  Ringen  zusammengesetzte  Kette  würde  also  bei  einer 
Belastimg  von  148  Kil.  um  28  Millimeter  sich  verlängern. 

Aus  Gleichung  10)  ergiebt  sich  für  denjenigen  Winkel  rp  =  e, 
welchem  der  Werth  Jtf  :^=0  entspricht,  die  Bedingungs-Gleichung: 

16)  sin  £  '-^  -    oder    e  --  39^  32'. 

An  der  Stelle,  wo  das  Biegungsmoment  gleich  Null  ist,  würde 
man  den  Ring  durchschneiden  und  ein  Scharnier  einschalten  kön- 
nen, ohne  dass  dadurch  in  den  Spannungszuständen  der  einzelnen 
Tlieilc  etwas  geändert  wird.  Man  kann  sich  daher  den  Biegungs- 
zustand des  Ringes  auf  die  in  Fig.  310  dargestellte  Weise  ver- 
anschaulichen, indem  man  sich  an  den  vier  Stellen,  deren  Radien 
um  den  Winkel  s  von  der  Vei*tic4ilen  abweichen,  Scharniere  ein- 
geschaltet denkt. 
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Fig.  310. 
W 


Um  diejenige  Lage  zu  finden,  welche  die  Scharnierpuukte  haben  müsstcn, 
wenn  die  Maxiraalspannung  des  Ringes  ein  Minimuin  werden   soll,  hat  man 

zunächst  denjenigen  Werth  von  9R  aufzu- 
suchen, für  welchen  die  beiden  Spannungen 
iSo  und  S'  einander  gleich  werden.  Indem 
mau  die  in  den  Gleichungen  12)  und  13) 
gefundenen  beiden  Ausdrücke  einander  gleich 
setzt  und  darin  zugleich  für  J/^  den  aus 
der  Gleichung  9)  zu  entnehmenden  Wertli 
M„  =  KJ?  —  ^  substituirt,  erhält  man  für 
jenen  Werth  von  9)1  die  Gleichung: 

17)     J-  .  ( Vli  -  3R)  ==  J  +   J  OR  oder. 

IH)    ^  =  \{li^^^^. 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  erlullt 
man  aus  Gleichung  9),  indem  man  wiederum 
3/  =jO  und  zugleich  cp  =  e  setzt,  für  letz- 
teren Winkel  die  Gleichung: 


19)    sin  e  =  .^  + 


2tt;J?jP~  2  "^  8  '  ii 


e  = 

tr 


aus    welcher  sich   ergiebt,   dass   der  Winkel  e  zwischen   den  Grenzwerthen 

3«)«  und  £  =  38" 41'  liegt,  welche  rosp.  den  Grenzwerthen    -^  =0  und 

=  1  entsprechen. 

§  75. 

Belasteter  Kingbogen  mit  festliegenden  Endpunkten. 

Wenn  man  sich  bei  dem  in  Fig.  3TI  dargestellten  symmetrisch 
belasteten  Ringbogen   die  linksseitige  Hälfte  in  eine  feste  Wand 

eingeschlossen 
denkt,  so  ge- 
langt man  zu 
dem  in  Fig.  312 
dargestellten 
Falle  eines  an 
der  Endfläche 
A  festgehalte- 
nen krummen 
Balkens ,  bei 
welchem  die 
von    den   drei 

biegenden  Kräften   T^  H,  Q  hervorgebrachten  Durchbiegungen  — 
eine  jede  einzeln  genommen  —  resp.  nach  den  in  §  70,  §  71,  §  73 
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Fig.  312. 


li 


gefundenen  Gleichungen  berechnet  werden  können.     Da   sowohl 
hinsichtlich  der  Form  als  auch  hinsichtlich  der  wirkenden  Kräfte 

eine  vollkommene  Symmetrie  z^*i- 
sehen  den  beiden  Balkenhälften 
stattfindet,  so  wird  die  hervorge- 
brachte Formänderung  des  Balkens 
jedenfalls  so  beschaffen  sein,  dass 
der  Ilorizontalabstand  der  beiden 
Punkte  A  und  B  keine  Acnderung 
dabei  erleidet.  Hieraus  folgt,  dass 
die  von  jenen  drei  Kräften  hervor- 
gebrachten Horizontalverschiebun- 
gen  des  Endpunktes  B  einander 
gegenseitig  aufheben  müssen. 

Die  Kraft  V  =^  Q  würde  für 
Sich  allein  wirkend  eine  nach  aussen 
gerichtete  Horizontalverschiebung  von  der  Grösse  l^  hervorbringen, 
welche  nach  der  Gleichung  13)  des  §  70  zu  berechnen  ist  Die 
Kraft  H  würde  eine  nach  innen  gerichtete  Horizontalverschiebung 
von  der  Grösse  £,  hervorbringen,  welche  nach  dev  Gleichung  12) 
des  §  71  zu  berechnen  ist.  Das  Gewicht  Q  würde  eine  gleicli- 
falls  nach  innen  gerichtete  Horizontalverschiebung  von  der  Grösse 
J3  hervorbringen,  welche  nach  der  (ileichung  D)  des  §  73  zu  be- 
rechnen ist.     Wenn  man  nunmehr  in  der  Gleichung: 

für  diese  drei  Horizontalverschiebungen  ihre  Werthe  substituirt. 
so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  H  aufgelöst  die  folgende 
Form  annimmt: 


0 


2)     H  = 


Q!^- 


sm  a'  — 


I 


1          «     •     o            sin  9'     ,  ,  r         •       \) 

1  —   g  sm  2a -|-  cos  a  (cos  ^ -j- ^  sm  9)y 


rt  (1  +  2  cos  a*)  —   .   sin  2a 


Offenbar  liefert  zu  diesem  Horizontaldrucke  das  an  der  linken 
Seite  hängende  Gewicht  Q  einen  ebenso  grossen  Beitrag,  wie  das 
an  der  rechten  Seite  hängende  Gewicht  Q,  Hieraus  folgt,  dass 
der  llorizontaldruck  halb  so  gross  wird,  wenn  eines  von  den  beiden 
Gewichten  Q  hinweggenommen  wird.     Bei  dem  in  Fig.  313  dar- 
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gestellten  Falle  der  unsymmetrischen  Belastung  hat  also  der  Ho- 
rizontaldruck die  Grösse: 


9 

2 


3)    0  = 

"     -      i       ,        «    •    o         sin  <p'   , 
-g  sin  a'  —  1 ^  sin  2a ^-  -{-  cos a  (cos  9  +  «p  sm  «p) 


3 


2^  (1  +  2  cos  «')  -  ^  si 


sin  2  a 


Wenn  man  in  Fig.  313  die  algebraische  Summe  der  sta- 
tischen Mo- 
mente sämmt- 
licher  Kräfte 
gleich  Null 
setzt  und  dabei 
das  eine  Mal 
den  Punkt  C, 
das  andere  Mal 
den  Punkt  B 
als  Drehpunkt 
wählt,  so  er- 
hält man  die 
Gleichungen ; 

2  R  sin  a. 


o 


4)  0  = 

5)  0=- 


QR  (sin  a  -[-  sin  cp)  —  95 

QR  (sin  a  —  sin  9)  +  SP,  .  2R  sin  a, 

aus  dcnon  für  die  verticalen  Scitenkräfto  der  von  den  beiden  Unter- 
stützungspunkten geleisteten  Gegendrücke  die  folgenden  Wertho  sich 

er*»eben : 

Q 


(5)  SB  = -^- (1 -f  ^!"  ^-) 

^  2  \          sm  a  / 

7)  aj.  =  ^(i-i^n 

^  '         2  \          sm  a  / 


Mittelst  der  Gleichungen  3),  6),  7)  kann  man  für  jede  Lage 
der  Belastung  Q  die  Gegendrücke  der  beiden  Unterstützungspunkte 
berechnen.  Jedoch  ist  die  Gültigkeit  der  Gleichung  für  den  Hori- 
zontaldruck stets  an  die  Bedingung  geknüpft:  dass  die  Quer- 
schnittshöhc  klein  ist  im  Verhältniss  zur  Pfeilhöhe  des  Bogens, 
weil  andernfalls  die  nach  §  72  auszuführende  Correction  erforder- 
lich sein  würde, 

15* 
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TT 

Wenn  man  a  =  -r-  setzt,  so  erhält  man  aus  den  obigen  drei 

4 

Gleichungen    die    in    nachfolgender    Tabelle    zusammengestollten 
Zahlenwerthe : 

-?-  =   0  0,2  0,4  0,6  0,8  1, 

a 

^  =   0,910       0,859  ^   0,716        0,502        0,251         O, 
^  =    0,5  0,616        0,719        0,H21        .0,916         1, 

-^'  =   0,5  0,3K4        0,281        0,179        0,084        (). 

Für  den  Halbkroisbogen  ist  a  =  -^   zu  setzen,  und  die  obigen 
drei  Gleichungen  nehmen  für  diesen  Fall  die  einfacheren  Foniion  nii: 

ft\         Ä  Q  cos  9'  ,^\       ax  Q    /<i      I        '  \ 

^)  ^=  -  ^  ^     ^0  »  =  2  (^  +  ^"^ ?)^ 

10)  »,=1(1-  sin  9). 

Aus  diesen   letzteren   drei  (ileichungen   ergehen   sich   die   in 
nachstehender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

-?.  =    0  0,2  0,4  0,0  0,8  1, 

ot 

-V  =   0,318        0,288        0,208        0,1 10        0,030        0, 
^  =   0,5  0,655        0,794        0,905        0,976        1, 

^' =   0,6  0,345        0,206        0,095        0,024        0. 

§  76. 
Wirkung  einer  continuirlich  yertheilten  Belastung. 

Wenn  gleichzeitig  mehrere  Belastungen  vorhanden  sind,  so 
kann  man  jeden  von  den  drei  üegendrücken  ^,  85,  85,  berechnen 
durch  Summation  der  Beiträge,  welche  die  einzelnen  Belastungen 
zu  demselben  liefern.  Diese  Berechnungsweise  ist  auch  dann  noch 
zulässig,  wenn   die  Anzahl  der  Belastungen  unendlich  gross  und 
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ihre  Vertheilung  eine   coutinuiiiiche   ist,   in   welchem   Falle  jene 
Summation  auf  dem  Wege  der  Integration  auszuführen  ist. 

Nach  der  in 
Fig.  3M  ge- 
wählten Be- 
zeichnungs- 
weise  nehmen 
die  Gleichun- 
gen 3),  6),  7) 
des  vorigen  Pa- 
ragraphen die 

nachstehen- 
den     Formen 
an: 


qlid^}  2  ®^"      ■"    ~^"2  ""2a--  ^y^-  +  COS  1  (cos  9  +  ?  srn  9)  j 
^       I  |-(l  +  2cosa2)  ~|-8in2a  |' 


2)     dSß=^(l^^y 

^  2       \     '    sm  a  / 

(i  -  ^"^Y 

\  sm  a  / 


3)    dJJ, 


qRdrp 


Wenn  mau  diese  Gleichungen  zwischen  den  Grenzen  0  und  <p 
iutegrirt  (wobei  der  Factor  q  als  eine  constante  Grösse  zu  be- 
handeln ist),  so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


4)  (i=qB 


/3    . 

(2" 


Bina' 


5        et    . 

-4  -  2  «"^ 


2a  Wh ^--  +C08a[2sin9+?(1— C08<p)]l 

r 


a  (1  +  2  cos  a*) —  sin  2  a 

^  2    j^   '   \     sm  a     /j 

^        *         2    1^       \     sm  a     /j 


welche  für  den  Fall  einer  gleichförmig  über  die  Bogenstrecke  A  M 
vertheilten  Belastung  die  Gegendrücke  der  Untersttitzungspunkte 
darstellen. 

Wenn  femer  mit  ^',  SB',  35',  resp.  die  Werthe  bezeichnet  wer- 
den, welche  dem  Winkel  <p  =  <p'  entsprechen,  und  mit  ^",  SJ",  SJ" 
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diu  Wurthu,  welche  dem  Winkel  ^  =  '^ '  entsprechen,  so  sind  für 
den  in  Fig.  315  dargestellten  Belastungszustund   die  Gegendrücke 

der  beiden  Uu- 
^Ä.  316.  terstützungs- 

^  punkte      Mun- 

if)  mehr  zu  be- 
rechnen aus 
den  Gleichun- 
gen: 

7)  e  =  ©"~fe', 

8)  !8  =  93r'—  ©', 

Zu  densel- 
ben Resultaten 
würde  man  ge- 
langt sein,  wenn  man  von  vornherein  die  Integration  zwischen  den 
Grenzen  ^  =  <p'  und  cp  =  <p"  ausgeführt  hätte. 

Wenn  z.  6.  der  halbe  Centriwinkel  des  Bogens  60  Grad  beträgt,  und 
die  Radien  der  beiden  Endpunkte  der  belasteten  Bogenstrecke  resp.  um 
20  Grad  und  40  Grad  von  der  Verticalen  abweichen,  so  ist  a  =  1,0471118, 
cp'  =0,349066,  <p"  =0,698  132  zu  setzen,  und  man  erhält  aus  den  obigen 
Gleichungen  die  Werthe: 


0 


=  0,139  71, 


1;^-=  0,849  93.  -'^,  =0,20935,  ^ 

ti'  98"  S3f' 

-V     =  1  e32  26,  '\  =  0,484 14,  -^r  =  0,213  99, 

qU  gR  qli         '           ' 

5^  =  0,782  33,  -^^-  =  0,274  79,  — ^  =  0,074  28. 


qli 


qR 


qR 


§  77. 
Schwach  gekrflmmter  parabolischer  Bogen. 

Nach  der  in  Fig.  316  gewählten  ßezeichnungsweise  gelten  für 
den  parabolischen  Bogen  AB  (dessen  Achse  mit  der  Verticalen  des 
Punktes  A  zusammenfallend  vorausgesetzt  wird)  die  Gleichungen: 


1)  ^- 


X 


9\      %  _  2/j« 


ds 


-"Vi+0'=ä.f:+*f;^: 


Schwach  gekrümmter  parabolischer  Bog^n. 
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Für  den  Wurzelausdruck  kann  man  die  binomische  Reihe  sub- 
stituiren,  und  da  wegen  vorausgesetzter  schwacher  Krümmung  des 

Bogens  der  Quotient 

^8-  ^^®-  —J^-  -  als  eine  kleine 

Zahl  zu  betrachten 
ist,  deren  höhere  Po- 
tenzen vernachlässigt 
werden  dürfen,  so  ist 
es  zulässig,  statt  der 
letzteren  Gleichung 
annäherungsweise  zu 
setzen : 


3)    dB  =  dx{\^-^^\ 


Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  nimmt  die  allgemeine  Diffe- 
renzial- Gleichung  der  elastischen  Linie  (§  68,  Gleichung  3)  die 
folgende  Form  an: 

4)    E%dm^^dx{\  +  ^^^^' 

Bei  dem  in  Fig.  317  dargestellten  Falle  eines  am  freien  End- 
punkte  wirkenden   Kräftepaares    ist    das  Biegungsmoment  SR   als 

eine  von  x  unabhän- 
gige. Constante  zu  be- 
handeln, und  man 
erhält  für  diesen  Fall 
durch  Ausführung  der 
ersten  Integration  die 
Gleichung : 


Fig.  317. 


B 


4U.^* 


./( 


1  + 


V 


\dx 


oder:      5)    E%iu  = 


Von  dieser  Gleichung  ausgehend,  hat  man  nunmehr  die  Rechnung 
auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  69  fortzusetzen ,   indem   man   für  cu 

das  eine  Mal  den  Werth  --' j^^^,   das  andere  Mal  den  Werth 


dx  —  rfic, 


dx 
substituirt  und  alsdann  die  zweite  Integration  ausführt, 
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wobei  im  letzteren  Falle  der  aus  Gleichung  2)  für  dy  zu  ent- 
n<'hm(Mi(le  Werth  vorher  einzusetzen  ist.  Man  gelangt  dann  zu 
den  folgenden  (den  Gleichungen  des  §  69  analog  gebildeten)  Glei- 
chungen : 

7)    i'Ito,  -  y)  --=  3»  (<  +  ^) . 

9)     EZ  {<lx  —  dx,)  =  m[x  +  ^f)  ■  Yi  -  ^•' 

10)    EZ{x.-.,)=     ^./(-g.  +  .V.^,). 

Für  x  =  l  wird  y^  —  ?/  =  o  und  x  —  a;,  ^^6;  wenn  also  ab- 
kürzungsweise  das  V'erhliltniss: 

11)  /=«. 

gesetzt  wird,  so  ergeben  sich  aus  den  Uleichungen  7)  und  10)  fiii" 
die  Verschiebungen  des  Endpunktes  li  die  Wcrthe: 

^^>  '^-"2/';iO+ 3)'       ^^)   ^^-3Ä^3:-('  ^-  ;.  )• 

Ausserdem  erhält  man  aus  Gleichung  ö),  indem  man  darin 
ebenfalls  x  :^=  l  setzt,  für  die  Aenderung  der  Tangentenriclitung 
am  freien  Endpunkte  B  den  Werth: 

8  78. 

Wirkung  einer  am  freien  Endpunkte  angreifenden 

Yerticalkraft. 

Bei  dem  in  Fig.  318  dargestellten  Falle  hat  das  Hiegungs- 
moment  im  Abstände  x  von  der  Wand  die  (rrösse: 

1)  m-^V{l    -x), 

und  die  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  nimmt  für  diesen 
Fall  die  Form  an: 

2)  EZdw  -  F(r     X')  (l  +  -^■^!'^)  dx. 
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Wenn  nuiu  von  dieser  (Heichuiig  ausgehend  die  Rechnung 
auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  fortsetzt,  so  ge- 
hiugt  luun  zunächst  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


6) 


7) 


rrfüc — dx 


«)     AI  (a;  -  ^  J  - -p- ^-g- -  y  +-7r-l^i5        24// 


Fig.  318. 


/rr>P. 


")    "  '  Ä'i- 0  +  3-)- ■ 


und  erhält  dann,  in- 
dem man  diese  Glei- 
chungen auf  den 
Endpunkt  B  anwen- 
det, die  folgenden 
Werthe : 

9)     0  = 
VI'    /^    ,    n^ 

10)    5  = 

nVl'  /  5     ,     v}\ 

Et  \\2  "*"  10 r 


§79. 

Wirkung  einer  am  freien  Endpunkte  angreifenden 

Horizontalkraft. 

Nach  Fig.  319   hat  das  Biegungsmoraent  im  Abstände  x  von 
der  Wand  die  Grösse: 

1)   m  =  Hif-y), 


I 
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wofür  mau  mit  Benutzung  des  aus  der  Parabelgleichung  für  y  zu 
eutnehroenden  Werthes  auch  setzen  kann: 

^'        - —  "       ^^  Die   allgemeine    Diffe- 

^  renzial- Gleichung   der 

/  *   elastischen  Linie  nimmt 
demnach  für  diesen  Fall 
ß     die  Form  an: 


2  r  x" 


3)    E%d^  =  Hf{\-~  y)  (l  +  -^  Y* ^-) rfa, 

und  man  gelangt,  indem  man  von  dieser  Gleichung  ausgehend  die 
Rechnung  auf  dieselbe  Weise  wie  in  den  vorigen  Paragraphen 
fortsetzt,  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

4)    E%^  =  Hfix  -  •"'  4-  -2-^'  ^'.  -  ~-^'-^i  =  EZ  dy±--zJy\ 


\ 


-^M-ly^') 


5)    EZ  iy,-y)  =  Hf  p,'  -  ,f^,  +  Z'^-  -  4'<} , 


uuB  welchen  man  für  die  am  freien  Endpunkte  B  hervorgebra«liten 
Verschiebungen  die  Werthe  erhält: 

2nHV 
'3  Et 


9) 


(U 


?('+Y)- 


Die  in  Gleichung  8)  mit  t  l)ezeichnete  Grösse  repräsentirt  den 
allein  von  der  Biegung  des  Balkens  herrührenden  Beitrag  zu  der 
IIorizontalvei*schicbung  di's  Endpunktes  B.  Wegen  der  hier  voraus- 
gesetzten schwachen  Krümmung  des  Bogens  wird  man  (nach  §  72) 
den  von  der  gleichzeitig  sUittfindenden  Verkürzung  desselben  her- 
rührenden Beitrag,  für  welchen  nach  §  72  der  An  näher  ungswerth: 

Hl 


10)  r  = 


EF 
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in  Rechnung  zu  bringen  ist,  im  vorliegenden  Falle  nicht  vernach- 
lässigen dürfen;  es  wird  vielmehr  die  wirkliche  Horizontalverschie- 
bung des  Endpunktes  B  im  Allgemeinen  zu  berechnen  sein  aus 
der  Gleichung: 

11)    l  =  l'J^l\ 

Wenn  jedoch  das  aus  den  beiden  Gleichungen  8)  und  10)  zu 
berechnende  Verhältniss: 

r  152 


12) 


^  8Fn*Z» 


(' + 1  «■) 


einen  sehr  kleinen  Werth  hätte,  so  würde  trotz  der  vorausgesetzten 
schwachen  Krümmung  des  Balkens  es  zulässig  sein,  die  obige 
Correction  zu  unterlassen  und  die  Horizontalverschiebung  des  End- 
punktes B  unmittelbar  nach  Gleichung  8)  zu  berechnen. 

Aus  der  Form  des  obigen  Ausdinicks  erkennt  man,  dass  dieser 
letztere  Fall  dann  eintritt,  wenn  der  Quotient: 

^^^     FnH''   ^Fp 

einen  sehr  kleinen  Werth  hat.  Dieser  Ausdruck  nimmt  z.  B.  für 
den  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Höhe  h  die  Form  au: 


^     FP  ~  12  V  ff 


Ff        12  \f 

und  für  den  kreisförmigen  Querschnitt  von  gleicher  Höhe  würde 
derselbe  die  Form  annehmen: 

...       %    _    \      /hv" 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  bei  dem  schwach  ge- 
krümmten Balken  die  Horizonbilverschiebung  des  freien  Endpunktes 
unmittelbar  nach  der  Gleichung  8)  berechnet  werden  darf,  sobald 

das  Verhältniss    -^    einen  sehr  kleinen  Werth  hat. 

§  80. 
Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Gewiclites. 

Bei  dem  in  Fig.  320  dargestellten  Falle  sind  die  Verschie- 
bungen des  freien  Endpunktes  B  auf  dieselbe  Weise  wie  im  §  7ä 
zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 

1)     0  =  3, +o„  2)     5  =  £,  4-£r 
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Fttut'ter  Abscliuitt.    §  80. 


Flg.  320. 


Hierin  büdtniten  a,   und  £,  die  Grössen,   um  welche    clor  Be- 
lastungspunkt M  resp,  in  verticaler  und  horizontaler  Richtung  sich 

verschoben  hat  (s. 
Fig.  305).  Für  diese 
Verschiebungen  er- 
hält man  aus  den 
Gleichungen  9)  und 
10)  des  §  78,  indem 
man  darin  Q  statt 
V,  ferner  x  statt  / 

und    -  statt  n  setzt. 


X 


die  Werthe: 

Die  Grössen  o,  und  ?j  hat  man  nacli  Fig.  306  zu  berechnen, 
indem  man  darin  Ä1N  =  1  —  x  und  BN=f  —  y  setzt.  Es  er- 
geben sich  dann  die  den  Gleichungen  6)  und  7)  des  §  73  analog 
gebildeten  Gleichungen : 

5)     Oj  =.  (Z  —  x)  (ü,  Ü)     5j  =  (f  -'  y)  Ol. 

Hierin  bedeutet  a>  den  Winkel,  um  welchen  die  Tangentenrichtung 
an  der  Belastungsstelle  M  —  und  zugleich  auch  das  ganze  Balken- 
stück MB  —  sich  gedreht  hat.  Für  diesen  Winkel  erhält  mau 
aus  der  Gleichung  11)  des  §78,  indem  man  wiederum  Q  statt  V^ 

ferner  x  statt  l  und  -     statt  n  setzt,  den  Werth : 

X 


Qx' 


'>  "  =  m-('  +  3y 


und  nach  Substitution  desselben  nehmen  die  beiden  vorhergehenden 
Gleichungen  die  Formen  an: 


(1+/^),       9)5: 


2EX 


('+31'.): 


Mit  Benutzung  des  aus  der  Parabel-(jleichung  zu  entnehmenden 

fx^ 
Werthes  y  ^-= —j^-  erhält   man   nunmehr  aus  den  Gleichungen  1), 

2),  7),  indem  man  zugleich  wieder  das  Verhältnis»  j  mit  n  be- 
zeichnet, für  die  am  freien  Endpunkte  B  hervorgebrachten  Ver- 
schiebungen die  folgenden  Gleichungen: 


Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  b&ngenden  Oewichtes. 
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10)      3  = 


QJx» 
2  Et  \ 


M^      \3r       bivr 


bl'/j 


^    ^~    2EZ   ]         6P  '^      \3P        löZVr' 


i 


-  Die  Resultate  der  in  den  letzteren  vier  Paragraphen  ausge- 
führten Berechnungen  sind  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammen- 
gestellte Die  Ueberschriften  der  vier  Verticalcolumnen  beziehen 
sich  auf  die  vier  verschiedenen  Hiegungsursachen,  deren  Wirkungen 
in  diesen  Paragraphen  einzeln  bestimmt  wurden.  Die  in  der  Ta- 
belle angegebenen  Werthe  entsprechen  der  gemachten  Voraus- 
setzung, nach  welcher  die  Zahl  „n"*^  so  klein  ist,'  dass  die  Glieder, 
welche  die  Zahl  „n'^  als  Factor  enthalten,  neben  solchen  Gliedern, 
welche  den  Factor  ;,w*"  nicht  enthalten,  überall  vernachlässigt 
werden  dürfen. 


3K 

V                 H 

Q 

2EZ 

SEZ 

Ö7iHP 
12EZ 

Sn*HP 
IbEZ 

2nHl* 
SEZ 

2EZ  \        3  / 

nQx'  /.       x\ 
2EZ   V       6l) 

SEZ 

bnVl' 
\2EZ 

mi 

EZ 

VI* 
2EZ 

2EZ 

Anstatt  die  obigen  Ausdrücke  —  wie  hier  in  den  letzteren  vier  Para- 
graphen geschehen  —  far  den  parabolischen  Bogen  dir«ct  abzuleiten,  hätte 
man  dazu  auch  die  in  §  69 . . .  §  73  für  den  Kreisbogen  gefundenen  Gleichungen 
benutzen  können.  Wenn  man  nämlich  in  jenen  Gleichungen  für  die  Grössen 
sin  a,  cos  a,  sin  ^,  cos  ^  überall  die  betreffenden  Reihen  substituirte  und 
darin  die  Glieder,  welche  die  höhereu  Potenzen  der  Zahlen  a  oder  tp  ent- 
halten, vernachlässigte,  so  würde  man  —  nach  Einführung  rechtwinkeliger 
Coordinaten  statt  der  Polar- Coordinaten  -  zu  denselben  Gleichungen  gelangen 
welche  hier  für  den  parabolischen  Bogen  gefunden  wurden. 
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Fünfter  Abschnitt.    §  81. 


§  81. 

Belasteter  parabolischer  Bogen  mit  festliegenden  Endpunkten. 

Wenn  man  sich  bei  dem  in  Fig.  321  dargestellten  symmetrisch 
belasteten  Bogen  die  Unterstützungspunkte  durch  ihre  Gegendrücke 

ersetzt      und 
Fig.  321. 

A 


Y 

A 


Flg.  322. 


die   linkssei- 
tige     Hälfte 
in  eine  feste 
Wand      ein- 
geschlossen 
,    denkt,  so  er- 
kennt     man, 
dass  bei  der 
rechtsseiti- 
gen     Hälfte 
Fig.  322  die 
von  den  drei 

biegenden 
Kräften  Q,Ä 
V  hervorge- 
brachten Ho- 
rizontalverschiebungen des  freien  Endpunktes  B  —  eine  jede  ein- 
zeln genommen  —  nach  der  Tabelle  des  vorigen  I^aragraphen 
würde  bestimmt  werden  können.  Da  bei  der  Biegung  des  Bogens 
der  Abstand  zwischen  seinen  beiden  Endpunkten  B  und  C  stets 
unverändert  erhalten  wird,  so  müssen  jene  drei  Horizontalverschie- 
bungen  einander  gegenseitig  aufheben.  Indem  man  demgemäss 
die  algebraische  Summe  der  drei  aus  der  Tabelle  zu  entnehmenden 
Werthe  von  £  gleich  Null  set/.t,   gelangt  man  zu  der  Gleichung: 


'j. ////// 


')  »-"yl^('-|;)  + 


\bET         \2ET' 

welche  für  H  aufgelöst,  nach  Substitution  des  Werthes  V  =  Q 
die  folgende  Form  annimmt: 

32  n  j  "  /• 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  q  dx  statt  Q  und  dH  statt  H  set/i. 
80  erhält  man  durch  Integration  derselben  für  den  in  Fig.  323 
dargestellten  Belustungszustand  die  Gleichung: 


2)    H  = 


6^r+-^;-}- 
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3)    H 


=J  -32  n-  {° 


—  6 


X 


11 


+  y\  ^^'' 


^)  "='II^H^----)--^(-'-7^')+l( 


1  /x^ — x\ 


)!■ 


( 

Für  den  speciellen  Fall,  in  welchem  a:,  =  0  und  x^=l  ist,  ergiebt 
sich  aus  dieser  Gleichung  der  Werth: 

^^    ^-   2«  -    2/  ' 

also  derselbe  Werth,  welchen  man  (nach  §  40)  für  die  Horizontal- 
spannung einer  parabolischen  Kette  erhalten  würde,  deren  Belastung 

gleichförmig 
Fi«-  323.  über  die  Hori- 

zontalprojec- 
tion  derselben 
vertheilt  ist. 
Hieraus  folgt, 
dass  bei  gleich- 
förmig über 
die  ganze  Ho- 
rizontalpro- 

jeetion  des  Bogens  vertheilter  Belastung  das  Biegungsmoment  an 
allen  Stellen  desselben  den  Werth  Null  annehmen  würde. 

Das  Hinwegnehmen  der  einen  Belastungshälfte  würde  —  wie 

bereits  in  §  75 
Fig.  324.  erklärt  wurde 

—  zur  Folge 
haben ,  dass 
der  Horizon- 
taldruck auf 
die  Hälfte  re- 
ducirt  wird. 
Bei  dem  in 
Fig.  324  dar- 
gestellten Belastungszustande  hat  demnach  der  Horizontaldruck 
die  Grösse: 


c«^^      » 


•)  «- "  a'-^  'f  (- '7  -'■)  - '  (- V-' ) + ö-  (-4^-" )} 
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während  die  beiden  verticalen  Gegendrücke  nach  dem  Gesetze  des 
Hebels  zu  berechnen  sind  auR  den  Gleichungen: 

7)35  =?>'27"''^{^+yK  +  *,)}'. 


21 


2    V*«*!     •*^l// 


Wenn  ä.  B.  das  Verhftltmss  n  =  - ,  =  -.-  gesetzt  wird,  so  ergeben  sich 

i         4 

für  den  Fall,  in  welchem    ,  -  =  i   und    -1'-  =  ^  ist,  die  Werthe : 

Wäre  ausser  dieser  Belastung  noch  eine  gleichförmig  über  die  ganze  Ilorizon- 
tftlprojoction  vertheilte  Belastung  von  der  Grösse  2p l  vorhanden,  so  wünlo 
man  durch  Snmmation  der  von  den  beiden  Belastungen  herrflhrondon  Bf»itrair<^ 
die  Werthe  erhalten: 

«=^^+0,54.«^,    ^^pl+lqh    «i=P^+y-. 

Aus  Gleichung  6)  würde  für  w  =  0  der  Werth  ^  =  cx>,  also 
ein  ungereimtes  Resultat,  sich  ergeben.  Man  wird  daher  bei  den 
Anwendungen  jener  (ileichung  stets  im  Auge  zu  behalten  haben« 
dass  ihre  (lültigkeit  an  gewisse  Bedingungen  geknüpft  ist,  insofern 
bei  Ableitung  derselben  die  Voraussetzung  gemacht  wurde:  dass 
nicht  nur  das  Verhältniss  der  PfeiihVhe  zur  Spannweite,  sondern 
gleichzeitig  auch  das  Verhältniss  der  QuerschnittshVhe  zur  Pfeiihtthe 
dos  Bogens  einen  sehr  geringen  Werth  hat. 

§82. 

Constrnction  der  yon  den  Unterstfitznngspnnkten  geleisteten 

Oegendrficke. 

Nach  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  hat  bei  dem  in 
Fig.  325  dargestellten  Belastungszustande  der  Horizontaldruck  die 
Grösse : 

und  für  die  beiden  verticalen  Gegendrücke  ergeben  sich  nacli  dem 
Gesetze  des  Hebels  die  Werthe: 

2)  ^---^(^+-5),  3)  iB.=-^^;,7^-^. 
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Fig.  325. 


▼, 


m; 


Denkt  man   sich  an  jedem  der  beiden  Unterstützungspunkte 
die    horizontale  Seitenkraft  und  die  verticale  Seitenkraft  zu  ihrer 

Mittelkraft  zu- 
sammengesetzt, 
so  erkennt  man, 
dass  es  diese 
beiden  Mittel- 
kräfte sind, 
welche  mit  der 
Kraft  Q  zusam- 
men den  Bogen 
im  Gleichge- 
wichthalten. Es 
müssen     daher 

die    Bichtungslinien   der  drei  Kräfte  W,  Q,  W^   in  einem  Punkte 

zusammentreffen. 

Um  die  Lage  des  Durchschnittspunktes  O  zu  finden,  hat  man 

die  algebraische  Summe  der  statischen  Momente  der  beiden  Kräfte 

95 1   und  f)  in  Hezug  auf  den  Punkt  O  gleich  Null  zu  setzen;  man 

gelangt  dann  zu  der  Gleichung: 

4)    0  =  25,(Z  +  aj)-$«, 

aus  welcher  man,  nach  Substitution  der  oben  für  S5,  und  ^  ge- 

fundenen  Ausdrücke,  für  das  Verhältniss  —  den  folgenden  Wcrth 
erliält :  •' 


u 


5)    ^ 


32 


^5-f) 


Aus  den  Gleichungen  1)  und  ö)  ergeben  sich  die  in  nachfol- 
gender Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

-^_  =  0.  0,1        0,2      0,3       0,4        0,5        0,6      0,7        0,8       0,9       1 

*^  =  0,3906  0,3859  0,372  0,3491  0,3176  0,2783  0,232  0,1797  0,1226  0,0622  0 


u 


=  1,28      1,283    1,29    1,303    1,322    1,347    1,379  1,419    1.468    1,527    1,6 


Die  Gleichung  5)  kann  man  benutzen,  um  das  Gesetz,  nach  welchem 
die  Grösse  ti  mit  der  Abscisse  x  sich  ändert,  durch  eine  krumme 
I^inie  geomeünsch  darzustellen.  Diese  krumme  Linie  bildet  den 
geometrischen  Ort  für  alle  möglichen  Lagen,  welche  der  Punkt  O 

Ritter,  Ingenienr-Mechiinik.  \Q 
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Fünfter  AbschniU.    §  82. 


als  Durchschnittspunkt  der  drei  Kräfte  TT,  Q,  W^  annehmen  kann. 
Mit  Hülfe  dieser  krummen  Linie  kann  man  alsdann  für  jede  ho- 

liebige    gegeben^ 
Fig.  326.  Lage     des     Bo- 

HC         -  "T ..  )  lastungspunktes 

tW;  m  durch   die  in 

Fig.  326  angedeu- 
tete Construction 
des  Kräfteparal- 
lelogramms die 
beiden  Gegen- 
drücke W  und 
W^  ihrer  Grosso 
und  Richtung 
nach  darstellen. 

Um  für  die  Stelle  P  das  Biegungsmoment  zu  berechnen,  wünlo 
man  die  Kraft  W^  mit  dem  Hebelarme  PL  zu  multipliciren  haben. 

Hieraus  folgt,  dass  an 
der  Stelle  A',  wo  die  Kich- 
tungslinie  der  Ki*aft  W^ 
den  Bogen  schneidet,  das 
Biegungsmoment  die 
Grösse  Null  hat.  An 
dieser  Stelle  würde  man 
ein  Scharnier  ein  schalten 
können,  ohne  dass  da- 
durch in  dem  Spannungs- 
zustande des  Hogens  YA- 
was  geändert  wird.  Aus 
Fig.  326  ergiebt  sich  zu- 
gleich das  '  Verfahren, 
welches  man  in  dem  um- 
gekehrten Falle  anzu- 
wenden haben  würde: 
wenn  jener  Nullpunkt  A' 
gegeben  ist,  und  der  zu- 
gehörige Belastungspunkt  M  gesucht  wird.  Man  findet  den  letz- 
teren, indem  man  die  Linie  A  N  bis  zum  Durchschnittspunkte  mit 
der  Curve  verlängert  und  durch  diesen  Durchschnittspunkt  eine 
Verticale  legt. 


Ermittelung  der  angfiustigsten  Belastungszastände. 
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Das  eben  erklärte  Constractionsverfahren  würde  man  auch  auf  den  kreis- 
bogenformig  gekrümmten  Balken  anwenden  können.  Nach  §  75  würde  z,  B. 
für  den  Halbkreisbogen  vom  Halbmesser  lz=Ji=zf  der  Werth: 


6) 


ß  __    Q  cos  <p' 


in  Gleichung  4)  zu  substituiren  sein ,  und  wenn  man  ausserdem  a;  =  72  sin  <p 
setxt,  so  erhält  man  aus  jener  Gleichung  für  u  den  von  x  unabhängigen  con- 
stanten  Werth: 

7)    «=-^. 

£8  ergiebt  sich  hieraus  das  bemerkenswerthe  Resultat,  das  bei  dem  Halbkreis- 
bogen der  geometrische  Ort  aller  Lagen,  welche  der  Durchschnittspunkt  O 
aonehmen  kann,  eine  Korizontale  gerade  Linie  bildet  (Fig.  327). 


"f    Plus 


§  83. 
Ermittelung  der  ungttustigsten  Belastungszastände. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Curve  würde  man  auf 
die  in  Fig.  328  angedeutete  Weise  benutzen  können,  um  diejenigen 
Belastungsznstände  aufzufinden,  bei  welchen  an  einer  bestimmten 
gegebenen  Stelle  A^  das  Biegungsraoment  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum wird.  Die  beiden  Punkte,  deren  Belastungen  den  Beitrag 
^NuU'*  liefern  zu  jenem  Biegungsmomente,  zerlegen  die  ganze  Spann- 

weite  in  drei 
Abtheilungen, 
deren  Bela- 
stungen resp. 
positive  und 
negative  Bei- 
träge zu  dem- 
selben liefern, 
wie  in  Fig. 
328  durch  die 
Ueberschrif- 
ten^Plus"  und 
;,Minus"  ange- 
deutet ist.  Zu- 
gleich zeigen  die  beigefügten  Drehungspfeile:  dass  das  Biegungs- 
moment als  positiv  bezeichnet  werden  soll,  wenn  dasselbe  eine  Ver- 
stärkung der  bereit«  vorhandenen  Krümmung  des  Bogens  bedingt, 
als  negativ  im  entgegengesetzten  Falle.     Das  Biegungsmoment  an 

16* 
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Fünfter  Abschnitt.    §  83. 


Flg.  329. 


der  Stelle  A^  wird  ein  Maximum^  wenn  die  beiden  mit  ^Flus**  be- 
zeichneten Abtiieilungen  allein  belastet  sind,  ein  Minimum,  wenn 

die  mit  „Minus" 
bezeichnete  Ab- 
theilung allein 
belastet  ist 

Wenn  der  Bo- 
gen als  Bleeli- 
oder  üitter- Bal- 
ken aus  zwei  pa- 
rallelen Gurtun- 
gen und  einer 
zwischen  densel- 
ben befindlichen 
Blech-  oder  Git- 
terwand ron- 
struirt  ist ,  so 
kann  man  bei  der 
Berechnung  der 
in  diesen  drei  Con- 
structionstheileii 
hervorgebrachten 
Spannungen  — 
wie  im  dritten  Abschnitte  gezeigt  wurde  —  die  Methode  der 
statischen  Momente  anwenden  (Fig.  329  und  Fig.  330). 

Um   die  in 
der        oberen 

Flg.  331. 

^  PluH  „ MiuMÄ— 


f 


EluR 


üurtungander 
Stelle  M  her- 
vorgebrachte 
Spannung  A' 
zu  berechnen, 
würde  man 
für  den  Theil 
A31N  (Fig. 
330)  die  Glei- 
chung der  sta- 
tischen Mo- 
mente aufzustellen  und  den  Punkt  A^  dabei  als  Drehpunkt 
zu  wählen   haben.     Hieraus   ergiebt  sieh   die  in   Fig.  331   ange- 


Ermittelung  der  uugüuBtigsteu  BelastUDgszustände. 
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deutete  Construction  derjenigen  Belastungszustünde,   bei  welchen 
die  Spaiuiung  X  resp.   ein  Maximum  oder  Minimum   wird.     Bei 

der    Berechnung 


^„..^inafi— 


Fig.  332. 

..ÖÄS ^ ^.  Minus. 


— t 


von  Z  würde  man 
den  Punkt  M  als 
Drehpunkt  zu 
wählen  haben, 
f's  können  daher 
die  Belastungs- 
zustände,  bei  wel- 
chen die  Span- 
nung Z  resp.  ein 
Maximum  oder 
Minimum  wird, 
auf  eine  der  vo- 
rigen ganz  ana- 
lüge Weise  mittelst  der  in  Fig.  332  ausgeführten  Construction  er- 
mittelt werden. 

Um  die  Abscheerungsspannung  3(  zu  berechnen,  hat  man  sich 
au  dem  unbelasteten  Tlieile  den  Gegendruck  des  festen  Unter- 
stützungspunktes in  zwei  Seiten- 
kräfte  zerlegt  zu  denken,  von  denen 
die  eine  rechtwinkelig,  die  andere 
parallel  zu  der  Querschnitts-Ebene 
MN  gerichtet  ist.  Man  erkennt, 
dass  ä  gleich  Null  wird,  wenn 
die  letztere  Seitenkraft  gleich  Null 
ist,  d.  h.  wenn  der  Gegendruck 
selbst  rechtwinkelig  zu  der  Schnitt- 
Ebene  MN  gerichtet  ist;  man 
erkennt  ferner,  dass  ä  negativ  oder  positiv  wird,  jenachdem 
jeDe  parallele  Seitenkraft  der  Richtung  des  positiven  Sl  gleich  oder 
entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Hierauf  gründet'sich  die  in  Fig.  334 
dargestellte  Construction  der  Belastungs/^ustände,  bei  welchen  die 
Abscheerungsspannung  9  resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Die  Linie  AO  ist  rechtwinkelig  zu  der  Querschnitts -Ebene  MN 
gerichtet.  Ein  in  der  Verticaleu  des  Punktes  O  angebrachtes  Ge- 
wicht würde  daher  zu  der  Abscheerungsspannung  Sl  den  Beitrag 
Null  liefern.  Diese  Verticale  scheidet  demnach  die  ^yPlus'^-Abthei- 
lung  von  der  ^, Minus**- Abtheilung.    Der  Schnitt  MN  selbst  bildet 
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ebenfalls  eine  solche  Belastungsgrenze,  insofern  jede  Belastung 
links  von  dem  ticbnitte  einen  positiven  Beitrag  /u  der  Spannung 
%  liefern  würde,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  indem  man  die 

Wirkung       einer 
Fig.  334.  solchen  Belastung 

Plus. ..  ^ Minus ^..Plvj? „       auf    <*en     rechts 

von  dem  Sclinitte 

liegenden  Theil 
BMN  unter- 
sucht. 

Für  jeden  der 
gefundenen  Be- 
lastungszustände 
kann  man  die  bei- 
den Seitenkräfte 
des    von    jedem 

Unterstützungspunkte  geleisteten  Gegendruckes  nach  §  81  berechnen. 

Die  betreffende  Spannung  selbst  findet  man  alsdann,   indem   man 

für  den  Theil  A  AI N  oder  den   Theil  BMN  die  Gleichung   der 

statischen  Momente  aufstellt. 


§  84. 
Einflnss  der  Temperatur-Aenderongen. 

Denkt  man   sich   in  Folge  einer  Temperatur -Erhöhung  den 
(zunäclhst  frei  im  liaume  schwebend  vorausgesetzten)  Bogen  aus 

der  Form  w4C-ß 
Flg.  335.  in    die    Form 

A^  C,  JB,  über- 
gehend (Fig. 
335),und  nach- 
her durch  die 
beiden  Hori- 
zontalkräfte/f 
die  ursprüng- 
liche Sehnenlänge  AB  — 21  wieder  hergestellt,  so  erkennt  man  leicht, 
dass  der  Bogen  alsdann  genau  in  demselben  Spannungszustande 
sich  befinden  wird,  wie  wenn  von  vornherein  durch  Befestigung 
der  beiden  Endpunkte  jede  Veränderung  der  Spannweite  verhindert 
worden  wäre  (Fig.  336).    Die  Grösse  des  entstehenden  Horizontal- 


Eiufluss  der  Temperatur-Aenderuuges. 
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drucke»  kann  man  daher  nach  der  Tabelle  des  §  80  berechuen, 
iu<tein  man  darin  U  statt  |  setzt,  aus  der  Gleichung: 


,-     ,,         Sn'HP 


,      „         15  8  EZ 
oder  H   =  -g-,-^,- . 


Fig.  336. 


Die  durch  dieseu  Horizontaldruck  in  dem  Scheitel-Querschnitte 
au    der    concaven   Seite    hervorgebrachte    grösste   Druckspannung 

(pro  Flächenein- 
heit) kann  man 
—  auf  dieselbe 
Weise  wie  in  §  59 
die  von  den  bei- 
den Kräften  K 
hervorgebrachte 
Spannung  —  be- 
rechnen aus  der 
Gleichung: 

2)    S=.S,  +  S,  =  §^^1, 

welcher  man  nach  Substitution  des  oben  für  H  gefundenen  Aus- 
druckes (indem  man  zugleich  wieder  «Z=/  setzt)  die  folgende 
Form  geben  kann: 

Wenn   man   hierin   m?  =  -    und  %  =  -z  —  setzt,  so  erhält 

mun  die  für  den  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Höhe  h  gel- 
tende Gleichung: 


4)  Ä  =  -32  [^  j  +  f^y 


Für  Schmiedeisen  wird  das  einer  Temperatur -Erhöhung  von 
i  Graden  (Celsius)  entsprechende  Ausdehnungsverhältniss  zu  be- 
rechnen sein  aus  der  Gleichung: 

5)    S  =  0,000012  2.  f. 

1 


Es  würde  also  z.  B,  für  <  ==  41  Grad  der  Werth  o  = 


sich 


2000 

ergeben.     Wenn   man   ausserdem  £=20000  und    ^^ -r-  setzt, 
so  erhält  man  für  die  obige  Temperaturspannung  den  Werth: 
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Die  gleichzeitig  von  den  Belastungen  des  Hogens  an  derselben  Stelle 
hervorgebrachte  Druckspannung  würde  daher  nur  3'"  ,56  betragen 
dürfen,  wenn  die  practisch  zulässige  Spannung  von  6  Kil.  pro  Qua- 
dratmillimeter  nicht  überschritten  werden  soll.  Jene  Temperatur- 
Aenderung  hat  daher  denselben  Einfluss,  wie  wenn  die  Festigkeit  des 
Materials  im  Verhiiltniss  6  :  3,56  vermindert  worden  wäre.  Wegen 
dieses  nachtheiligen  Einflusses  der  Temperatur -Aenderungen  ist 
der  krumme  Balken  mit  festliegenden  Endpunkten  als  eine  keines- 
wegs empfehlenswerthe  Oonstruction  zu  bezeichnen  und  bei  Brücken- 
constructionen  thunlichst  zu  vermeiden. 

Der  obigen  Berechnung  der  Temperaturspannung  lag  die  Voraussetzung 
zu  Grunde:  dass  das  Yerhältniss    .  sehr  klein  ist    Wäre  diese  Bedingung 

nicht  erfüllt,  so  würde  die  nach  den  Gleichungen  10)  und  11)  des  §  79  aus- 
zuführende Correction  erforderlich  sein,  und  der  oben  für  den  Ilorizontaldruck 
//  gefundenen  Gleichung  1)  würde  für  diesen  Fall  die  Form  zu  geben  sein: 

-,     ,,  Sn^HP    ,    Hl        ,        „  hEZ 

^     ^^=     ir>A'2    +EF    ^^^^    ^=    "8  \,,_^%     • 

15  "  '  +  > 

Man  erhält  alsdann  aus  Gleichung  2)  für  die  Teniperaturspaunung  den  ge- 
naueren Ausdruck: 


hE 


(■+-^r) 


welcher  für  den  Fall  des  rechteckigen  (juerschuittes  die  folgende  Foim  annimmt: 

63i'(6-;+-;:) 

9)     S=  ^    ^  ,/     -■ 

82  +  5 J, 

Wenn  man  mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zuhlenwerthe  die 
Temperaturspannung  nach  dieser  genaueren  Gleichung  berechnet,  so  findet  man 
den  Werth  6i  =  2''"',42.  Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  erwähnte  Correction 
selbst  dann  noch  vernachlässigt  werden  darf,  wenn  die  Quer  seh  nittshöhe  den 
vierten  Theil  des  Bogens  erreicht. 

Parabolischer  Träger  mit  steifen  Gurtungen. 

Bei  dem  in  Fig.  337  dargestellten  Falle  sind  die  horizontalen 
Ciegendrücke  der  beiden  Unterstützungspunkte  nach  innen  gerichtet 
und  dieselben  haben  (nach  §  82  Gleichung  1),  die  Grösse: 


Parabolischer  Träger  mit  steifen  Gurtuugen. 


U^ 


ö4/\ 

Bei  dem  in  Fig.  338  dargestellten  Falle  sind  die  horizonüilen  Gegen- 
drücke der  beiden  Uiiterstützungspunkte  nach  aussen  gerichtet  und 
haben  die  Grösse: 

Indem   man  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleichsetzt,  erhält 

man     die     Glei- 


Fig.  337. 


chung: 


3) 


Fig.  338. 


■^S\s<i 


als      Bedingung^ 
welche  erfüllt  sein 
muss,  wenn  jene 
beiden    Horizon- 
taldrücke gleiche 
_^    Grösse  haben  sol- 
'^*    len,  wie  hier  vor- 
ausgesetzt wird. 
Denkt     man 
sich    die    beiden 
Bögen    nunmehr 
auf  die  in  Fig.  339  angedeutete  Weise  mit  einander  verbunden,  so 
erkennt  man,   dass  bei  dem  auf  solche  Art  entstandenen  parabo- 
lischen Träger  an 
Fig.  339.  jedem  der  beiden 

uiiterstützungs- 
punkte. die  auf 
denselben  über- 
tragenen Hori- 
zontaldrücke ein- 
ander gegenseitig 
auflieben  werden, 
dass  also  —  wie 
in  der  Figur  durch  die  beiden  Rollen  angedeutet  ist  —  von  den 
beiden  Unterstützungspunkten  nur  verticale  Gegendrücke  auf  das 
Ganze  übertragen  werden. 
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Die  in  horizontaler  Richtung  frei  beweglich  vorausgesel 
Unterstützuugspunkte  setzen  einer  durch  Temperatur- Aenderun| 
hervorgebrachten  Längen- Aenderung  des  Trägers  keinerlei  Wi< 
stand  entgegen;  folglich  können  durch  solche  Temperatur -Aem 
rungeu  auch  keine  Spannungen  in  demselben  hervorgebracht  werde 
Bei  Anwendung  eines  solchen  aus  zwei  krummen  Balken  zusammen-; 
gesetzten  parabolischen  Trägers  (statt  des  einfachen  Bogens  mit 
festliegenden  Endpunkten)  werden  daher  die  im  vorigen  Paragra- 
phen hervorgehobenen  Uebelstände  gänzlich  vermieden. 

Was  die  von  den  Belastungen  hervorgebrachten  Spannungen  be- 
trifft, so  sind  dieselben  bei  jedem  der  beiden  Bögen  genau  auf  die- 
selbe Weise  zu  berechnen,  wie  wenn  die  beiden  Endpunkte  desselben 
absolut  feste  Punkte  wären.  In  diesen  Spannungszuständen  der 
beiden  Bögen  wird  keine  Aenderung  eintreten,  wenn  die  beiden 
Belastungspunkte   M^  und  M^  (Fig.  339)   durch  eine  (gewichtlos 

vorausgesetzte) 
Verticalstange 
mit  einander  ver- 
bunden   werden, 
und      an     einer 
beliebigen   Stelle 
derselben        die 
Summe  der  bei' 
den  Belastungen* 


Fig.  340. 


^m 


Q-Q^Q, 


aufgehängt  wird  (Fig.  340).  Wenn  das  Totalgewicht  Q  und  die 
Pfeilhöhen  der  beiden  Bögen  gegeben  sind,  so  kann  man  nunmehr 
aus  den  beiden  Gleichungen  3)  und  4)  den  von  jedem  der  beiden 
Bögen  aufgenommenen  Theil  jener  Belastung  berechnen  und  erhält 
für  diese  beiden  Belastungstheile  die  Werthe: 

Nach  demselben  (Jesetze  würde  auch  eine  gleichförmig  —  ent- 
weder über  die  ganze  Spannweite  A  B  oder  eine  bestimmte  Strecke 
derselben  —  vertheilte  Belastung  auf  die  zwei  Bögen  sich  vertheilen. 
Wenn  mit  q  die  Totalbelastung  pro  liängeneinheit  der  Strecke  be- 
zeichnet wird,  so  sind: 


V  1,  ~  ?  ( 


) 
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resp.  die  von  dem  oberen  und  von  dem  unteren  Bogen  zu  tragenden 
Belastungen  pro  I^ängeneinheit  der  belasteten  Strecke.  Die  bei 
solcheui  Belastungszustande  auf  jeden  der  beiden  Bogen  einzeln 
genommen  von  den  Unterstützungspunkten  übertragenen  horizon- 
talen und  verticalen  Gegendrücke  können  alsdann  unmittelbar  nach 
den  Gleichungen  des  §  81  berechnet  werden. 

Wenn  wegen  sehr  kleiner  Pfeilhöhe  des  einen  oder  des  andern  der  beiden 
Bögen  es  erforderlich  sein  sollte,  die  nach  §  79  (Gleichung  11)  auszuführende 
Correction  zu  berQcksichtigen ,  so  würde  man  zunächst  bei  Ableitung  der  all- 
gemeinen Gleichung  für  den  bei  symmetrischer  Belastung  entstehenden  Hori- 
zootaldmck  //  =  2I^  in  der  Gleichung  1)  des  §  81  auf  der  rechten  Seite  noch 

Hl 
das  Glied   ,^^,  hinzuzufügen  haben  und  für  den  bei  einseitiger  Belastung  ent- 

stehenden  Horizontaldruck  alsdann  die  Gleichung  erhalten: 


9)     ^  =  ^i/=- 


5«j(5-6f+^) 


*  64/+ 120      ^ 


Ff 

In  diesem  Falle  wird  also  der  Uorizoutaldruck  nicht  nur  von  Grösse  und  Lage 
der  Belastung  Q,  sondern  auch  von  Grösse  und  Form  des  Querschnitts  ab- 
hängen. Bei  Anwendung  dieser  genaueren  Gleichung  würde  man  für  den  in 
Fig. 339  dargestellten  Fall  die  Bedingungsgleichung  erhalten: 

f    ,      15g 

,0)  _«i.  =  :^x^-^ 
/i+ 


Qi         ,    I     15  Xj 


welche  z.  B.  fOr  den  Fall  des  rechteckigen  (Querschnitts  die  folgende  Form 
annimmt: 

f  4-  —    *' 

^'  "^  32"  •  f. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  ^^  =  oo    wird,    wenn  /,  =  0    ist,    und    dass 

Q  ^* 

-/^  =0  wird,  wenn /2  =  0  ist.     In  beiden  Fällen  hat  der  Horizontaldruck 

die  Grösse  Null,  wie  aus  Gleichung  9)  sich  ergiebt. 

Die  Gleichung  9),  welche  für  den  speciellen  Fall  des  rechteckigen  Quer- 
schnittes die  Form  annimmt: 

12)    $= ^^ -H2-— 

64/ + 10  y 

wflrde  man  auch  benutzen  können,  um  diejenige  Pfeilhöhe  zu  berechnen,  bei 
welcher  der  von  einer  gegebenen  Belastung  hervorgebrachte  Uorizontaldruck 
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^  ein  Maximum  wird.    Indem  man  den  DiffereuzialquotieDten  des  Nenners, 
nach  /  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

/5 


13)     0  =  64-10^2      oder     /^ä|-^. 


§  86. 

Paraboliseher  Träger  mit  geradliniger  unterer  Gurtung. 

Wenn  die  beideu  in  horizontaler  Richtuug  verechiebbar  voraus- 
gesetzten Unterutützungspunkto  des  Bogens  durch  eine  geradlinige 
Zugstange  vom  Querschnitte  f$  mit  einander  verbunden  sind  (Fig. 341), 

so  wird  durch  die 
Flg.  341.  beiden  Belastungen 

Q  eine  Zugspan- 
nung H  in  der- 
selben hervorge- 
bracht (Fig.  342), 
und  in  Folge  dessen 
wird  jede  Hälfte 
dieser  Zugstange 
eine  Verlängerung 
erleiden  von  der 
V^Q  Grösse: 

«  ^  =  M  ■ 

Denkt  man  sich  die 
Hälfte  A  C  des  Bo- 
gens eingemauert, 
so  erkennt  man,  dass  die  von  den  drei  Kräften  F,  i/,  Q  hervorge- 
brachte florizontalverschiebung  des  Endpunktes  B  ebenfalls  gleich  £ 
sein  muss.  Aus  der  Tabelle  des  §  80  ergiebt  sich  für  diese  Ho- 
rizontalverachiebung  der  Werth: 


2)    ?  = 


önVP 
12  EX 


TbEZ 


nQx 


2Ei'\        6l) 


_/ 


Nach  Substitution  der  Wertho  F.— r  Q  und  n  =  *^,    erhält  man 

durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  für  ^  gefundenen  Ausdrücke 
eine  Gleichung,  welche  für  die  Horizontalspannung  H  aufgelöst 
die  folgende  Form  annimmt: 


Parabolischer  Träger  mit  geratUiniger  unterer  Gurtung. 
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3)    H= 


hQl{h 


6  r''  4-  ^-'i 

"  T2     t     n  j 


32/ +60. 


X'    ,     X 


df 


Das  Hinwegnehmen  einer  von  den  beiden  Belastungen  wird 
zur  Folge  haben,  dass  diese  Horizontalspannung  auf  die  Hälfte 
reducirt  wird.  Bei  dem  in  Fig.  343  dargestellten  Belastungs- 
zustande  hat  also  die  Horizontalspannung  die  Grösse: 


4)    «)  = 


5QZ(5-6^'  +  .^) 


64/+  120 


5/ 


Die  verticalen  Gegendrücke  der  Unterstiitzungspunkte  sind 
wie  bei  dem  Balken  auf  zwei  Stützen  zu  berechnen  aus  den  Glei- 
chungen : 


5)    .85=- 


„  Q(l  +  ^) 


21 


6)    SB,= 


21 


Fig.  343. 


Der  oben  für  ^  gefundene  Ausdruck   unterscheidet  sich  nur 
durch   das  im  Nenner  neu  hinzugekommene  Glied  120.  ^^-^r  von 

dem  in  §82  (Glei- 
chung 1)  gefun- 
denen Werthe. 
Wenn  also  der  Bo- 
genquerschnitt  so 
klein  wäre  imVer- 

hältniss   zu  dem 

% 
Querschnitte  der  horizontalen  Zugstange,  dass  das  Verhältniss  -^^- 

gleich  Null  gesetzt  werden  darf,  so  würde  der  Bogen  in  demselben 
Spannungszustande  sich  befinden  wie  bei  dem  in  Fig.  325  dargo- 

stellten  Falle.     Wenn  dagegen  -^v   unendlich   gross   wäre,    d.  h. 

o/ 
wenn   die   horizontale   Zugstange   sehr  schwach   wäre    oder  ganz 

fohlte,  80  würden  auf  die  Endpunkte  des  ßogens  nur  die  verticalen 
Gegendrücke  wirken,  und  das  Biegungsmoment  an  der  Belastungs- 
stelle würde  den  Werth  annehmen: 

7)     aK==SB(Z_a:)  =  S,(/4-x)-^-y^'. 
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Um  für  den  in  Fig.  324  dargestellten  Belastungs/ustand  die 
Spannung  der  horizontalen  Zugstange  zu  berechnen,  würde  man 
in  der  Gleichung  6)  dos  §  81    auf  der  rechten  Seite  im  Nenner 

das  Glied  120 .  -  -  hinzuzufügen  haben  und  die  Gleichung  er- 
halten :  ^-^ 

5."H^'7-'-)-2(-'^-'")+b-r"';^=)) 

^)   V  --" > ' 

64/4-120.^ 

während  die  verticalen  Gegendrücke  95  und  35,  wie  bei  dem  frei 
aufliegenden  Balken  auf  zwei  Stützen  nach  den  Gleichungen  7) 
und  8)  des  §  81  zu  berechnen  sein  würden. 

Da  die  beiden  ünterstützungspunkte  —  ebenso  wie  bei  dem 
im  vorigen  Paragraphen  behandelten  Falle  in  horizontaler  Rich- 
tung frei  beweglich  vorausgesetzt  werden,  so  kann  bei  dies(»m 
Träger  ebenfalls  durch  Temperatur -Aenderungen  keinerlei  nach- 
theilige Wirkung  hervorgebracht  werden. 

§87. 

Parabolischer  Bogen  mit  eingemauerten  Enden. 

Wenn  an  jedem  von  den  beiden  Enden  des  belasteten  Bogens 
nicht  nur  die  Lage  des  Endpunktes,  sondern  auch  die  Tangent-en- 
richtung  der  Achsenlinie  unverändert  bleiben  sollte,  so  müsst^  an 
jeder  von  diesen  beiden  Stellen  zu  dem  Gegendrucks  des  festen 
Unterstützungspunktes  noch  ein  Kräftepaar  hinzugefügt  werden. 
Bei  dem  in  Fig.  344  dargestellten  Bogen,  dessen  Enden  in  feste 
Wände  eingeschlossen  sind,  wird  man  daher,  indem  man  die  in 
den  Wand-Oberflächen  liegenden  Punkte  des  Bogens  als  Endpunkte 
desselben  ansieht,  die  von  jeder  Wand  auf  den  betreffenden  End- 
punkt des  Bogens  übertragene  Wirkung  zu  betrachten  haben  als 
zusammengesetzt  aus  einer  Einzelkraft  und  einem  Kräftepaaro. 
Da  hinsichtlich  der  Lage  der  Belastungen  sowohl  als  der  Unter- 
stützungsstellen eine  vollkommene  Symmetrie  stattfindet,  so  werden 
jene  beiden  Kräftepaare  gleiche  Momente  und  entgegengesetzte 
Drehungsrichtungen  haben  müssen  (Fig.  345). 

Denkt  man  sich  nunmehr  die  linksseitige  Hälfte  A  C  in  eine 
feste  Wand  eingeschlossen,  so  erkennt  man,  dass  an  der  rechts- 
seitigen Hälfte  die  nach  der  Tabelle  des  §  80  zu  bestimmenden 


Parabolischer  Bogen  mit  eingemauerten  Enden. 
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Wirkungen    der  in   Fig.  345   mit  V,  H^  9R,  Q   bezeichneten   vier 

Biegungsursachen,   sowohl   hinsichtlich   der  hervorgebrachten  Ho- 

rizontalversch  ie- 
^8-344.  bung    des    End- 

J2 Punktes  B,     als 

auch  hinsichtlich 
der  an  dieser 
Stelle  hervorge- 
brachten Äende- 
rung  der  Tangen- 
tenrichtung ein- 
ander gegenseitig 
aufheben  müssen. 
Wenn  man  dem- 
gemäss  die  aus 
der  Tabelle  dos 
§  80  resp.  für  die 

(jrössen  ;  und  co  zu  entnehmenden  Ausdrücke  einen  jeden  gleich 

Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

bnVP        Sn^HP        2n^P         nQx^ 


Fig.  345. 


1)0  = 


2)    0  = 


12  EX 
2  Et 


löEZ  SEX  2  EX 

2nHP  _  jW|  _  Qx* 
dEX         EX       2EX' 


i'-w) 


welche  für  die  Grössen  H  und  Hfl  aufgelöst,  nach  Substitution  der 


Werthe   K  =  Q  und  n 


,  die  folgenden  Formen  annehmen: 


X 


1.  2 


-)• 


X' 


X' 


Für  das  Biegungsmoment  im  Scheitelpunkte  des  Bogens  ergiebt 
sich  aus  Fig.  345  der  Ausdruck: 

5)  M=(lx—Ql-]-Hf^m, 

und  nach  Substitution  der  obigen  beiden  Werthe  erhält  man  für 
dasselbe  die  Gleichung: 

6)  Af=.fg^(-3+16f-18f:  +  5»'). 


256  Fünfter  AbschniU.    §  88. 

Wenn  man  in  den  obigen  Gleichungen  qdx  statt  Q  setzt  and  alsdann 
die  Integration  ausführt  zwischen  den  Grenzen  .r  =  0  und  x  =  I,  so  erhih 
man  die  Werthe: 

Bei  gleichförmig  über  die  ganze  Horizontalprojection'  vertheilter  Belastung 
verhält  sich  daher  der  Bogen  wie  eine  vollkommen  biegsame  an  ihren  End- 
punkten unterstützte  Kette.    (Vcrgl.  §  81,  Gleichung  5.) 

Dem  oben  für  W  gefundenen  Ausdrucke  würde  man  auch  die  folgende 
Form  geben  können: 

X         -gl 
Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdruckes,  dass  dem  Werthe  y  =  1  7~ 

der  Werth  90^  =  0  entspricht.  Bei  dieser  Lage  der  Belastungspunkte  würde 
daher  der  Bogen  genau  in  demselben  Spannungszustande  sich  befinden,  wie 

bei  der  in  Fig.  321  dargestellten  Unterstützungsweise.    Wenn     -  grosser  ist 

t/\  X  ^     1 

als  1  Y  I  ^^  ^^''^  ^  P^^^^^^t  ^^'^'^  ^^fi^^K^"  1   kleiner  ist  als  1   .,  so  wird  W 

negativ. 

§88. 

Wirkung  eines  an  beliebiger  Stelle  hängenden  Einzelgewichtes. 

Durch  die  beiden  (Gewichte  Q  werden  in  dem  Scheitelpunkto 
des  Bogens  die  folgenden  drei  Wirkungen  hervorgebracht.  Erstens 
findet  an  dieser  Stelle  eine  horizontale  Druckspannung  statt  von 
der  Grösse  H\  zweitens  wird  an  dieser  Stelle  ein  Biegungsmoment 
von  der  Grösse  M  hervorgebracht;  drittens  wird  der  Scheitelpunkt 
um  eine  gewisse  Grösse  sich  senken,  welche  mit  o  bezeichnet 
werden  soll.  Offenbar  liefert  zu  jeder  von  diesen  drei  Grössen 
das  eine  von  den  beiden  Gewichten  Q  einen  ebenso  grossen  Bei- 
trag wie  das  andere.  Das  Hinwegnehnien  des  einen  von  den  beiden 
Gewichten  wird  daher  zur  Folge  haben,  dass  eine  jede  von  den 
drei  Grössen  //,  A/,  a  auf  die  Hillfte  reducirt  wird. 

Wenn  die  Richtungen  der  beiden  Kräfte  Q  in  die  entgegen- 
gesetzten übergingen,  d.  h.  wenn  dieselben  vertical  aufwürts  statt 
vertical  abw&rts  wirkten,  so  würden  die  Vorzeichen  jener  drei 
Grössen  ebenfalls  in  die  entgegengesetzten  übergehen;  ihre  ab- 
sohiten  Werthe  würden  jedocli  dieselben  bleiben,  und  die  obige 
Schlussfolgerung  würde  auch  für  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit  be- 
halten. Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  in  Fig.  346  dargestellten 
Falle  —  zu  welchem  man  gelangt,  indem  man  von  den  beiden 
abwärts  wirkenden  Kräften  il  die  linksseitige,  von  den  beiden 
aufwärts  wirkenden    die    rechtsseitige   hinweggenommen  und  die 
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beiden  Fälle  alsdann  zu  einem  vereinigt  sich  denkt  —  eine  jede 
von  den  drei  Grössen  //,  iJ/,  o  gleich  Null  sein  muss. 

Da     in     dem 
Fig.  346.  Scheitelpunkte  C 

weder  ein  Bie-. 
gungs  -  Moment, 
noch  eine  Ho- 
rizontalspannung 
vorhanden  ist,  so 
kann  es  nur  eine 
verticaleAbschee- 
rungskraft  sein, 
welche  daselbst 
von     der     einen 

Hälfte  des  Bogens  auf  flio  andere  übertragen  wird.  Wäre  diese 
Verticalkraft  Ä  bekannt,  so  würde  man  -  indem  man  auf  die  in 
Fig.  347  angedeutete  Weise  den  Gleichgewichtszustand  der  rechts- 
seitigen Bogenhälfte 


Pig.  347. 


CD 


q{l—x)-m'~M' 


sich  veranschaulicht 
—  sowohl  den  ver- 
ticalen  Gegendruck 
des  ünterstützungs- 
punktesJS,  als  auch 
das  an  dieser  Stelle 
-j^jjj  hervorgebrachte  Bie- 
gungsmoment be- 
rechnen können,  und 
man  würde  für  diese 
Grössen  die  in  der 
Figur  angegebenen 
Werthe  erhalten. 


Durch  die  beiden  Kräfte  Q  wurde  bewirkt,  dass  die  Tan- 
gentenrichtung am  Scheitelpunkte  C  um  den  Winkel  cu  sich  ge- 
dreht hat,  während  die  Tangentenrichtung  an  der  Stelle  B  un- 
verändert geblieben  ist.  Die  letztere  hat  daher  in  Bezug  auf  die 
erstere  eine  relative  Drehung  um  den  Winkel  cu  ausgeführt,  wobei 
zugleich  der  Abstand  des  Punktes  B  von  der  (früher  horizontalen) 
Tangentenrichtung  des  Scheitelpunktes  sich  vermindert  hat  um 
eine  Grösse,  welche  bei  der  vorauszusetzenden  Kleinheit  des  Win- 
kels CO  ohne  Bedenken  gleich  l  m  gesetzt  werden  darf.    Indem  man 


Ritter,  Ingenieur- Mechanik. 
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Fünfter  Abschnitt.    §  88. 


diese  beiden  Aenderungen  als  Wirkungen  der  in  Fig.  347  ange- 
gebenen drei  Biegungsursachen  (bestehend  aus  dem  (iewiclite  (i, 
der  vertical  aufwärts  wirkenden  Kraft  F'  =  Q  —  9i  und  dem  Kräfte- 
paare vom  Momente  M'  =^  Q{1  —  x)  —  Ä/)  nach  der  Tabelle  d(*s 
§80  berechnet,  gelangt  man  zu  den  beiden  Gleichungen: 


1)        (0 


{n-^)P  _   Qj-'        [Qil  —  x)  —  Hl\l 


2)    l 


(U 


2  KZ 

(Q  — ia)i" 
'dEZ 


2KX 


2EZ 


KZ 

[Q(Z  — a-)  — «Z]P 
2EZ  ' 


und  erhält  durch  Gieichsctzung  der  aus  diesen  beiden  Gleirhungon 
für  don  Winkel  «u  zu  entnehmenden  Werthe  eine  Gleichung,  Welche 
für  9(  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 


3)    «=^M2_34  +  v^- 


2  \ 


i 


Für  die  in  Fig.  346  mit  V  und  M'  bezeichneten  (irössen  ergeben 
sich  hiernach  die  Werthe: 


4)  y'=^{^^-t) 


/  X  x^\ 

\  l  ~  P) 


5)    M' 


Ql 

2 


Wenn   man   nunmehr   die  in   Fig.  345  und   Fig.  346   dargo- 
stellten   beiden   Belastungszustände   gleichzeitig    stattfindend    sich 

denkt     und    zu- 

Flg.  348. 


Q 


gleich  -  -  an  die 

Stelle  von  Q  setzt. 

so    gelangt    man 

zu    dem   in  Fig. 

348  dargestellteii 
mj    Falle,  für  welchen 

die  Gegenwirkun- 
gen der  Unterstützungspunkte  zu  berechnen  sind  aus  den  Glei- 
chungen : 

^)     9  ~  — 2~ ' 


Wirkung  einer  continuirlich  vertheilten  Belastung.  259 

V4-  V  V  —  V 

7)     35,  =-?-^t ,  8)    33,=    "^ 


2        '  "'     ^'  2 

Wenn  man  hierin  für  die  Grössen  V\  M  die  obigen  Werthe  sub- 
stitairi  und  zugleich  für  die  Grössen  //,  F,  3K  die  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  die  folgenden 
Gleichungen : 

11V     «s       i^Ql/i       ^\ 

12)  »,  =  -^(2  +  3^-^), 

13)  »,  =  ^(^-3f +  ^), 

10)    3»,  =  f  (-1-4^+6^+45^^5^). 

§89. 
Wirkung  einer  eontinnirlieh  yertheiiten  Belastung. 

Wenn  man  in  den  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen fünf  Gleichungen  q  .dx  slh  die  Stelle  von  Q  setzt  und 
hierauf  die  Integration  ausführt  zwischen  den  Grenzen  0  und  sc, 
so  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen: 

17* 
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Fünfter  Abschnitt.    §  <K). 


Fig.  349. 


Wenn  ferner  mit  ^',  8',,  »;,  9»;,  2»;  resp.  diejenigen  Werthe 
der  obigen  Grössen  bezeichnet  werden,  welche  dem  Werthe  jc  =  x^ 
entsprechen,    und   mit   ^\  äJ",  95 j,  Ü)r,\  ÜJJj    diejenigen,    welche 

dem  Werthe 
X  ■=r  x^  ent- 
sprechen ,  so 
gelten  für  den 
in  Fig.  349  dar- 
gestellten Ii(»- 
lastungs  -  Zu- 
stand die  (tlfi- 
chungen : 


an. 


ff(^^) 


sn. 


G)    $  =  ^"_$',        7)    SB,  =3?'; -95p        8)    95,-95';-     25;, 

9)  TO,---5Dr;-Wp      10)  a»,  =  3K';-aj?;, 

aus  welchen  man  z.  R.  für  den  speciellen  Fall,  in  welchem  jc,  ^=  0 
und  x^  =  l  ist,  die  folgenden  Werthe  erhält: 

ir)  ^^ff,      12)   «,  ^Je?',      m  «.=  ;6*'' 


14)    SD?,  - 


lÜ  '         '"^     ""' "~       "16 


qV 


15)  ün,== 


Wäre  ausser  dieser  Belastung  gZ'noch  eine  gleichförmig  über 
die   ganze   Horizontalprojection   vertheilte  (permanente)  Belastung 
von  der  Grösse  2pl  vorhanden,  so  würden  die  ersteren  drei  Grössen 
'  zu  berechnen  sein  aus  den  Gleichungen : 

1(>)     !0-.^y^-^f- 

17)    ^,  =  pl+\lql,  18)     ^,^vl  +  -f^ql, 

während  für  die  beiden  Momente  iW,  und  Ü)?,  die  Gleichungen  14) 
und  15)  ihre  Gültigkeit  behalten,  da  die  permanente  Belastung  zu 
den  Biegungsmomenten  an  den  beiden  Unterstützungspunkten  keinen 
Beitrag  liefert.    (Vergl.  §  87.) 

8  90. 

Ermittelung  der  Gegendrücke  auf  dem  Wege  der  Construetion.  *) 

Das  in  Fig.  350  mit  ÜW„  bezeichnete  Biegungsmoment  im 
Scheitelpunkte  C  hat  —  nach  §  H7,  (Jleichung  6)  —  die  Grösse 
5K„  =^A/,  oder: 

♦)  Vergl.  Winkle r's  „Lehre  von  der  Elasticität  und  Festigkeit**.  Prag  IW»*. 
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Ql 


.2 


...* 


l)    ü»..^^^(-3  +  l6^-18f  +  5|), 

und  die  verticale  Abscheerungskraft  an  dieser  Stelle  hat  —  nach 
§  S8,  Gleichung  3)   oder   Gleichung  13)  —   die  Grösse  «,  =  i « 

Fig.  350.  •     =^21     oder: 

Das  Biegungs- 
moment  93?,,  re- 
präseutirt  ein 
Kräftepaar,  wel- 
ches man  sich  auf 
die  in  Fig.  351  an- 
gedeutete Weise 
durch  die  zwei 
Horizontalkräfte 
von  der  —  nach 
§  88,  Gleichung 
11)  zu  berech- 
Ij^i  nenden  —  Grösse 
§  dargestellt  den- 
ken kann.  Für 
den  zu  wählenden 
Hebelarm  dieses 
Kräftepaares  er- 
giebt  sich  als- 
dann nach  Fig.351 
der  Werth: 


Flg.  351. 


^.c=sa, 


Fig.  352. 


6)     c-  ^ 


f 
15 


-3  +  10^  +  5fr 


l 


V 


(>  +  t) 
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Fünfter  Abschnitt.    §  90. 


Die  zwei  im  Scheitulpuiikte  C  angreifenden  Horizontal kräfte 
^  heben  einander  auf,  und  in  dem  Punkte  E  kann  man  nunmehr 
die  daselbst  angreifende  Horizoiitalkraft  ^  mit  der  Verticalkriift 
31,  zu  einer  Mittelkraft  zusammensetzen,  pie  Lage  des  Durch- 
scbnittspunktes  O,  in  welchem  diese  Mittelkraft  R  die  Verticale 
des  Belastungspunktes  schneidet,  kann  man  alsdann  nach  Fig.  352 
berechnen  aus  der  Gleichung: 

4)     0--?loaJ--$(c  +  e)     oder    0-=a„u?  - 'ÜK^  —  ^s. 

Wenn  man  diese  Gleichung  für  e  auflöst  und  nachher  für  die 
Grossen  Ä,,,  3)1,,,  ^  die  gefundenen  Werthe  substituirt,  so  erhillt 
man  die  Gleichung: 

31.,;^-^.,  __  / 
"    ^  5' 

welche  zeigt,  dass  die  Höhe  des  Durchsclinittspunktes  O  über  dem 
Scheitelpunkte  des  Bogens  ganz  unabhängig  ist  von  der  Lage  des 
Belastungspunktes. 

Denkt  man  sich  auf  gleiche  Weise  auch  an  der  Unterstützungs- 
stelle B  das  daselbst  wirkende  Kräftepaar  mit  den  beiden  Einzel- 

Fig.  353. 


6)       8  = 


kräften  zu  einer  Mittelkraft  zusammengesetzt,   so   erkennt  man, 
dass  die  Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  W  ebenfalls  durch  den 
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I^unkt  O  hindurchgehen  niuss.     Man  kann  sich  daher  den  Bogen 

auf  die   in  Fig.  353  dargestellte  Weise  von  den  drei  Kräften  Q, 

R,  W  im  Gleichgewicht  gehalten  denken,   und  aus  Gleichung  5) 

ergiebt   sich,  dass  der  geometrische  Ort  für  alle  Lagen,   welche 

der  Darchsclinittspunkt  jener  drei   Kräfte  annehmen  kann,   eine 

f 
horizontale  gerade  Linie  bildet,  welche  in  der  Höhe  s  =  ---  über 

dem  Scheitelpunkte  des  Bogens  liegt. 

Die  Winkel,  welche  die  beiden  Gegendrücke  R  und  W  mit 

der  Verticalen  einschliessen,  sind  nach  Fig.  353  zu  berechnen  aus 

den  Gleichungen: 

-^  7)     tK6  =  ^=--^-. 


6)    tg9=- 


§  91. 
Umhfillangslinie  der  Gegendrücke. 

Wenn  die  Lage  des  Belastungspunktes  eine  unendlich  kleine 
Aeuderuug  erleidet,  d.  h.  wenn  dessen  Abscisse  x  um  die  Grösse 
dx  zunimmt,  so  wird  der  Abstand  c  um  die  Grösse  de  und  der 

Winkel  »{;  um  die 
Pig.  354.  Grösse    d^    sich 

vergrössern,  in- 
sofern die  Rich- 
tungslinie der 
Kraft  R  dabei 
eine  andere  Lage 
annehmen  und 
statt  der  Kraft  R 
nunmehr  eine  an- 
dere Kraft  -ß'  die 
Mittelkraft     von 

den  an  der  Unterstützungstelle  A  auf  den  Bogen  übertragenen 
Kräften  bilden  wird.  Für  die  Abscisse  des  Durchschnittspunktes  J, 
in  welchem  die  •  Richtungslinien  der  beiden  Kräfte  R  und  R'  ein- 
ander schneiden,   ergeben  sich  aus  Fig.  354  die  beiden  Werthe: 

1)  z  =  (w     c)  tg(J^, 

2)  z  =   ito  -  (c  +  dc)\  tg(^  +  d^!^). 

Indem  man  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleichsetzt,  erhält 
man  die  Gleichung: 
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3)     (w  -  c)  tg  »^  =  {w  —  c)  tg  (»>  +  d<^)  -de  ig  (.>  +  d^y^ 

oder    4)     0  =  {w  —  c)d  (tg  tj,)  —  rfc  (tg  ^  +  rf  tg  ^), 

welcher  letzteren  man  —  nach  Weglassuug  der  Grösse  flfcrf(tg'l;\ 
als  einer  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung  —  auch  die 
folgenden  Formen  geben  kann: 

R\  tg  (1^ .  rfc 

ß^   „,  _  c-<^(tg'!^)4-  tg<}<^c_  _  d(c  tg<;<) 

Nacli  Substitution  des  für  w  —  c  gefundenen  Ausdruckes  erhält 
man  aus  Gleichung  1)  für  z  den  Werth: 

^^  ^--rfCt^r^)"- 

Wenn  man  nunmehr  für  die  Grössen  c  und  tg^J;  die  im  vorigen 
Paragraphen  gefundenen  Werthe  einsetzt,  so  nehmen  die  letzteren 
beiden  Gleichungen  die  folgenden  Formen  an: 


ü». 


8)    «;  = 


^(i-) 


91 
21. 


0  ' 


8i„  da»„  -  üR.,  da„ 


^(-Sr) 


3l„  d$  -  $  dSl,, 


9) 


_/«> 


.  ^(-!!-) 


<V) 


Hierin  sind  für  die  Grössen  ^,  a)?„,  ä,,  die  resp.  in  §  88  und  §  90 
gefundenen  Werthe  zu  substituireu;  man  erhält  dann  die  Gleichungen: 


10)   w  =  ^5  { 


23  +  20  y  +  5  ~ 


3  +  4-7- +  -^r 


/  » 


l 


V 


11)    z  = 


21 


3  + 


X 

T 


Wenn  man  den  ans  letzterer  Gleichung  zu  entnehmenden  Werth: 


12)    ^  =  4^-3 


in  Gleichung  10)  substituirt,  so  nimmt  dieselbe  die  folgende  Form  an: 


UmhOlluDyslinie  der  Gvgeudrücke. 


13) 


+  2- 


Aus  dieser  Gleichung   ergeben   sich   diu   in  i 
zusammiingestellten  Zaiileuwerthe : 

-^  =   0     0,2      0,4        0,5       0,6 


,chtb)geii(Ier  Tabelle 


y  =  --    0,34    0,369    0,4      0,453    0,76     oo. 

Die  obige  Gleichung  uder  die  nach  derselben  berechnete  .Ta- 
belle kann  man  benutzen,  um  die  krumme  Linie  zu  construiren, 
welche  für  alle  mißlichen  Lagen  des  Üurchschnittspunktes  J  den 
geometrischen  Ort  bildet.    Du  der  Punkt  J  als  Durchschnittspunkt 


/.«eier  auf  einander  folgender  Tangenten  dieser  Curve  zu  betrachten 
ist,  so  bildet  dieselbe  die  UmhüUungslinic  für  sümmtliche  Lagen, 
welche  die  Kichtur^slinie  der  Kraft  R  annehmen  kann.  Mit  Ite- 
nutzung    dieser   U mh Uli uugü curve    kann   man   nunmehr  die   Con- 
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Fünfter  Absclmitt.    §  91. 


struction  der  von  dem  Gewiclite  Q  liervorgerufeuen  üegeiidrücke 
auf  ähnliche  Weise  wie  in  Fig.  326  ausführen,  insofern  die  von 
dem  Punkte  0  aus  an  jene  Cui*ve  gelegten  Tangenten  die  Rich- 
tungslinien  jener  Gegendrücke  darstellen. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  in  §  83  erklärte  Methode 
des  Aufsuchens  der  ungünstigsten  Belastungszustände  —  derjenigen 
Belastungszustände  nämlich,  bei  welchen  resp.  die  in  Fig.  330  mit 
X,  Z,  21  bezeichneten  Spannungen  ihre  grössten  (positiven  oder  ne- 
gativen) Werthe  annehmen  -  auf  den  Bogen  mit  eingemauerten 
Enden  ebenfalls  angewendet  werden  kann.  Wenn  man  in  den  Fi- 
guren 331,  332,  334  die  liichtungslinien  der  Gegendrücke  —  an- 
statt dieselben,  wie  dort  geschehen,  durch  die  festen  Endpunkte 
des  Bogens   hindurchzulegen   —  tangential  zu  der  UmhüUungs- 


.Minus. 


•--  «r 


Fig.  356. 
J?Jus ^ AUjIRs 


linie  legte,  so  würden  jene  Figuren  nunmehr  für  den  vorliegenden 
Fall  die  ungünstigsten  Belastungszustände  darstellen.  So  z.  B. 
würde  die  Construction  derjenigen  Belastungszustände,  bei  welchen 
die  in  Fig.  330  mit  Z  bezeichnete  Spannung  der  unteren  Gur- 
tung resp.  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  für  den  Bogen  mit 
eingemauerten  Enden  auf  die  in  Fig.  356  angedeutete  Weise  aus- 
zuführen sein. 
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§  92. 
Berechnung  der  Temperatur-Spannungen. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  336  an  jedem  von  den  beiden  End- 
punkten des  Bogeus  ausser  der  Horizontalkraft  noch  ein  Kräfte- 
l>aar  augebracht,   und  auf  solche  Weise  bewirkt,   dass  nicht  nur 

die  ursprüngliche 
Pig.  357.  Spannweite,  son- 

dern auch  an  je- 
dem Ende  die  ur- 
sprüngliche Tan- 
genten -  Richtung 
der  elastischen 
Linie  wieder  her- 
gestellt wird,   so 

erkennt  man,  dass  jene  Figur  alsdann  für  den  Bogen  mit  einge- 
mauerten Enden  die  Wirkung  einer  Temperatur -Erhöhung  dar- 
stellen würde  (Fig.  357). 

Um  den  Horizontaldruck  H  und  das  Kraftmoment  ÜK  zu  be- 
rechnen ,  hat  man  sich  die  eine  Hälfte  A  C  in  eine  feste  Wand 
eingeschlossen  zu  denken,  und  auf  die  andere  Hälfte  B  C  nunmehr 
die  Tabelle  des  §  80  anzuwenden.  Indem  man  die  Horizontal- 
verschiebung des  Endpunktes  B  (wie  in  §  84,  Gleichung  7)  gleich 
II  setzt,  und  den  für  m  aus  jener  Tabelle  zu  entnehmenden  Werth 
gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 


1)    U  = 


%Hip        Hl        2ÜKZ/ 


\bE%  '^'EF 


^E% 


2)    0  =  2^'/ 
^^    ^        ^E% 


31 

E%' 


aus  denen  für  die  beiden  Grössen  H  und  9ß  die  folgenden  Werthe 

sich  ergeben: 

AbhEFZ 

^  4/^7^+ 451' 

4)    3»=  3- g/=  4^,^.^452:  ■ 

Die  im  Scheitelquerschnitte  hervorgebrachte  grösste   Druck- 
spannung (pro  Flächeneinheit)  hat  die  Grösse: 

5)  5=.^-+|-(ff/-a«), 
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und  die  in  jedem  von  den  beiden  Endquerschuitten  hervorgebrachte 
Druckspannung  hat  die  Grösse: 

6)  s'==Ap«+^.aR. 

Nach  Substitution  des  oben  für  SD?  gefundenen  Ausdruckes  er- 
hält man  für  diese  beiden  Maximalspannungen  die  Werthe: 


Da  die   (irösse   cos  e  nur  wenig   kleiner  als  „Eins*',   dai;egen 

fw  F 

der  Quotient  ''  ^   ~  stets  beträchtlich  grösser  als  „Eins*'  voraus- 

zusetzen   ist,   so  wird  S'   immer  die   grössere  von  jenen  beiden 
Spannungen  sein. 

Nach  Substitution  des  in  Gleichung  3)  für  H  gefundenen 
Werthes  nehmen  die  obigen  beiden  Gleichungen  die  folgenden 
Formen  an: 

o  -  158  ^(/«'^'+ 32;) 

im     o,  _   15  8  £(2/ toi'' -f  31  cos  s) 
lu;    ö    _  ^ ^-..--^ --^       _ . 

Für   den   rechteckigen    Querschnitt    (von    der    Flöhe    h)    ist 

Fä'  h 

%  ^^  -.;y-  und  w --  -,:-  zu  setzen;  also  wird  für  diesen  Fall: 


15  8  £  Ä  (2/  +  h) 
'"U»/''+'l5/r 


llj        Ö-^  i£;/.'2l      1F;.I.2 


1o^     c'  _  158iSÄ(4/+ Acose) 
^^^    ^    ~  16/^+loÄ' 


Wenn  man  hierin  wieder  (wie  bei  dem  in  §  84  berechneten  Zablenbeispiele) 
^  =  ^uLft  »  J5  =  20  000,  4  =^  -T  setzt,  so  erhält  man  die  Werthe : 

5f  =  5,    5'  =  8,86  +  0,55  .  cos  e, 

und  da  coac  annäherungsweise  gleich  „Eins**  gesetzt  werden  darf,  so  ergiebt 
sich  hieraus  fQr  die  bei  einer  Temperatur -Erhöhung  von  41  Graden  (Celsius) 
eintretende  grösste  Druckspannung  der  Werth: 

S'  =  9,4  Kil.  pro  Quadratmillimeter. 

Derselbe  beträgt  nahezu  das  Vierfache  von  dem  in  §  84  gefundenen 
Werthe,  und  zeigt,  dass  die  Temperatur- Aenderungen  bei  dem  Bogen  mit  ein- 
gemauerten  Enden  einen  noch  viel  nachtheiligeren  Einfluss  ausüben,  als  bei 
dem  Bogen  mit  Gelenkpunkten  an  den  Enden  (vergl  §  84). 
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Fig.  358. 


§  93. 

Spannungen  In  Bohren. 

Wenn  die  Länge  der  Röhre  als  Längeneinheit  gewählt  wird, 
so   repräsentirt  in   der  Querschnittsfigur  jede   Längeneinheit   der 

inneren  oder  äusseren  Querschnitts- 
peripherie eine  Flächeneinheit  resp.  der 
inneren  oder  äusseren  Wandoherfläche 
(Fig.  358).  Man  kann  daher  eine 
Röhre,  bei  welcher  auf  jede  Flächen- 
einheit der  inneren  Waudfläche  der 
Druck  p^  und  auf  jede  Flächeneinheit 
der  äusseren  Wandfläche  der  Druck 
P2  wirkt,  auch  als  einen  Kreisring  be- 
trachten, bei  welchem  auf  jede  Längen- 
einheit der  inneren  Peripherie  der 
Druck  p,  und  auf  jede  Längeneinheit 
der  äusseren  Peripherie  der  Druck  p^  wirkt. 

Durch    diese    Drücke    werden    in    den    einzelnen    (unendlich 
schmalen)  concentrischen  ringförmigen   Fasern,  aus  welchen  man 

Pig.  359.  sich  den  ganzen  Ring  zusammen- 

gesetzt denken  kann,  Zug-  oder 
Druck  -  {Spannungen  hervorge- 
bracht, welche  an  allen  Stellen 
einer  und  derselben  Ringfaser 
gleiche  Grösse  haben.  Ausser- 
dem wird  auf  eine  solche  Ring- 
faser an  jeder  Stelle  sowohl  von 
der  inneren  als  von  der  äusseren 
Seite  her  ein  radial  gerichteter 
Druck  übertragen,  und  wenn 
mit  p  die  Grösse  des  Druckes 
pro  Längeneinheit  (oder  pro 
Flächeneinheit)  bezeichnet  wird 
im  Abstände  p  vom  Mittelpunkte, 
so  wird  mit  p  +  dp  der  Druck 
im  Abstände  p  -|-  dp  zu  bezeich- 
nen sein.  Hiernach  kann  man  sich  auf  die  in  Fig.  359  darge- 
stellte Weise  den  Gleichgewichtszustand  des  dem  Centriwinkel  d^ 
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entsprechenden  unendlich  kleinen  Bogenstückes  einer  solchen  Hing- 
faser  veranschaulichen,  und  indem  man  die  algebraische  Summt* 
der  in  radialer  Richtung  wirkenden  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt, 
erhält  man  die  Gleichung: 

.1)     0  =  2sdp  siwfo^)  +  (pH-cfp)(p  +  dp)c?9  —  ppr/^. 

Hierin  kann   ^^  statt  sin(  ^\  gesetzt  werden,  und  nachWeglassung 

des  gemeinschaftlichen  Factors  ctcp  kann  man  dieser  Gleichung, 
indem  man  das  Glied  dpd^  als  unendlich  kleine  Grösse  zweiter 
Ordnung  unterdrückt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

2)    0  =  «dp  +  pdf  -f-  p  ^P- 

Das  gleichzeitige  Vorhandensein  der  Spannungen  «  und  p  be- 
dingt eine  peripherische  Ausdehnung  der  Ilingfaser  und  zuglcic*h 
eine  radiale  Zusammendrückung  derselben.  Die  in  Folge  dessen 
eintretende  Form-  und  Lagen-Veränderung  des  oben  betrachteten 
unendlich  kleinen  Bugenstückes  derselben   kann  man  sich  auf  die 

in  Fig.  360  angedeutete  Weise  veran- 
schaulichen. Für  das  peripherische  Ver- 
längerungs-Verhältniss  desselben  ergiebt 
sich  aus  dem  Elasticitätsgesetze  die  Giei- 
.4*€b  chung: 

3)    (P +  «)''?-?''?_  •     „der: 


Fig.  360. 


;^P 


7 


pcZ9 


E 


4)    ---^ 


p         E 

und  für  das  radiale  Verkürzungs-Ver- 
hältniss  erhält  man  (ebenfalls  nach  dorn 
Elasticitätsgesetze)  die  Gleichung: 


5) 


rfp  —  {(dp  -}-  e  +  ^«)  —  «}  p 


")!=- 


cip 
oder: 

P 
E' 


E 


Für  diesen  letzteren  DiflFerenzialquotienten  findet  man   aus  Glei- 
chung 4),  indem  man  dieselbe  differenziirt,  den  Ausdruck: 


^.     rfe         1  /  dn    ,     \ 


c2p 
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Durch  Gleichsetzung  der  in  den  letzteren  beiden  Gleichungen  für 

•7 

den    DiflFerentialquotienten   -7-  gefundenen  Ausdrücke   erhält  man 
eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 

8)  «  +  p  =  _p^*. 

Für   die  auf  der  linken  Seite  stehende   Grösse   ergiebt   sich   aus 
Gleichung  2)  der  Werth: 

9)  .  +  P  =  -P^^ 

und  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  für  die  Grösse  s  -{-  p  gefun- 
denen Werthe  fuhrt  zu  der  Gleichung: 

10)  ip=^. 

^     dp       dp 
Wenn  mau  nunmehr  die  Gleichung  8)  nach  p  diflFerenziirt  und 

in  derselben  nachher   3-  statt  -y-  setzt,   so  erhält  man  die  Glei- 
1  dp  dp 

chungen :  ^  ^ 

in     ds  j^dp d^8       ds 

^     dp        dp  ^  dp^       dp 

Für  den  Differenzialquotienten  -j-^   welcher  abkürzungsweise 

dp 

mit  z  bezeichnet  werden  soll,   ergiebt  sich  aus  Gleichung  8)  der 

Werth :  ,  , 

ds /*   I   P 

dp  ^     P 

und   nach   Einführung   dieser   Bezeichnungsweise    kann   man   der 
Gleichung  12)  auch  die  folgende  Form  geben: 

14)    ^  =  _3^. 

^      z  p 

Indem  man  diese  letztere  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  «,  und  z,  auf  der  rechten  Seite  zwischen 
den  Grenzen  r,  und  p  —  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


")   -.T  — (^-^) 


16)         -r 


/i  =  _s/i, 


16)  ig(-;)=-3ig(;-), 
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Wenn  man  nunmehr  für  die  Grösse  z  wieder  ihren  Werth     , 

einsetzt,   so  kann  man  der  letzteren  Gleichung  auch  die  folgende 
Form  geben: 

18)    ds  =  z,T\^,. 

r 

Durch  nochmalige  Ausfuhrung  der  Integration  erhält  man  nlsdann 
die  Gleichungen: 


19) 


Jrf.  =  .,.?J^, 


..3 


20)    s     ..^  =  -^^{^-1^. 

Nach  Substitution  des  aus  dieser  letzteren  Gleichung  für  s  zu 
entnehmenden  Werthes  kann  man  der  Gleichung  2)  Jiuch  die  Form 
geben : 

und   gelangt   durch    Integration   derselben   zu   den   nachfolgenden 
Gleichungen : 


22) 


(•.+'';')p^-''i'ß---f''l'^ 


.3 


Wenn   man   endlich    in    dieser   letzteren   Gleichung    für    die 
Grösse  «,  den  aus  Gleichung  13)  zu  entnehmenden  Ausdruck: 

substituirt  und  dieselbe  nachher  für  «,  auflöst,  so  erhält  man  die 
Gleichungen : 

25)     (*'-"~^')(r,--r.)  +  (*--+-P-i)(r,-r,);;;=p,r,-p,r,. 

26)  ,,=?.(':' +  !i?)--_2^,ri. 


7*1  ?• 


Nachdem  auf  solche  Weise  der  Werth  der  constanten  Grösse 
5,  bestimmt  worden  ist,  kann  man  nunmehr  die  Gleichung  20) 
benutzen,  um  die  veränderliche  Grösse  s  als  Function  dös  Halb- 
messers p  darzustellen.    Zu  diesem  Zwecke  hat  man  darin  zunächst 


ßerechntmg  der  erforderlichen  Wandstärke.  2?3 

für  Zj  den  in  Gleichung  24)  angegebenen  Werth  und  nachher  für 
,<f,  den  in  Gleichung  26)  gefundenen  Ausdruck  zu  substituiren. 
Man  erhält  dann  für  s  die  Gleichungen: 

27)  ,=  '.(^?  +  P\+P.(>-?-p')     „der: 

28)  g  =.  Pi  ''i  (P'  +  ''')  ~  P^'''  (P'  +  ''?)  , 

p'  (^2  —  '^D 

welche  letztere  nach  Substitution  der  Werthe  s  =  s,   und  p  =  r 
die  folgende  Form  annimmt: 

29)  ,^  =  2p.rf-p,g+^ 

§  94. 
Berechnnng  der  erforderlichen  Wandstärke. 

um  bei  gegebenem  inneren  Halbmesser  des  Rohres  die  er- 
forderliche Wandstärke: 

1)     Ä  =  r,  —  r, 

fiir  dasselbe  zu  berechnen,  hat  man  die  stärkste  in  dem  Rohre 
vorkommende  Spannung  gleich  der  practisch  zulässigen  Spannung 
jS  zu  setzen. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  26)  und  29)  des  vorigen  Pa- 
ragraphen zunäqhst  die  Werthe  jo,  =  p  und  p^=^0  substituirt, 
so  nehmen  dieselben  die  Formen  an: 


2)    •■-"(^Ti)-         ')    '.  =  7^ 


2 
2  '  1  '  1  '  1 


Für  das  Verhältniss  dieser  beiden  Spannungen  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 


«1  _  ^?  +  ^ 


4)    ^L  = 


2rf 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  bei  innerem  Drucke 
stets  an  der  inneren  Peripherie  die  stärkste  Spannung  stattfindet. 
Für  diesen  Fall  hat  man  demnach  s^  =  S  zu  setzen,  und  wenn 
man  ausserdem  für  r^  den  aus  Gleichung  1)  zu  entnehmenden 
Werth  substituirt,  so  nimmt  die  Gleichung  2)  die  folgende  Form  an: 


5)     *-Pi(,,4.A)'-rf/ 
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Durch  Auflösung   derselben   erhält   man   für   das  Verhältniss  - 
den  Werth:  * 


ü) 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  in   nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

P  =   0,1         0,2       0,3       0,4       0,5       0,6    0,7     0,8    0,9     l 

—  =   0,1055  0,225  0,363  0,528  0,732   1       1,38   2       3,36  ex 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  die  Werthe  p,  =  0  und  p^  =  p 
substituirt,  so  nehmen  die  Gleichungen  26)  und  29)  des  vorigen 
Paragraphen  die  Formen  an: 

und  man  erhält  für  das  Verhältniss  der  beiden  Spannungen  den 
Werth : 


8.  2 


r 


3 


Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  bei  äusserem  Drucke 
ebenfalls  an  der  inneren  Peripherie  die  stärkste  Spannung  statt- 
findet, und  zwar  ist  dieselbe  in  diesem  Falle  eine  Druckspannung. 
Wenn  man  demgemäss  «,  =^  —  S  und  ausserdem  wieder  r,  -|-  ^ 
statt  7*2  setzt,  so  erhält  man  aus  Gleichung  7)  für  das  Verhältniss 
A 


den  Werth: 


^1 


'  V'. 


Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  in   nachfolgender  Tabelle 
zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

1=    0,1        0,2        0,3        0,4        0,5 

^=    0,118    0,291    0,581     1,236    cx) 

Wenn  man  endlich  p,  =  p^  =  p  setzt,  so  nehmen  die  Glei- 
chungen 26)  und  29)  des  vorigen  Paragraphen  die  Formen  an: 


11)    «j=»^_=^2 


j. 
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Bei  gleicher  Grösse  des  inneren  und  äusseren  Druckes  ent- 
steht also  in  der  Rohrwand  eine  überall  gleichförmig  vertheilte 
Druckspannung  von  eben  derselben  Grösse. 

Dass  unter  gewissen  Umständen  die  stärkste  Spannung  auch 
an  der  äusseren  Peripherie  entstehen  kann,  erkennt  man  aus  Glei- 
chung 26)  des  vorigen  Paragraphen,  indem  man  darin  beispiels- 
weise Ä,  gleich  Null  setzt;  man  erhält  dann  die  Bedingungsgleichung: 

Pj  t-j  4-  r, 

und  aus  Gleichung  29)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  für 
«2  der  zugehörige  Werth: 

13)  «,=  _p.(-rl-;-?)  =  _p,(r|-^|). 

Auf  analoge  Weise  findet  man,  dass  s^  gleich  Null  wird,  wenn 
die  Bodingungsgleichung: 

erfüllt  ist,  und  dass  für  diesen  Fall  die  Spannung  «,  den  Werth 
annimmt:  32  «2 

Bei  der  Berechnung  der  erforderlichen  Wandstärke  A  wird 
man  jedoch  auf  solche  Fälle  keine  Rücksicht  zu  nehmen  haben 
—  aus  dem  Grunde  nämlich:  weil  stets  einer  von  den  beiden 
Fällen  des  einseitigen  Druckes  —  also  entweder  der  Fall,  in  welchem 
nur  der  innere  Druck,  oder  der  Fall,  in  welchem  nur  der  äussere 
Druck  vorhanden  ist  —  als  der  ungünstigere  Fall  eine  grössere 
Wandstärke  erfordern  wird  als  der  Fall  des  gleichzeitigen  Vor- 
handenseins beider  Drücke.  Man  wird  daher  in  solchen  Fällen,  wo 
die  Drücke  p,  und  p,  beide  von  Null  verschieden  sind,  die  erforder- 
liche Wandstärke  A  in  der  Weise  zu  berechnen  haben,  dass  man 
das  eine  Mal  nur  den  Druck  p^  das  andere  Mal  nur  den  Druck 
p,  als  vorhanden  betrachtet,  und  von  den  beiden  auf  solche  Weise 
für  A  gefundenen  Werthen  nachher  den  grösseren  auswählt. 

§  95. 
Bohren  mit  Verstärk  angsringen. 

Aus  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  für 
p  =  S  der  Werth  A  =  cx).  Man  erkennt  hieraus ,  dass  bei  allei- 
nigem Vorhandensein  eines  inneren  Druckes,  welcher  die  practisch 

.      18* 
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zulässige  Spannung  S  übersteigt,  es  überhaupt  nicht  mehr  möglich 
sein  würde,  eine  genügende  Wandstärke  herzustellen.  Denn  bei 
jeder,  wenn  auch  noch  so  grossen,  Wandstärke  würde  an  der 
inneren  Peripherie  in  diesem  Falle  eine  Zugspannung  s,  entstehen, 
welche  die  practisch  zulässige  Spannung  überschreitet. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  in  solchem  Falle  der  Herstellung 
eines  Rohres  von  genügender  Stärke  sich  entgegenstellen,  kann  man 
dadurch  überwinden,  dass  man  auf  irgend  eine  Weise  einen  Druck 
auf  die  äussere  Wandfläche  künstlich  hinzufügt  und  hierdurch  be- 
wirkt, dass  die  Zugspannung  an  der  inneren  Peripherie  wieder  bis 
auf  die  practisch  zulässige  Spannung  vermindert  wird. 

Um  die  erforderliche  (irösse  dieses  hinzuzufügenden  äusseren 
Druckes  pj  zu  berechnen,  hat  man  in  Gleichung  26)  des  §  93 
den  Werth  s,  =  S  zu  substituiren ;  man  erhält  dann  durch  Auf- 
lösung jener  Gleichung  für  p^  den  Werth: 

Wenn  z.  H.  p^=  1,2.  S  und  r,  =  2r,  ist,  so  ergiebt  sich  aus 
dieser  Gleichung  für  p,  der  Werth: 

2)  P,  =  I  Ä 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  würde  —  nach 
Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen  —  an  der  inneren  Peripherie 
eine  Spannung  entstehen  von  der  Grösse: 

3)  8\  =-  2  S. 

Bei  alleinigem  Vorhandensein  des  äusseren  Druckes  würde  —  nach 
Gleichung  7)  des  vorigen  Paragraphen  —  an  derselben  Stelle  eine 
Spannung  entstehen  von  der  Grösse: 

4)  «"  =  —  & 

Bei  gleichzeitigem  Vorhandensein  beider  Drücke'  entsteht  also  an 
der  inneren  I*eripherie  eine  Spannung  von  der  Grösse: 

5)  «I  =^  «i  +  «r  =  +  Ä 

An  der  äusseren  Peripherie  wird  von  dem  inneren  Drucke  — 
nach  Gleichung  3)  des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 

6)    «;  =  0,8  . 5 

hervorgebracht,  und  von  dem  äusseren  Drucke  —  nach  Gleichung  8) 
des  vorigen  Paragraphen  —  die  Spannung: 


Röhren  mit  Verstärk ungBrm gen. 


7)  .;  -■=  - 


r«- 


Bei    gluiuhzi^itigem  Vorltandensein  lioidei'  Drücke  entstellt  also  an 
tler  äusseren  Peripherie  eine  Spannung  von  der  Grösse: 

8)  s^  ==«;  +  »;  =  U,I75  .  S. 

Für  ein  zweites  Rohr,  dessen  innerer  Halbmesser  gleich  j-j  ist, 
würde  bei  dem  inneren  Drucke  Pj^  u  'S  —  nach  Gleichung  6} 
des  vorigen  Paragraphen  —  eine  Wandstärke  erforderlich  sein  von 
der  Grösse: 

9)  r,^r,=  0,483.1-,. 

Denkt   man  sich   das   zweite  Rohr  über  das  erste  geschoben, 
während    beide   Röhren    in    den    oben   beschriebenen   Spannungs- 
zuständen   sich   befinden,    so   cr- 
Plg.  361.  kentit  mau,  dass  die  beiden  Röhren 

alsdann  den  Druck  p,  an  der  Be-  ■ 
rUhrungsfläche  auf  einander  ge- 
genseitig übertragen  werden  (Fig. 
361).  Die  Beiträge,  welclie  zu  den 
in  diesem  Doppelrohre  hervor- 
gebrachten Spiinnungen  der  innere 
Druck  />|  =  l,a.6'  liefert,  kann 
man  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
einem  einfachen  Rohre  nach  Glei- 
chung 2a)  des  §  Ü3  berechne», 
indem  man  darin  r,  statt  r,  und 
Pj  ^  0  setzt.  Für  den  Beitrag, 
welchen  zu  der  im  Abstände  p  =  r,  =  2  r,  hervoi^ehrachten  Spannung 
der  innere  Druck  allein  liefert,  ergiebt  sich  aus  jener  Gleichung 
der  Werth: 

10)  3  =  0,4924  .  S. 

Das  Aufhören  des  inneren  Druckes  würde  zur  Folge  haben,  dass 
die  Spannung  in  diesem  Abstände  um  eben  dieselbe  Grösse  sich 
vermindert.  Ohne  das  Vorhandensein  des  inneren  Druckes  würde 
also  an  der  äusseren  Peripherie  des  inneren  Rohres  eine  Spannung 
übrig  bleiben  von  der  Grösse: 

11)  »,— 3  =  —0,3174.5, 

und  an  der  inneren  Peripherie  des  äusseren  Rohres  eine  Spannung 
von  der  Grösse: 
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12)  Ä— 0  =-  0,5()76.& 

Bei  diesen  Spannuugszuständen ,  welche  die  beiden  mitein- 
ander verbundenen  Röhren  lediglich  durch  ihre  Elasticitiitskräfto 
in  einander  gegenseitig  erzeugen,  befindet  sich  das  innere  Rohr  im 
zusammengedrückten  Zustande,  und  das  Verkürzungsverhältniss 
seines  äusseren  Halbmessers  hat  nach  dem  Elasticitätsgesetze  die 

Grösse : 

,^,     3  0,3174.5 

13)  ---—E • 

Das  äussere  Rohr  dagegen  befindet  sich  im  ausgedehnten  Zustande, 
und  das  Verlängerungsverhältniss  seines  inneren  Halbmessers  hat 

die  Grösse: 

...     X  0,5076.5 

14)  —  =  „ 

Wenn  also  die  beiden  Röhren  von  einander  getrennt  würden, 
und  ein  jedes  in  seinen  natürlichen  (spannungslosen)  Zustand  über- 
ginge, so  würde  der  äussere  Halbmesser  des  inneren  Rohres  die 
Grösse  annehmen: 

15)  ür  =  .,(i  +  -^3i-^i^^), 

und  der  innere  Halbmesser  dos  äusseren  Rohres  würde  die  Grösse 

annehmen: 

0,5076 .  S 


16)    9e  =  ,.,(l-l''°^l^f--1) 


Für   die  Difl'erenz   dieser   beiden  Halbmesser  ergiebt  sich  hieraus 
der  Werth: 

.^.     j.      CD  0,825.« 

17)  Ä— 5R  =  r,.-^-^, . 

Wenn  beide  Röhren  aus  Schmiedeisen  bestehen,  so  ist  /S  =  6  und 
-B=  20000  zu  setzen;  es  wird  also  in  diesem  Falle: 

18)  -^^-  =  0,0002475. 

Um  das  äussere  Rohr  in  spannungslosem  Zustande  über  das 
innere  Rohr  schieben  zu  können,  müsste  man  das  erstere  zuvor 
durch  Erwärmung  so  weit  ausdehnen,  bis  der  Halbmesser  desselben 
um  247,5  Milliontel  seiner  Länge  sich  vergrössert.  Da  Schmied- 
eisen bei  einer  Temperatur -Erhöhung  von  1  Grad  (Celsius)  um 
12,2  Milliontel  sich  ausdehnt,  so  würde  hierzu  eine  Temperatur- 
Erhöhung  von  20,3  Graden  erforderlich  sein. 


■  ^  1    •*  ^" 
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Theorie  des  Erddrnckes  und  BerechDUDg  der 

Fnttermanern. 


§  96. 
Natfirlicher  Böschungswinkel. 

-Ciine  aus  lose  auf  einander  liegenden  Körnern  bestehende 
Erd-  oder  Sandmasse  kann  —  im  Gegensatze  zu  den  sogenannten 
festen  Körpern  —  betrachtet  werden  als  ein  Körper,  welchem  so- 
wohl die  Widerstände  gegen  Zugkräfte  als  auch  die  Widerstände 
gegen  Abscheerungskräfte  gänzlich  fehlen;  oder  als  ein  Körper, 
bei  welchem  die  einer  Formänderung  entgegen  wirkenden  inneren 
Kräfte  lediglich  in  Normaldrücken  und  den  zugehörigen  ßeibungs- 
widerständen  bestehen. 


von 


Fig.  362. 


Durch  Beimischung  eines  Bindemittels  kann  in  der  Erdmasse  eine  Art 
Cohäsion  erzeugt  werden,  welche  bewirkt,  dass  ihr  Verhalten  äusseren 

Kräften  gegenüber  dem  der  festen 
Körper  mehr  oder  weniger  ähnlich 
wird.  Auf  diese  in  den  meisten  Fällen 
wirklich  vorhandene  Cohäsion  soll 
einstweilen  keine  Rücksicht  genommen 
werden. 

Der  Gleichgewichtszustand 
einer  auf  horizontaler  Boden- 
fläche lagernden  Erd-  oder  Sand- 
Masse  würde  nicht  gestört  wer- 
den, wenn  irgend  ein  Theil  der- 
selben in  einen  starren  Körper 
verwandelt  würde.     Denkt  man 


:^ 


sich  auf  die  in  Fig.  362  angedeutete  Weise  eine  unter  dem  Winkel  a 
ansteigende  Ebene  durch  die  Erdmasse  hindurchgclegt,  so  erkennt 
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Fig.  363. 


man,  dass  der  oberhalb  dieser  Ebene  befindliche  Theil  derselben 
wie  ein  auf  schiefer  Ebene  ruhender  starrer  Körper,  nur  durch 
die  Reibungswiderstände  verhindert  wird  auf  dieser  schiefen  Ebene 
hinabzugleiten.  P^in  solches  Hinabgleiten  würde  wirklich  statt- 
finden, wenn  der  Neigungswinkel  a  grösser  wäre  als  der  Reibungs- 
Winkel  9.  Wenn  also  die  freie  Oberfläche  der  Erdmasse  an  irgend 
einer  Stelle  mit  der  Horizontalen  einen  Winkel  bildete,  welcher 
grösser  ist  als  der  Reibungswinkel  <p,  so  würde  kein  Gleichgewicht 
möglich  sein;  denn  in  solchem  Falle  würde  es  stets  möglich  sein, 
jene  Ebene  so  zu  legen,  dass  ein  Uleiten  des  oberhalb  derselben 

befindlichen  Theiles  der  Erdmasse  wirk- 
lich eintreten  müsste.  Hieraus  folgte 
dass  der  sogenannte  ^natürliche  Bö- 
schungswinkel" oder  derjenige  Grenz- 
winkel, bis  zu  welchem  der  Neigungs- 
winkel der  freien  Oberfläche  höchstens 
vergrössert  werden  kann,  ohne  dass 
ein  Uleiten  eintritt,  stets  gleich  dem 
,   ^  'i^l'!^/:''Al4':ÄL;L:L:.   Reibungswinkel  ist  (Fig.  363).     Wenn 

man  diesen  natürlichen  Böschungs- 
winkel auf  experimentellem  Wege  ermittelt  hat,  so  kann  man  den 
Reibungscoefficienten  nachher  berechnen  aus  der  Gleichung: 

1)    /=tg9- 

Aus  den  zu  solchem  Zwecke  ausgeführten  Versuchen  haben 
sich  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe 
ergeben. 


Material 


!    Natürlicher 
Gewicht  eines  Cubikmeters. '   Böschungs- 
winkel. 


Grobes  Gerolle .  .  i,   1300  Kil.  bis  17(X)  Kil. 

„      «    2300    . 
12(X) 


Feiner  Sand  .  .  .  i,    1400    „ 


Erde 

Blei -Schrot.  .  .  . 
Roggen 
Hirse    . 
Wasser 


_'_•  •-  •_:  •  M 


«         n     ^ 

G75()  Kü. 
6i)0    . 


1000 


w 


30«  bis  48« 
23" 


» 


40« 


17"   „ 

55" 

23°   „ 

27" 

25°    „ 
23°    „ 

30» 
25° 

Relbungs- 
Coefllclent 

0,58  bis  1,11 


0« 


0,42  „  0,84 
0,31  „  1,4.J 
0,42  ^  0,51 
0,47  „  0,58 
0,42  ,~Ö,47 
0 
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§97. 
Actiyer  und  passiyer  Erddruck. 

Denkt  man  sich  bei  einer  auf  horizontaler  Bodenfläche  higern- 
(leD  und  an  eine  verticale  Wand  sich  anlehnenden  Erd-  oder 
Sandmasse  die  Dimensionen  jedes  einzelnen  Sandkornes  auf  das 
Hundertfache  oder  Tausendfache  vergrössert,  so  erkennt  man  leicht, 
dass  der  Druck,  welchen  ein  solcher  Haufen  von  mehr  oder  we- 
niger unregelmässig  geformten  Steinblöcken  gegen  die  verticale 
Wand  ausübt,  sowohl  von  den  Formen  der  einzelnen  Blöcke,  als 
auch  von  der  Art  ihrer  Anordnung  abhängen  wird.  Bei  ent- 
sprechender Auswahl  und  Anordnung  der  einzelnen  Blöcke  würde 
es  in  manchen  Fällen  möglich  sein,  aus  denselben  ein  Gebäude 
iu  solcher  Weise  aufzubauen,  dass  dasselbe  ohne  Mörtelverband 
und  ohne  an  die  Wand  sich  anzulehnen  auf  der  horizontalen 
Bodenfläche  im  Gleichgewichte  sich  halten  könnte. 

Hieraus  folgt,  dass  zu  der  Bestimmung  des  wirklichen  Druckes, 
welchen  die  Erdmasse  gegen  die  verticale  Wand  ausübt,  eine  mi- 
croscopische  Ausmessung  der  Form  jedes  einzelnen  Sandkornes, 
sowie  eine  genaue  Kenntniss  von  der  Art  und  Weise,  wie  ein 
jedes  in  seine  Lage  gelangte,  erforderlich  sein  würde.  Aber  selbst 
dann,  wenn  diese  Vorbedingung  erfüllt  wäre,  und  wenn  es  gelingen 
sollte,  die  von  den  unregelmässigen  Formen  der  einzelnen  Sand- 
körner herrührenden  Rechnungsschwierigkeiten  zu  überwinden,  so 
würde  doch  dem  Resultate  kein  practischer  Wertli  beizulegen  sein, 
insofern  dasselbe  immer  nur  für  den  vorausgesetzten  speciellen 
Fall  Gültigkeit  beanspruchen  könnte. 

Um  zu  practisch  brauchbaren  Resultaten  zu  gelangen,  wird 
man  vielmehr  —  wie  im  vorigen  Paragraphen  schon  geschehen  — 
die  Erdmasse  als  einen  continuirlichen,  nur  durch  das  Vorhanden- 
sein der  Reibungswiderstände  von  einer  Flüssigkeit  sich  unter- 
scheidenden, Körper  zu  behandeln  haben,  und  sich  damit  be- 
gnügen müssen,  auf  Grundlage  von  Erfahrungsresultaten  gewisse 
Grenzwerthe  zu  ermitteln,  in  Bezug  auf  welche  behauptet  werden 
darf,  dass  die  Grösse  des  wirklichen  Druckes  zwischen  denselben 
liegen  muss. 

Denkt  man  sich  die  feste  verticale  Wand  ersetzt  durch  eine 
bewegliche  (gewichtlos  und  vollkommen  ;^Aiitt  vorausgesetzte)  ebene 
Platte,  welche  durch  eine  Horizontalkraft  K  gegen  die  Erdmasse 
gedrückt  dieselbe  im  Gleichgewichte  hält,   so  erkennt  man,  dass 
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die  Bestimmung  des  Erddruckes  liierdurch  auf  die  Bestimmung 

der  Knift  K  zurückgeführt  wird,   insofern   diese  Kraft   stets   dem 

wirklichen    Drucke    der   Erdmasite 

Flg.  3B4.  gegen   die   Platte  gleich   und   ent- 

_^_     gegengesetzt  sein  wird  (Fig.  364). 

;■.' '.'■: '■.:?V''\''!V  Der  untere  Grenzwerth,  bis  zu 

'■,'■■,..'■'■  ■•'.',;',■'..".■  welchem  hinab  die  Grösse  der  Kraft 
'.  ;■'.■,'  .'  .''■'■-".'.■.';' '  Jthöchatena  abnehmen  dürfte,  wenn 
■'■■' V  ,'■'■■.■,•'■'■■.■ ''  "^'^  I'lattc  nicht  durch  den  Erd- 
'_ :  :_'.■;.  ■."■',■;_:;■'  -■'■'_  druck  zurückgedrängt  werden  soll, 
'  ■    "^      '^^   entspricht    dem    Falle    des    soge- 

nannten activen  Erddruckes,  oder 
dem  Falle,  bei  welchem  die  Erdmasse  im  Begriffe  steht  vorzu- 
rücken und  die  Platte  vor  sich  her  zu  schieben  —  also  gewisscr- 
masscn  activ  aufzutreten. 

Der  obere  Grenzwerth,  bis  zu  welchem  hinauf  die  Grösse  dyr 
Kraft  K  hüchstens  zunehmen  durfte,  wenn  nicht  eine  Bewegung 
der  l'latte  im  Sinne  der  Kraft  K  eintreten  soll,  entspricht  dem 
Falle  des  sogenannten  patsiven  Erddruckes,  bei  welchem  die  Erd- 
jnasse  auf  dem  l'uukte  steht,  von  der  I'latte  zurückgedrängt  zu 
werden  —  also  gewissermassen  passiv  sich  verhält. 


ActiTer  Drnck  einer  Erdmasse  mit  horiEonlaler  Oberflftcbe. 

Eine  llurizontalkraft  K,  welche  auf  einer  schiefen  Ebene  vom 
Neigungswinkel  0  einen  Kürper  vom  Gewichte  Q  am  Hinabgleitt^^n 
verhindern  soll,  muss  mindestens 
pig.  36B.    ^  die  Grösse  haben: 

i)      ü:=Qtg(0-rp).*) 
Der  Gleichgewichtszustand  der 
in    Fig.  365     dai^estellten    Erd- 
masse  würde    keine   Störung  er- 
leiden,  wenn  sowohl  der  prisraa- 
[     "  tische  Theil  ABC,  als  auch  der 

ganze  Rest  der  Erdmasse,  jeder 
in  einen  starren  Körper  verwandelt  würde.  Da  die  gegen  die 
Platte  wirkende  Horizo-'alkraft  K  gross  genug  sein  soll,  um  jede 
Bewegung  der  Erdmasse  Überhaupt  zu  verhindern,  ^o  muss  diestlbe 

•)  Vergl.  „Technische  Mechanik",    §  60. 
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jedenfalls  auch  gross  genug  sein,  um  das  Hinabgleiten  des  Prismas 
ABC  längs  der  Gleitfläche  AC  zu  verliindern.  Wenn  die  Länge 
des  Pi'ismas  (oder  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  stehende  Di- 
mension der  Erdmasse)  als  Längeneinheit  gewählt,  und  das  Ge- 
\^icht  der  Erdmasse  pro  Cubikeinheit  mit  7  bezeichnet  wird,  so 
ibt  nach  Fig.  365: 

2)     Q  =  -!*!- 
^  2tge 

zu  setzen,  und  man  erhält  für  die  Grösse,  welche  die  Kraft  K 
mindestens  haben  muss,  die  Gleichung: 

^J     ^-"2  tg~ö 

In  dieser  Gleichung  hat  man  für  h  denjenigen  Werth  einzu- 
setzen, für  welchen  K  ein  Maximum  wird;  denn  die  wirklich  vor- 
handene Kraft  K  soll  unter  allen  Umständen  das  Hinabgleiten  des 
Prisma  ABC  verhindern  —  welche  Grösse  auch  immer  für  den 
Winkel  0  gewählt  werden  möge.  Indem  man  den  Difierenzial- 
quotienten  von  ÜT,  nach  6  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man 
für  den  Winkel  0  die  Bediugungsgleicbung: 

4^    0  tgQ  tg(ö-^^) 

.  ^  cos(0  — (p)*  cos  6* 

welcher  man  nach  Multiplication  derselben  mit  dem  Producte  der 
beiden  Nenner  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

5)  sin  Ö  cos  b  '.^  sin  (6  —  'f)  cos  (6  —  'f),    oder: 

6)  sin  26  =  sin  (2Ö  — 29). 

Die  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  der  beiden  Winkel 
2h  und  26  —  29  gleich  180**  sein  muss;  folglich  hat  der  Winkel  9 
die  Grösse: 

7)   e  =  45-+-|-. 

Das  durch  diesen  Werth  des  Winkels  6  bestimmte  Erdprisma 
ABC  wird  das  ^Prisma  des  grössten  Druckes"  genannt.  Wenn 
man  diesen  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,  so  erhält  man  für 
den  activen  Erddruck  die  Gleichung: 


8)  ir=l|l..g(45--|-y 


Wenn  man  h  =  1  setzt  und  die  Länge  eines  Meters  als  Längen- 
einheit annimmt,   so  bedeutet  ^  das  Gewicht  der  Erdmasse  pro 
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Cubikmeter  und  K  den  activon  Druck  derselben  gegen  eine  ver- 
ticale  Rechteckfläche  von  1"*  Höhe  und  1™  Länge.  Aus  obiger 
Gleichung  ergeben  sich  alsdann  die  in  nachfolgender  Tabelle  zu- 
sammengestellten Zahlenwerthe : 


Material. 

TT 

? 

K 

Saud  .... 

1800  KU. 

30" 

300  Kil. 

Schrot.  .  .  . 

Ü750     , 

25° 

1370     „ 

Roggen  .  .  . 

750    „ 

30' 

125    „ 

Wasser  .  .  . 

1000    „ 

0° 

500    „ 

§99. 
Passiver  Druck  einer  Erdmasse  mit  liorizoutaler  Oberfläche. 

Wenn  bei  dem  in  Fig.  365  dargestellten  Falle  das  Erdprisnia 
ABC  auf  der  Gleitttäche  AC  nicht  bergan  geschoben  werden  soll, 
so  darf  die  Kraft  K  höchstens  die  Grösse  erreichen : 

1)    A:=Qtg(e  +  9),*) 

und  mau  erhält  nach  Substitution  des  im  vorigen  Paragraphen 
für  Q  angegebenen  Ausdruckes  für  den  oberen  Grenzwerth  von  IC 
die  Gleichung: 

2)   jr  =  -T!^-.'-8(^t-^-l. 


2 


tgO 


In  dieser  Gleichung  hat  man  für  b  denjenigen  Werth  einzu- 
setzen, für  welchen  K  ein  Minimum  wird;  denn  die  wirklich  vor- 
handene Kraft  K  soll  überhaupt  keine  solche  Bewegung  des  Erd- 
prisma ABC  hervorbringen  —  wie  auch  immer  der  Winkel  0 
gewählt  werden  möge.  Indem  man  wiederum  den  Differenzial- 
quotienten  von  jST,  nach  0  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man 
die  den  Gleichungen  4),  5),  6)  des  vorigen  Paragraphen  analog 
gebildeten  Gleichungen : 

tg  0         _  tgjf*  -f  jO 
"     tg"Ö^        ' 

4)  sin  0  cos  0  =  sin  (0  -{-  cp)  cos  (0  -j*  ?)i 

5)  sin  20  =  sin  (20  4-29), 


3)    0  =     -  ,,    .      . . 
^  cos  (0  -[-  ?V 


*)  Vergl.  „Techuische  Mechanik".    §  GO. 
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ans  welcher  letzteren  für  den  Winkel  6  der  Werth  sich  ergiebt: 

6)    0  =  45'*  — |-. 

Xach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  Gleichunj;  2)  für  den 
passiven  Erddruck  den  Werth: 

Wenn  man  wiederum  ä  ==  1 «»  setzt,  so  erhält  man  aus  dieser 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen- 
werthe : 


Material. 

Sand  .... 
Schrot   .  .  . 
Roggen  .  .  . 
Wasser  .  .  . 

T 

? 

K 

2700  Kil. 
8323    „ 
1125    „ 
500    „ 

1800  Kil 
6750    „ 
750    „ 
1000    „ 

30» 

25° 

30° 

0" 

Fig.  366. 


1125 


Denkt  man  sich  auf  horizontaler  Bodenfläche  neben  einander 
lagernd  zwei  verschiedene  Erdmassen,  welche  durch  eine  beweg- 
liche verticale  Scheidewand  getrennt  sind,  so  erkennt  man,  dass 
eine  Bewegung  der  letzteren  eintreten  wird,  sobald  der  active  Druck 
an  der  einen  Seite  grösser  ist  als  der  passive  Druck  an  der  an- 
deren Seite.     So  z.  B.  würde  bei  dem  in  Fig.  366  dargestellten 

Falle    eine    Bewegung 
der   Platte    nach    der 
1370  ^  Roggenseite    hin    ein- 

fc  treten,  wenn  diese  Be- 

^  wegung     nicht    durch 

irgend  einen  Wider- 
stand verhindert  würde. 
Denn  nach  obigen  Ta- 
bellen beträgt  der  active 
Druck  des  Schrotes 
1370  Kil.,  während  der 
passive  Gegendruck  des  Roggens  nur  1125  Kil.  beträgt.  Um  die 
Bewegung  der  Platte  zu  verhindern,  müsste  daher  eine  nach  der 
Schrotseite  hin  wirkende  Kraft  von  245  Kil.  noch  hinzugefügt 
werden. 


■  •      *      • 

•  -  *     • .    - 


1  •  *  ' 

•^.  t  '  •  -    -     ......   .  — 


p    _  *  •  • 


• » 


».•.'-  V 


..:.•'• 


■,^ •  •     •'■'  1     f- •  •'    • LAi 


m 

m 


1245, 


S  UÄ 


e. 


8  lOTi. 

Atther  Drmtk  eiuBr  EHname  Mit  Mtirlirhnr 

W^'nn  mao  in  Fig.  387  da^^  Vcrfaähniss  der  Seiten  des  Urr^u-ck'- 
AB(*  gleich  dem  Verhaltniss  der  Sinns  der  gegenüberliegeDdcn 

Winkel   setzt«   so  erhalt    maD 


Fig.3e7. 


zor    Bestimmung    ron    :r     die 
Gleichung: 


^     Ä  ~^    sin  (6  —  ^) 
A  cos  6 


-    oder: 


sin  \H  —  ^) 

Hiemach  kann  man  das  Ge- 
wicht des  Erdprisma  ABC  be- 
rechnen aus  der  Gleichang: 

yAxcos  9 

^—   '  * 

— — ^— — ^-^—  —  * 

2 

welche  nach  Substitution  des 
obigen  Werthes  von  x  die  fol- 
gende Form  annimmt: 


2)    Q  = 


„.      .  7A'      cos  H  cos  '^ 

"^^     ^^-    2    "8in(0-"^T 


4)  /:=  '^ 


Wenn  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  1)  des  §  98  dies^en 

Ausdruck  für  (i  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  activen  Erddrurk 

dio  (Gleichung: 

Ä'      cos  6  cos  9 

2    '   cos  (0  —  9) 

in  welcher  für  6  wiederum   derjenige  Wcrth  zu  substituiren   ist, 
für  welchen  K  ein  Maximum  wird. 

Um  diesen  Werth  zu  finden,  hat  man  der  obigen  Gleichung 
dio  folgende  Form  zu  geben: 


^)  ^=f-(i 


J 


Man  erkennt  dann,  dass  K  um  so  grösser  wird,  jo  kleiner  dor 
Winkel  i)  wird.  Da  jedoch  von  einem  Hinabgleiten  des  Erdprisrnas 
nur  dio  Itodo  sein  kann,  so  lange  der  Neigungswinkel  der  Gloit- 
ftilche  nicht  kleiner  ist  als  der  Roibungswinkel,  so  hat  man  0  =  <p 
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zu  setzen,   um   den    grösstraöglichen   Werth  von  K  zu   erhalten. 
Folglich  hat  der  active  Erddruck  in  diesem  Falle  die  Grösse: 


6)     K 


cos  cp 


Wenn  man  wieder  A=l™  setzt,  so  erhält  man  aus  dieser 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen- 
werthe : 


Material. 

TT 

? 

K 

Sand  .... 
Schrot  .  .  . 
Roggen  .  .  . 
Wasser  .  .  . 

1800  Kil. 
6750    „ 
750    „ 
1000    „ 

30" 

25" 

30" 

0° 

675  Kil. 
2772     „ 

281     „ 
500    „ 

§  101. 

Passiyer  Druck  einer  Erdmasse  mit  natfirliclier 

Boscliungsfläche. 

Um  bei  dem  in  Fig.  367  dargestellten  Falle  den  oberen  Grenz- 
werth  für  die  Kraft  K  zu  berechnen,  hat  man  den  in  Gleichung  3) 
des  vorigen  Paragraphen  für  Q  gefundenen  Werth  in  Gleichung  1) 
des  §99  zu  substituiren ;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

..     ^ -^h}      cos  6  cos  9 


2)    K  =  ^ 


2 


•    //. V  •  tg  (f*  +  cp)     oder : 

sin  (0  —  cp)  ^         ^^ 

(tg  0 +  tg  9) 


2     '(1  — tgetg<p)(tgO~tgcp) 

Wenn   man  hierin  abkürzungsweise  tg  6  =  «  und  tg  «p  =/  setzt, 
so  nimmt  die  letztere  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

3)    ir=l^ (^+^-    ■ 


2       (\-zf)  {z  -f) 

Hierin  ist  für  z  derjenige  Werth  einzusetzen,  für  welchen  K  ein 
Minimum  wird.  Indem  man  den  DiiFerenzialquotienten  des  obigen 
Ausdrucks,  nach  z  genommen,  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die 
Gleichung; 

4)  0  =  (l-z/)(2-/)-(2+/){l-z/-(2-/)/}, 
«elcher  man  auch  die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 

5)  z»  +  22/=2+/». 
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Durch  Auflösung  derselben  erhält  man  für  die  Grösse  z  den  Wcrth: 

6)  2=_/+|/2  +  27r 

Wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,   so    erhält 
man  für  den  passiven  Erddruck  die  Gleichung: 

7)  K= ^*'     , — ■. 

Für/=1  oder  (p  =  45**  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung 
der  Werth  K=oo,  Es  kann  daher  von  einem  passiven  Drucke, 
d.  h.  von  einem  oberen  Grenzwerthe  des  wirklichen  Druckes  über- 
haupt nur  in  solchen  Fällen  die  Rede  sein,  wo  der  natürliche 
Böschungswinkel  kleiner  ist  als  45". 

Wenn  man  wiederum  A  =  1  "*  setzt,  so  erhält  man  aus  obiger 
Gleichung  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zählen- 
werthe : 


Material. 

Sand  .... 
Schrot  .  .  . 
Roggen  .  ,  . 
Wasser  .  .  , 

T 

1800  Kil. 
6750  „ 
750  „ 

1000  r, 

? 

30« 

25" 

30° 

0° 

K 

7868  Kil. 
17123  „ 
3278  „ 
500  , 

§  102. 
Angriffspunkt  des  Erddrnckes. 

Nach  §  98  und  §  99  ist  bei  dem  in  Fig.  368  dargestellten 
P'alle  der  Erddruck  gegen  die  ganze  Fläche  AB  im  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

in  welcher  das  Minuszeichen  auf  den  Fall  des  activen,  das  Plus- 
zeichen auf  den  Fall  des  passiven  Druckes  sich  bezieht.  Wenn 
man  in  dieser  Gleichung  z  statt  h  setzt  und.  zugleich  den  Factor 

Ytg(45°-P  ;^\    abkürzungsweise  mit  A  bezeichnet,  so  erhält  man 

für  den  Druck  der  Erdmasse  gegen  den  oberen  Flächentheil  BM 
den  Werth: 


2)     P  — - 


Az' 
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Fig.  368. 


T-rr. 


1 '.' 


I  •  I 


Äe 


•  I 

/    '   1  •      I 


Indem  man  diese  Gleichung  diflFerenziirt,  erhält  man  für  den  Druck 
gegen   das  unendlich  kleine  Flächentheilchen  MN  den  Ausdruck: 

3)  dP=Azdz. 

Das  statische  Moment  dieser  letz- 
teren Kraft  in  Bezug  auf  den 
Drehpunkt  B  hat  also  die  Grösse: 

4)  dm  =  dP,z==Az^dz, 

und  durch  Integration  dieser  Glei- 
chung erhält  man  für  die  Summe 
der  statischen  Momente  sämmt- 
licher  gegen  die  einzelnen  Flächen- 
theilchen wirkenden  Drücke  den 
Ausdruck : 

h 


ap^ 


tii- e .    •     '         .    ■      .    •  • 


/    I 


\»vÄ<..x.«»> 


z~h  h 

-.  CdP.z  =  A  p 


«  =  0  0 

Für  den  Druck  gegen  die  ganze  Dinickfläche  A  B  erhält  man  aus 
Gleichung  2),  indem  man  darin  h  statt  z  setzt,  den  Werth: 

e)  K=^. 

Diese  Kraft  ist  als  die  Mittelkraft  der  gegen  die  einzelnen 
Flächentheilchen  wii-kenden  Drücke  zu  betrachten,  und  wenn  man 
das   statische  Moment  dieser  Mittelkraft  gleich  der  Summe  der 

statischen  Momente  jener  einzelnen 
Drücke  setzt,  so  erhält  man  nach 
Fig.  369  die  Gleichung : 

7)     Ä'r==3R, 
welche  nach  Substitution  der  oben 
für  aW   und  K  gefundenen  Werthe 
die  folgende  Form  annimmt: 


Fig.  369. 


<JL 


8)    — o--^  = 


Ah^      .  2  , 

— iT—  oder  r  =  ^-  n. 
6  o 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Lage 
des  AngriflFspunktes  J  unabhängig 
ist  von  dem  Werthe  des  constanten  Factors  A.  Dieselbe  gilt 
daher  auch  für  den  Fall,  in  welchem  die  freie  Oberfläche  der 
Erdmasse  unter  dem  natürlichen  Böschungswinkel  ansteigt;  denn 


Ritter,  Ingenlear- Mechanik. 
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die  in  §  100  und  §  101  für  K  gefundenen  Gleichungen  unter- 
scheiden sich  von  der  Gleichung  1)  nur  hinsichtlich  des  Werthes 
dieser  constanten  Grösse  A.  Hieraus  folgt,  dass  bei  sämmtlichen 
bisher  untersuchten  Fällen  der  Angrififspunkt  des  Erddruckes  im 
ersten  Drittel  der  Höhe  über  der  Bodenfläche  liegt. 

§  103. 
Activer  Druck  einer  Erdmasse  mit  Oberflichen- Belastung. 

Wenn  die  horizontale  Oberfläche  der  Erdmasse  mit  einer 
gleichförmig  über  dieselbe  vcrtheilten  Belastung  bedeckt  ist,  welche 
auf  jede  Flächeneinheit  der  Oberfläche  den  Druck  p  ausübt,  so 
kann  man  sich  diese  Belastung  dargestellt  denken  durch  ein  Ma- 
terial, welches  dasselbe  specifische  (lewicht  hat  wie  die  Krdmasse 
selbst.  Die  Höhe  /ip  welche  diese  Belastungsschicht  haben  muss, 
um  durch  ihr  Gewicht  auf  jede  Flächeneinheit  der  Unterlage  den 
Druck  p  hervorzubringen,  ist  alsdann  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung : 


1)    ^A,  =  p     oder     A,  = 


V 


Hiernach   ergiebt  sich   für  die  Belastung,   welche  das  Erdprisma 
ABC  (Fig.  370)    auf  seiner   horizontalen   Oberfläche  BC  trägt, 

der  Werth: 


Flg.  370. 


2)     P  = 


tgO 


3)    Q  =  ,, 


während  das  eigene  Gewicht  dieses 
Erdprisma  (wie  in  §  98)  zu  berech- 
nen ist  aus  der  Gleichung: 

2  tg  0  * 

Die  Horizontalkraft,  welche  erfor- 
derlich ist,  um  das  Erdprisma  ABC 
nebst  seiner   Belastung   am   Ilinai)- 
gleiten   auf  der  Gleitfläche  AC  tm 
verhindern,  hat  nach  §  98  (Gleichung  1)  die  Grösse: 

4)    A'=(Q  +  P)tg(6-9). 

Wenn  man  hierin  für  Q  und  P  die  obigen  Werthe  substituirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

5,    ^-f(.+  ^^)'«-<^--^). 


■J':^''» 
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Hierin  ist  für  6  wiederum  derjenige  Winkel  einzusetzen,  für  welchen 
A^  ein  Maximum  wird.  Dieser  Winkel  hat  nach  §  98  (Gleichung  7) 
die  Grösse: 

6)    0  =  45-  +  |-, 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  für  den  activen 
P-rddruck  die  Gleichung: 

7,  ^=i«:(, +J^ ).«(«. -I-)-. 

Um  den  Angriffspunkt  des  Erddruckes  für  diesen  Fall  zu  finden, 
hat  man  wiederum  das  im  vorigen  Paragraphen  erklärte  Verfahren 
auzu^wenden.    Wenn  man  abkürzungsweise: 

8)     Y(tg45''—  1)  =  -^    «nd 

9)TÄ,ig(45--|-)'=ß 

setzt,  so  erhält  man  die  den  Gleichungen  2)  .  .  .  8)  des  vorigen 
Paragraphen  analog  gebildeten  Gleichungen: 

10)  P=^  +  ß*, 

11)  dP=={Az-\-B)dz, 

12)  d3R=  dP .  z  =  {Az^  -\-  Bz) dz, 

t  =  0 

14)  K.=  ^  +  Bh, 

15)  Kr=m, 

16)  (_  +  fiA)r  =  -3-  +  -2-. 

Wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  für  die  Coefficienten  A 
und  B  wiederum  ihre  Werthe  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  in 
P'ig.  369  mit  r  bezeichneten  Hebelarm  des  l]rddruckes  in  Bezug 
auf  den  Punkt  B  die  Gleichung: 


17)    T  = 


19' 


1 

3 

+ 

1 
2 

k 

1 

Ä. 

2 

+ 

h 

292  Sechster  Absclmitt    §  104. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Höhe  des  Angriffspunktes  J 
über   der  horizontalen   Bodenfiäche    zwischen   den    GrenzwerÜien 

-=-   und   -^   variirt;    denn   für   A,  =0  wird   r  =  ^  h^   und  für 

A,  =oo  wird  r  = -^  A. 

Die  obigen  Gleichungen  kann  man  auch  in  solchen  Fällen  benutzen,  hei 
welchen  die  Belastung  ungleichförmig  über  die  Oberfläche  der  Erdmasse  vor- 
theilt  ist,  indem  man  sich  die  wirkliche  Belastung  durch  eine  glcichfurmi^ 
vertheilte  Belastung  ersetzt  denkt  und  dabei  für  die  Belastungsschicht  die- 
jenige Höhe  annimmt,  bei  welcher  sie  dieselbe  Wirkung  hervorbringen  würde, 
wie  die  wirkliche  Belastung. 

§  104. 

Berechming  des  actifen  Erddrnckes  mit  Beracksichtlguiig 

der  Cohäsion. 

Das  was  im  gewöhnlichen  Leben  „Erde''  genannt  wird,  ist 
zu  betrachten  als  ein  Gemisch  von  Sandkörnern  und  gewissen 
anderen  Stoffen,  welche  als  mehr  oder  weniger  vollkommenes 
Bindemittel  wirkend,  je  nach  ihrer  Beschaffenheit,  ein  grösseres 
oder  geringeres  Maass  von  Cohäsion  bedingen.  Bei  einer  so  be- 
schaffenen Erdmasse  wird  daher  einer  Verschiebung  des  einen 
Theiles  längs  des  anderen  ausser  dem  bisher  schon  berücksich- 
tigten Reibungswiderstande  noch  ein  gewisser  Abscheerungswider- 
stand  längs  der  Gleitiläche  entgegenwirken.  Dieser  Abscheerungs- 
widerstand  ist  im  Gegensatze  zu  dem  Reibungswiderstande  als 
eine  Kraft  zu  betrachten,  welche  unabhängig  ist  von  der  Grösse 
des  Normaldruckes  und  welche,  wie  bei  den  festen  Körpern,  dem 
Flächeninhalte  der  Abscheerungsfiäche  proportional  gesetzt  werden 
darf.  Wenn  also  mit  c  der  Absclieerungswiderstand  pro  Flächen- 
einheit bezeichnet  wird,  so  hat  der  Abscheerungswiderstand  für 
eine  Fläche  F  die  Grösse: 

1)  W=c.F. 

Bei  dem  in  Fig.  371  dargestellten  Falle  hat  die  Gleitfläche 
A  C  den  Flächeninhalt : 

2)  F=J^.-A, 

^  sm  Ü 

folglich  hat  der  Abscheerungswiderstand  in  diesem  Falle  die  Grösse: 

3)  H^=-^V- 
^  sm  0 
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Wenn  man  von  den    auf   das   Erdprisma  ABC  wirkenden 
Kräften   eine  jede  in  zwei  rechtwinkelig   zu  einander  gerichtete 

Seitenkräfte  zerlegt,  von  denen 
^j^  die  eine  parallel  und  die  andere 
normal  zu  der  Gleitfläche  AC 
gerichtet  ist,  so  erhält  man  nach 
Fig.  371,  indem  man  für  jede 
von  diesen  beiden  Richtungen 
die  algebraische  Summe  der 
Seitenkräfte  gleich  Null  setzt, 
die  beiden  Gleichungen: 

4)    0  =  iSfcosO+/iV-f.    ^* 
—  Q  sin  Ö, 


sin  6 


5)    0  =  i\^— QcosO— üTsinÖ, 

und  wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  für  ^  zu  entnehmenden 
Ausdruck  in  der  ersteren  substituirt,  so  erhält  man  für  K  den 
Werth: 

o;    A  _  t^  ^^^.Qg  f^  _|_y  gjj^  f^)       sin  0  (cos  0  +/  sin  0)  ' 

Dieser  Gleichung  kann  man  nach  Substitution  der  Werthe  Q  =  -^yj. 
und  /  =  tg  ^  auch  die  folgende  Form  geben :  ° 


7) 


«. jk^     tg  (Ö  —  y) c&cos  y 

~    2  tgö  sinÖcos(Ö~yy 


Um  den  activen  Erddruck  zu  erhalten,  hat  man  hierin  für 
den  Winkel  0  denjenigen  Werth  einzusetzen,  für  welchen  K  ein 
Maximum  wird. 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  stimmt  mit  dem  in 
§  98  für  K  gefundenen  Werthe  überein  und  repräsentirt  diejenige 
Grösse,  welche  die  Kraft  K  haben  müsste,  wenn  keine  Cohäsion 
vorhanden  wäre.     Dieses  Glied  nimmt,  wie  in  §  98  bereits  gezeigt 

wurde,  seinen  grössten  Werth  an,  wenn  6  =  45"-f-  -—-  gesetzt  wird. 

Um  denjenigen  Werth  von  6  zu  finden,  für  welchen  die  den 
Nenner  des  zweiten  Gliedes  bildende  Grösse  sin  0  cos  (h  —  9)  ein 
Maximum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten  derselben, 
nach  0  genommen,  gleich  Null  zu  setzen  und  gelangt  dabei  zu 
folgenden  Gleichungen: 
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8)  0  =  —  sin  0  sin  (6  —  9)  +  cos  0  cos  (0  —  9), 

9)  0  =  cos  (2  0  —  9), 

10)    20  —  9  =  90"    oder    0  =  45"+|-. 

Es  zeigt  sich  also,  dass  derselbe  Werth  von  0,  für  welchen 
der  Minuend  ein  Maximum  wird,  zugleich  derjenige  ist,  für  welchen 
der  Subtrahend  ein  Minimum  wird.     Der  in  Gleichung  7)    für  K 

gefundene  Ausdruck  wird  daher  ein  Maximum,  wenn  6  =  45"*-}-  -J- 

gesetzt  wird,  und  man  erhält  nach  Substitution  dieses  Werthes 
die  Gleichung: 

U)    AT  =  f.  .  tg  (45-  l)'-  --^f^'- V  • 

COS  ^45"  —  -^  j 

Um  den  Coefficienten  c  zu  bestimmen,  hat  man  denjenigen 
Werth  h  =  Jiq  aufzusuchen,  für  welchen  ^^=0  wird.  Zu  diesem 
Zwecke  hat  man  der  obigen  Gleichung  zunächst  die  folgende  Form 
zu  geben: 

Wenn  man  hierin  die  Werthe  ä  =  Ao  ^^^  K=0  einsetzt,  so  er- 
hält man  zur  Bestimmung  von  c  die  Gleichung: 

13)  0  =  1 -^^^'P ,    oder: 

Y7t„sin(45°  — -|-) 

7  A„  sin  (45"-  I)' 

14)  c  = „.^ ^. 

^  2  cos  9 

Diesen  Werth  von  c  hat  man  nunmehr  in  Gleichung  12)  zu  sub- 
stituiren,  welche  dann  die  folgende  Form  annimmt: 

.6)    ^=Ä.g(«-|)'(,-».). 

Hierin  bedeutet  A„  diejenige  Grenze,  welche  die  Höhe  der  Erd- 
masse nicht  überschreiten  darf,  wenn  dieselbe,  ohne  an  eine  ver- 
ticale  Seitenwand  sich  anzulehnen,  noch  im  Stande  sein  soll,  sich 
im  Gleichgewichte  zu  halten.  Nach  obiger  Gleichung  kann  daher 
der  activo  Erddruck  berechnet  werden,  sobald  diese  Höhe  A^  durch 
directe  Versuche   ermittelt  worden  ist.    Für  gewöhnliche  Damm- 
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erde    ist  A«  ^  1"  Ws  2",  für  Lehm  oder  Thonerde  ist  ä„  =  2 
bis  4""  zu  setzen. 

Selbstverständlich  ist  die  obige  Gleichung  für  solche  Fälle,  in  welchen 
h  kleiner  ist  als  Aq«  nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachten,  da  nach  der  obigen 
Definition  der  Grösse  Ao  in  solchen  Fällen  von  einem  activen  Drucke  über- 
haupt nicht  mehr  die  Rede  sein  kann. 


§  105. 
£iiiflii88  der  Cohäsion  auf  die  Höhenlage  des  AngriflFspiiiiktes. 

Wenn  man  in  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Gleichung  abkürzungs weise: 

1)  7  tg  (45°  —  ^-)  =  A     und 

2)  J^tg(45--|-)  =  5 

setzt,  so  kann  man  jener  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

3)  K=~^~  —  Bh. 

Für  den  in  Fig.  368  mit  P  bezeichneten  Druck  gegen  den  oberen 
Fläcbentheil  BM=z  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

4)  P  =  ^f-Bz, 

uud,  indem  man  diese  Gleichung  dififerenziirt,  erhält  man  für  den 
Druck  gegen  das  Flächen-Element  MN=dz  den  Werth: 

5)  dP={Az  —  B)dz. 

Das  statische  Moment  dieser  letzteren   Kraft  in  Bezug  auf  den 
Punkt  B  (Fig.  368)  hat  demnach  die  Grösse: 

6)  dm  =  (Az^  —  Bz)dz. 

Um  die  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  Drücke 
in  Bezug  auf  den  Punkt  B  zu  erhalten,  hat  man  diese  Gleichung 
zu  integriren  und  dabei  zu  berücksichtigen,  dass  nach  der  im 
vorigen  Paragraphen  für  die  Grösse  A„  gegebenen  Definition  in 
dem  oberen  Flächentheile  BL  =  h^  (Fig.  372)  überhaupt  keine 
Drücke  stattfinden.  Wenn  man  demgemäss  die  Integration  auf 
der  rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  z  =  h^^  und  z  =  h  aus- 
führt, so  erhält  man  für  jene  Momentensumme  die  Gleichung: 
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h 

7)  TO  =  C{Az^  —Bz)dz    oder: 

8)  3K  =  i^' JziSi  _  A(^^!_ZlAD  . 

Diesen  Ausdruck  hat  man  dem  statischen  Momente  der  Mittelkraft 

K  gleich  zu  setzen  und  zugleich  für  letztere  den  in  Gleichung  3) 

pj    3,72  gefundenen    Werth    einzusetzen. 


Für  den  Hebelarm  dieser  Mittel- 

'.  '•  ^  *. '  1  *•  '.'  1  ". '  •  '     kraft   ergiebt    sich    alsdann   die 
Ü.:Ai  •.'!•;:!'•  "     Gleichung: 


«  «  x^    S         »  •«    »  \  ><f   « 


2 

r    welcher    man    nach    Substitution 
;..  V  der  in  den  Gleichungen  1)  und  2) 

resp.  für  die  Coefficienten  A  und  B  angegebenen  Ausdrücke  auch 
die  folgende  Form  geben  kann: 

^^^  1  =  3  +  6   x+e-p" 

Diese  Gleichung  zeigt,   dass   der  AngriflFspunkt  J  bei  einer 

Erdraasse  mit  Cohäsion  unter  sonst  gleichen  Umständen  stets  tiefer 

liegt  als  bei  einer  Erdmasse  ohne  Cohäsion ;  denn  für  A^  =•  0  wird 

2 

r  ^=:  ,,  7i,  und  für  A„  =  A  wird  r  =?  A. 
o 

§  106. 
Stabilität  der  Böschungen. 

Die  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  das  Erdprisma 
ABC  (als  starrer  Körper  betrachtet)  in  Bezug  auf  das  Hinab- 
gleiten längs  der  Gleitflächo  A  C  an  der  Grenze  des  Gleichgewichtes 
sich  befinden  soll,  ist  nach  Fig.  373  auszudrücken  durch  die 
Gleichung: 

1)  QsinO=/Qcos0  4-cZ, 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  /  = ^-  auch  die 

folgende  Form  geben  kann:  ^ 

2)  Q  sin  (0  —  tp)  =  cZ  cos  9. 
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Fig.  373. 


Wenn   man  die  Linie  CD  =  l  sin  (a  —  0)  als  Höhe  und  die 

Seite  AB  =  — als  Grundlinie  des  Dreiecks  ABC  betrachtet, 

so  erhält  man  für  das  Gewicht 
des  Erdprismas  den  Ausdruck: 

3)  Q=T.JL.^^E^. 

^  *   sm  a  2 

Nach  Substitution  desselben 
nimmt  die  vorhergehende 
Gleichung,  für  c  aufgelöst,  die 
folgende  Form  an: 

-.  YÄ  sin  (a  —  6)  sin  (Ö  —  <p) 

4)  c  = ^^— ; — ^^ ^^  . 

2  sm  a  cos  9 

Aus  dieser  Gleichung  kann 
man  für  jede  willkürlich  an- 
genommene Neigung  der  Gleit- 
fläche AC  die   zum   Gleich- 
gewichte erforderliche  Grösse 
des    Cohäsionscoefficienten    c 
berechnen.     Für  Ö  =^  9  ,und 
ebenso  auch,  für  h  =•  a  wird  c  =  0.     Es   muss   daher  zwischen 
diesen  beiden  Grenzen  ein  Werth  von  6  liegen,  für  welchen  c  ein 
Maximum  wird.    Um  diesen  Werth  zu  finden,   hat  man  von  der 

Function : 

-5)    F  (ö)  =  sin  (a  —  b)  sin  (6  —  9) 

den  Differenzialquotienten,  nach  0  genommen,  gleich  Null  zu  setzen. 
Man  erhält  dann  die  Gleichung: 

6)    0  =  sin  (a  —  6)  cos  (6  —  9)  —  cos  (a  —  0)  sin  (6  —  <p)    oder : 

7)  0  =  sin(a-2e-f  (p). 

Bei  dem  ;,Prisma  des  kleinsten  Widerstandes^   hat  also  der 
Neigungswinkel  der  Gleitfläche  die  Grösse: 

8)  0  =  ^. 

Nach  Substitution  dieses  Wertbes  erbält  man  aus  Gleicbung  4) 
für  jenes  Maximum  von  c  den  Ausdruck: 


9)    c  = 


^A8in(i4-^y 
2  sin  a  cos  f 
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Dieselbe  Grösse  müsste  der  wirkliche  Gohäsionscoef&cient  min- 
destens besitzen,  wenn  in  Bezug  auf  keine  von  allen  durch  den 
Fusspunkt  A  gelegten  Flächen  ein  Gleiten  eintreten  soll.  Man 
kann  daher  die  obige  (ileichung  in  der  Form: 


i/w     r         2c  sm  a  cos  o 
lU)     Ä  = %-, 

.    /  a  —  9  \* 


indem  man  darin  für  c  den  wirklichen  Werth  des  Cohäsions- 
coefficienten  einsetzt,  dazu  benutzen,  um  diejenige  Grenze  zu  be- 
rechnen, welche  die  Höhe  h  nicht  überschreiten  darf,  wenn  kein 
Einsturz  erfolgen  soll. 

Für  a  =  <p  wird  ä  =  oo;  wenn  dagegen  a  grösser  ist  als  9, 
so  ergiebt  sich  für  die  Grenzhöhe  A  immer  ein  endlicher  Werth. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Erdmasse  nur  dann  im  Gleichgewichte  sich 
halten  kann,  wenn  zugleich  der  in  Fig.  373  mit  e  bezeichnete 
Winkel,  unter  welchem  die  obere  Begrenzungsfläche  derselben  bis 
zu  unendlicher  Höhe  ansteigt,  nicht  grösser  ist  als  der  Keibungs- 
Winkel  <p.  Im  Uebrigen  ist  die  Höhe  h  ganz  unabhängig  von  der 
Grösse  des  Winkels  e,  so  lange  derselbe  jene  Grenze  nicht  über- 
schreitet. 

Für  a  =  90"  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  wiederum  der 
in  §  104  (Gleichung  13)  mit  h^  bezeichnete  Werth: 

ii\     i.  2c  cos  9 

11)    Ao=-    - -.\2- 


Ysin(45'*—  -|) 


Diese  Gleichung  kann  man  auch  hier  wieder  dazu  benutzen,  ura 
(wie  in  §  104)  den  Cohäsionscoefficienten  c  durch  die  Höhe  h^ 
auszudrücken,  bis  zu  welcher  die  Erdmasse  senkrecht  abgeschnitten 
werden  kann,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  verlieren.  Wenn  man 
die  vorliergehende  Gleichung  durch  diese  letztere  dividirt,  so  er- 
hält man  für  das  Verhältniss  der  beiden  Grenzhöhen  h  und  A„ 
den  Werth: 

-  sin  a  sin  (45'* —  ^  ) 


"  sm 


H^) 


Für  cp  =  30"  ergeben  sich  aus  dieser  Gleichung  die   nachfolgend 
zusammengestellten  Zahlenwerthe: 
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a  =  90' 


^=' 


30' 

CX), 


Tö*»  60-  45^ 

1,649        3,232      13,76 

und   wenn  man  ein  anderes  Mal  cp  =  45°  setzt,  so  erhält  man  die 
zusammengehörigen  Werthe  : 

a  =  90**  75"  60"  45"* 

2,112        7,444 


^=' 


c». 


Pig.  374. 


sine 


§  107. 
Gleichgewicht  einer  belasteten  firdmasse. 

Wenn  die  wirkliche  Höhe  der  Erdmasse  kleiner  ist,  als  die  im 
vorigen  Paragraphen  für  die  Grenze  der  Stabilität  gefundene  Höhe, 

so  ist  in  Bezug  auf  das  Hinabgleiten 
des  Erdprisma  ABC  längs  der  Gleit- 
fläche AC  bei  jedem  beliebig  an- 
genommenen Neigungswinkel  der 
letzteren  ein  Ueberschuss  von  Stabi- 
lität vorhanden.  In  diesem  Falle 
würde  also  das  Erdprisma  des  klein- 
sten Widerstandes  noch  einen  oben 
aufgelegten  Körper  von  bestimmtem 
Gewichte  tragen  können,  ohne  das 
Gleichgewicht  zu  verlieren.  Die  Be- 
dingung, welche  erfüllt  sein  muss, 
wenn  das  mit  dem  Gewichte  P  be- 
lastete   Erdprisma    ABC    an    der 

Grenze  des  Gleichgewichtes  sich  befinden  soll ,  ist  nach  Fig.  374 

auszudrücken  durch  die  Gleichung: 

1)    (P+Q)8in6=/(P+Q)cosO  +  4A. 


:-/<pr  ■■:■::■:■■■ 

■  -qy-  •    - 


*  t  /  * 


Nach  Substitution  des  Werthes  Q  = 


2^0 


erhält  man  aus  dieser 


Gleichung  (indem  man  zugleich  die  Grössen  sin  6  und  cos  6  durch 
tgö  ausdrückt)  für  P  den  Ausdruck: 

cA(l  +  tgÖ^) 


2)    ^  tgO  -/tgO 

Wenn  man  abkürzungsweise 


2tgö 


- — —  =  t;  und  — ^—  =  a  setzt,   so 
tgO  2  ' 

kann  man  diesem  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form  geben: 


^w 


#  HC. 


*9 


In  #]i^fi>frr  0!ftirhnT4f  hat  man  far  p  denjenigen  Werth  ein- 
zuneixen.  für  w^l/hen  P  ein  Minimtnn  wird.  Indem  mau  dem- 
^^;inäHH  d^n  I>ifrf;r^Ti/ial']noti':riten  Ton  I\  nach  v  genommen,  gleich 
Null  »etzt,  ^LUt  man  ein^;  Oleichong.  welcher  man  die  folgende 
Vorm  gfMn  kann: 

*>  I  -/.  / 

Nach  Oh;ichang  %}  int  der  linksseitige  Aasdruck  gleich  P\   folg- 
lich ist: 


ö; 


Wenn  man  den  aus  dieser  letzteren  Gleichung  fiir  v  zu  entnehmenden 

Werth  in  Gleichung  3;  substituirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung, 

Y  A' 
welche  (nach  Wiedereinführung  des  Ausdruckes    ^  ^—  statt  a)  für 

P  aufgelöst  die  folgende  Form  annimmt: 


Flg.  375. 


6)  P^  g},  :-(4c  +  T/A)  +  2K2c(r-f/^)(2c  +  T/Ay!. 
Nach  dieser  Gleichung  kann  man  für  jede  gegebene  Höhe  der 
Krdmosse  denjenigen  Werth  von  P  berechnen,  welcher  der  Grenze 
düH  Gleichgewichtes  entspricht.    Für  A  :^  0  erhält  man  P=0  (in 

Uebereinstimmung  mit  der  gemachten  Vor- 
aussetzung, nach  welcher  das  Gewicht  P 
stets  eine  I^elastung  des  Gleit- Prisma  ABC 
selbst  bilden  soll  und  demgemäss  unendlich 
klein  sein  muss,  wenn  letzteres  selbst  un- 
endlich klein  ist.  Wenn  man  ferner  den 
im  vorigen  Paragraphen  für  A^  gefundenen 
Ausdruck  an  die  Stelle  von  A  setzt,  so 
findet  man,  dass  für  A  =  A,^  ebenfalls 
P:^0  wird.  Für  grössere  Werthe  von 
A  ergeben  sich  negative  Werthe  von  P, 
In  diesem  letzteren  Falle  kann  man  die 
obige  Gleichung  dazu  benutzen,  um  die 
Grösse  desjenigen  Theiles  zu  berechnen,  welchen  man  von  dem 
Krdprisma  des  kleinsten  Widerstandes  hin  wegschneiden  müsste,  um 
durch  die  auf  solche  Weise  hervorgebrachte  Entlastung  den  Gleich- 
gowirhts/.ustand  desselben  herzustellen.  Wenn  man  für  diesen  hin- 
wog/.U8chnoidendon  Theil  die  Form  eines  Prisma  vom  Querschnitte 
/^  wühlt  (,Fig.376),  so  ist: 
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7)    P=  —^F 

zu   setzen,  und  nach   Substitution  dieses  Ausdrucks  erhält  man 
aus  Gleichung  6)  für  F  den  Werth: 

®^     ^  ^  277'  |4c  +  T/Ä-2l/27(r+7'y(2c-fT/*)l. 

2 
Wenn  man  z.  B.  Äo=  1",2  und  f=^  (oder  'f  =  33*»  42')  setzt,  so  er- 
hält man  nach  §  104  (Gleichung  14)  oder  §  106  (Gleichung  11)  den  Werth: 
c  =  0,16056 .  Y I  und  nach  Substitution  desselben  nimmt  die  obige  Gleichung 
die  folgende  Form  an: 

9)     F  =-  Ä  [0,72252  + 0,75. Ä~VÖJ5407~^^i;5654TÄ|. 

Aas  dieser  Gleichung  ergeben  sich  z.  B.  die  nachfolgenden  zusammengehörigen 

Zahlenwerthe: 

Ä  =  l«»,2        6  12  18  24 

F  =  0°"  12,223  63,6266  159,165  300,7656. 
Die  Form  und  die  Lage  des  Flächentheils  F  können  inner- 
halb gewisser  Grenzen  beliebig  gewählt  werden.  Nur  muss  derselbe 
stets  einen  Tfaeil  'der  Üreieckfläche  ABC  selbst  bilden ,  und  die 
Form  desselben  muss  so  gewählt  werden,  dass  bei  der  neu  ent- 
stehenden Böschungsfläche  auch  an  allen  höher  gelegenen  Stellen 
die  Bedingungen  der  Stabilität  erfüllt  sind. 


§  108. 
Stabilität  terrassenfSriniger  Bosehangeii. 

Wenn  man  für  die  im  vorigen  Paragraphen  mit  F  bezeichnete 
fläche  die  Form  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  wählt,  dessen  un- 
terer Eckpunkt   mit   dem  Fusspunkte 
des  Böschungsprofils  zusammenfallt,  so 
ist  nach  Fig.  376 : 


l)    F  = 


Fig.  376. 


2tga 


zu  setzen,  und  man  erhält  zur  Bestim- 
mung des  Neigungswinkels  a,  welchen 
die  beim  Hin  wegnehmen  des  Theils  ABD 
entstehende  neue  Böschungsfiäche  AD 
mit  der  Horizontalen  bilden  muss,  die 
Gleichung: 


2)    ^«=2^^- 


302 


Sechster  Abscluiitt.    §  1()8. 


Bei  den  im  vorigen  Paragraphen  angenommenen  Zahlenwerthen    ergab 
sich  för  h  =-^  'i4-  der  Werth  F=-  3rK>°",7a%.    Hiemach  wird  för  diesen  Fall: 

Flg.  377.  tg  a  =  0,9575  oder  a  =  43«  46'. 

Zu  demselben  Resultate  wflrde 
auch  die  in  §  106  gefundene  Glei- 
chung 12)  fuhren ,  aus  welcher 
man  für  a  =  43*"  45'  wiederum 
den  Werth:  Ä=  24-  erhält. 

Süitt  der  geraden  Linie 
AD  würde  man  als  Be- 
grcnzungslinie  der  Fläche  F 
auch  die  gebrochene  Linie 
A  NME  wählen  können. 
Nach  Fig.  377  ist  alsdann: 

+('+v.)'. 

zu  setzen,  und  man  erhält 
durch  Auflösung  dieser  Gleichung  für  die  Grösse  tg  e  den  Werth: 

Pig.  378.  4)    tg  e 


«(sj-f  2Ä,) 


2{F-t\-hK) 

FürÄ=24»undÄ,  =  t8-' 
wurden  im  vorigen  Paragra- 
phen resp.  die  Werthe 
F  300,7656  und  F,  =159,165 
gerunden.  Wenn  man  also 
#  =  6  "  und  6  =  0  »,5  setzt, 
so  wird: 

tg  e  =  0,9502    oder 
e  =  43'  32'. 

Indem  man  nunmehr 
die  Horizontale  M  N  als 
Bodenfläche  betrachtend 
auf  den  oberhalb  die- 
ser  Horizontalen  befind- 
lichen Theil  der  Erd- 
massc  abermals  dasselbe  Verfahren  anwendet  und  der  Fläche  F^ 
statt  der  geraden  Linie  ME  die  gebrochene  Linie  MPQG  als  Be- 
grenzungslinic  giebt,  findet  man  nach  Fig.  378,  dass : 


.%   -^-      "..\...«.\.%vSÄliS*»'.>"'\.-..'...'   .sN 
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ZU  setzen  ist,   und  erhält  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  für 
die  Grösse  tg  e,  den  Werth: 

Für  Ä,  =18'»  und  Ä2  =  12"»  wurden  im  vorigen  Paragraphen  resp.  die 
Werthe  r^  =159,1^5  und  Fa=  63,6266  gefunden.  Wenn  man  also  ^,  =6» 
und  6,  =-0"»,5  setzt,  so  wird: 

tge,  =  1,00514    oder    e,  =  45«  9'. 
Bei    nochmaliger  Wiederholung    des  obigen   Verfahrens   und 
Anwendung  desselben  auf  den  oberhalb  der  Horizontalen  PQ  be- 

jjlg,  379,  findlichen  Theil  der  Erd- 

masse würde  man  end- 
lich nach  Fig.  379  die 
Gleichung  erhalten: 

'^    ^^       ^'"'   2  tge, 

+  (*^+tfs,)*3    oder: 

8)    tgs. 

Den  Werthen  ä,  =  12  " 

undÄ3=6"»  entsprechen  resp. 

die  Werthe :   Fj  =  63,6266 

A  r^'  "-'''•    '     -•••'•'.■•>         und  F^  =  12,223.  Wenn  man 

also  S2  =  6"  und  ^2=  0",5 
setzt,  80  wird 

tgej  =  1,1156    oder    ej  =  48°  8'. 

Der  Böschungswinkel  für  die  oberste  Terrsase  ist  nach  Fig.  379 

zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


^ 

•  V  •    •    .     • 

l:    /    1     •     •      • 

.'/,•• 

^4 

r^h"   '   "/!.'. 

/l  •  •  '  -  • 

/    !       .      ■              •    1    »        , 

/.1-\- '  • . .  • 

kl 

-.W i           .      •       •        «                           ' 

maT    W 

•        '     •  '                   .       ' 

/      _^ 

'      •                   •           *  ,       •     • 

g    , 

•                 • 

/            ■" 

.  »      .      , 

/  *      * 

^              «                      •       »      . 

/  *  '   ■ 

.•',.*     • '    -    •    ' 

/       •        ^ 

*              .  •          '      • 

kA  •  ' 

Of '"•-  .  • 

•       .  .  .  •     •     .  •     ' 

9)    F, 


hl 


oder    tg  e,  = 


2F, 


2tge, 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  wiederum  A3  =  6  und  F^  =  12,223  setzt, 
so  erhält  man  den  Werth: 

tgea  =  1,4726    oder    £3  =55"  50'. 
Bei  Anwendung  des  oben  erklärten  Verfahrens  hat  man  stets 
zu  berücksichtigen,   dass  die  gefundenen  Resultate  nur  dann  als 
gültig  zu  betrachten  sind,  wenn  die  am  Schlüsse  des  vorigen  Pa- 
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ragraphen  genannte  Bedingung  erfüllt  ist,  nach  welcher  der  weg- 
genommene Theil  der  Erdmasse  stets  dem  ;,Pri8ma  des  kleinsten 
Widerstandes*'  selbst  entnommen  werden  soll.  Es  würde  daher 
z.  B.  das  in  Bezug  auf  Fig.  377  gefundene  Resultat  nicht  mehr  als» 
gültig  zu  betrachten  sein,  wenn  die  willkürlich  angenommene  Grösse 
b  diejenige  Grenze  überschritte,  bei  welcher  der  Punkt  M  gerade 
in  die  Gleitfläche  hineinfallen  würde.  Um  diesen  oberen  Grenz- 
werth  von  b  zu  ermitteln,  hat  man  zunächst  aus  der  Gleichung  51 
des  vorigen  Paragraphen ,   indem  man  darin  -—^F  statt  P  setzt, 

den  zugehörigen  Werth  von  tg  Ö  =  —  zu  berechnen.    Mit  Benutzung 

desselben  findet  man  alsdann  jenen  Grenzwertb  von  b  aus'  der 
Gleichung : 

10)    6  =  --^--_*_. 
^  tg  0        tg  e 

Bei  Ausftlhrung  dieser  Rechnung  findet  man  die  Werthe  v  =  1,247  =    . 

und  fc  =  1  ™,1G8.  Da  bei  der  obigen  Berechnung  6  =  0*",5  angenommen  wurde, 
so  ist  das  gefundene  Resultat  als  gültig  zu  betrachten. 

Auf  gleiche  Weise  würde  man  für  P'ig.  378  den  Grenz  werth  6,  =1'*,77 
und  für  Fig. 379  den  Qrenz werth  62  =  2'",8  finden.  Es  zeigt  sich  also,  dass 
die  genannte  Bedingung  auch  in  Bezug  auf  die  oberen  Terrassen  eHtlllt  ist, 
und  dass  die  gefundenen  Resultate  s&mmtlich  als  gültig  betrachtet  werden  dOrfen. 

§  109. 
Gekrfimmtes  Boschungsprofll. 

Wenn  man  die  Grössen  ft,  6,,&j  sämmtlich  gleich  Null  setzt, 
so  nehmen  die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  einzelnen  Böschungs- 
winkel gefundenen  Gleichungen  die  folgenden  Formen  an: 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  für  das  im  vorigen  Pa- 
ragraphen berechnete  Beispiel  die  folgenden  Zahlen  werthe: 


Gekrümmtes  Böschungsprofil. 
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ige  -=0,89, 
tge,  =  0,942, 
tgsj=  1,05, 
tg  83=  1,473, 


8  ==4r40', 
ei  =  43°ir, 
8,  =  46"  25', 
e3  =  55''50'. 


und  das  Böschungsprofil  nimmt  für  diesen  Fall  die  in  Fig.  380 
dargesWllte  Form  einer  aus  vier  geradlinigen  Stücken  suisammenge- 

setzten    gebrochenen 
Fig.  380.  Linie  an. 

„iM-^ Dasselbe  Verfahren 

würde  man  auch  dann 
noch  anwenden  kön- 
nen, wenn  für  die 
einzelnen  Theile,  in 
welche  die  ganze  Höhe 
A  =  24"  zerlegt  wer- 
den soll,  eine  grössere 
Anzahl  und  geringere 
Grösse  vorgeschrie- 
ben wäre.  Wenn  man 
z.  B.  für  jeden  dieser 
Theile  die  Grösse 
h^  =  1",2  wählte,  so 
würde  man  eine  aus 
I»  '  zwanzig  geradlinigen 

Stücken  zusammengesetzte  gebrochene  Linie  erhalten,  deren 
oberstes  Stück  eine  verticale  Linie  von  der  Länge  ä^  bilden 
würde.  Bei  einem  so  geformten  Böschungsprofile  würde  die  Erd- 
masse in  den  Eckpunkten  der  gebrochenen  Linie  gerade  an  der 
Grenze  der  Stabilität  sich  befinden,  während  innerhalb  der  gerad- 
hnigen  Strecken  überall  ein  gewisser  Ueberschuss  von  Stabilität 
vorhanden  sein  würde.  Eine  solche  aus  sehr  vielen  geradlinigen 
Stücken  zusammengesetzte  gebrochene  Linie  würde  man  an- 
näherungsweise als  eine  krumme  Linie  behandeln  dürfen,  deren 
Krümmungsgesetz  aus  der  Gleichung  9)  des  §  107  auf  folgende 
Weise  abgeleitet  werden  kann. 

Wenn  man  y  statt  h  setzt  und  zugleich  die  vier  numerischen 
Coefficienten  resp.  mit  -4,  J3,  C,  D  bezeichnet,  so  nimmt  jene  Glei- 
chung die  folgende  Form  an: 

5)    F=Ay  +  Bf-\  Ty  +  Dy\ 

Kitter,  Ingenieur -Mechanik.  20 
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Aus  dieser  Gleiclmng  erhält  man  für  den  Differenzialquotientcn 
von  F^  nach  y  genommen,  den  Ausdruck: 

6)    f  =  ^  +  2ß,-(%^^  +  '^^^M. 
'     dy  ^       *       \2VCy'-^Dy*] 

Nach  der  in  Fig. 381  gewählten  Bezeichnungsweise  ist  dF=y(lx 

dl/ 
und    j    =tg8  zu  setzen.     Man  kann  daher  der  obigen  Gleichung; 

auch  die  folgende  Form  geben: 

^     dy        tge        y^  U]/Cy^  +  Dy*/ 

und  dieselbe  in  dieser  Form  dazu  benutzen,  um  für  jeden  gege- 
benen Werth  von  y  den  zugehörigen  Neigungswinkel  des  Wischungs- 
profilcs  daraus  zu  berechnen.  Für  den  im  vorigen  Parographon 
angenommenen  P^all  würde  man  z.  H.  die  folgenden  zusammen- 
gehörigen Weithe  erhalten: 

y=    1,2  6  12  18  24 

tge=-    3,738  1,185  0,9852         0,9125         0,873 

e  =  75"l'  49"50'        44"35'        42*23'         4r7'. 

1  2 

Für  y  :^  cx)  wird  tg  e  ^^  „  ij  =  a  =/»  oder  8  =  9.    Hieraus 

folgt,  dass  bei  wachsender  Tiefe  unter  der  horizontalen  Oberfläclu' 

das  Böschungsprofil  einer  unter 
dem  natürlichen  Böschungs- 
'  Winkel  ansteigenden  geradeti 
Linie  asymptotisch  sich  an- 
nähert. 

Für  a;  =  0  ist  y  =  ä^  zu 
setzen;  denn  für  den  krumm- 
h  linigen  Theil  des  Böschungs- 
profiles hat  man  den  im  Ab- 
stände Äo  von  der  horizontalen 
Oberfläche  liegenden  Punkt 
als  Anfangspunkt  zu  betrach- 
ten, insofern  der  oberhalb 
dieser  Stelle  befindliche  Theil 
des  Profiles  als  vertical  und  geradlinig  vorausgesetzt  wird.  Die  obige 
Gleichung  ist  daher  für  Werthe  von  y,  welche  kleiner  sind  als  ä,,, 
nicht  mehr  als  gültig  zu  betrachten.  Bei  dem  auf  solche  Weise 
construirten  Profile  wird  innerhalb  der  oberen  geradlinigen  Strecke 


,  ,.;>« 


y 


GekrQmmtes  Böschungsprofil.  ^7 

ein  Ueberschuss  von  Stabilität  vorhanden  sein,  während  in  allen 
Punkten  des  unteren  krummlinigen  Theiles  die  Erdmassc  an  der 
Grenze  der  Stabilität  sich  befindet. 

Wenn  man  die  obige  Gleichung  integrirt*)  —  auf  der  einen 
Seite  zwischen  den  Grenzen  Null  und  a?,  auf  der  anderen  zwischen 
den  Grenzen  A,,  und  y  —  so  erhält  man  die  Gleichung: 

8)  x  =  {A  +  VC)  lg(^-)  +  2^(y  -  Äo)  +  3(1/C=KDä;  -  1/C+"^) 

welcher  man  nach  Wiedereinsetzung  der  numerischen  Werthe  für 
die  Coefficienten  A^  /?,  C,  D  auch  die  folgende  Form  geben  kann : 

9)    X  =  1,591  .  lg  y  +  1,5  .  y  +  2,77745  -  V  ^,19m  +  Ü,Ö>m7^ 
— 1,7367  .  lg  {Kl",326  +  2;7525T7-  1,1515}  . 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  z.  B.  die  nachfolgenden 
zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 

y  =  1,2         6  J2  18  24 

aj  =  0  3,1212       8,778        15,132        2l,8G78. 

Bei  dem  nach  obiger  Gleichung  construirten  Böschungsprofile 
würde  man  den  oberhalb  einer  beliebig  gewählten  Stelle  M  be- 
findlichen Theil  desselben  auch  durch  eine  gerade  Linie  ersetzen 
können,  wenn  nur  diese  gerade  Linie  so  gelegt  wird,  dass  die 
Grösse  der  in  Fig.  381  mit  F  bezeichneten  Fläche  dabei  keine 
Aenderung  erleidet.  Den  Neigungswinkel,  welchen  diese  gerade 
Linie  mit  der  Horizontalen  bilden  müsste,   kann  man  nach  der 


*)  Das  von  dem  letzten  Gliede  der  Gleichung  7)  herrührende  Integral  kann  man 

nach  Substitution  der  Werthe:  ]^C-{-  Dy  =  u,     y=  — ^ — ,       dy  =  — j- — 
in  folgender  Weise  umformen: 

-J  2VW+W — '^J  -'~ö-\l  "" 

\J  u+yc    Ju-ycf     J 

u+VC\      „      ,   „ 

Const. 
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Gleichung  2)    des   vorigen   Paragraphen    berechnen,    indem    man 
darin  für  k  den  Abstand  des  gewählten  Punktes  von  der  horizon- 

gQ2  talen  Oberfläche,  und  für  /'den 

aus  der  Gleichung  9)  des  §  lo7 
zu  entnehmenden  "Werth  sub- 
stituirt. 

Wenn  man  z.  B.  ä  =  12  •"  an- 
nimmt, so  ist  F=  63,6266  zu  setzen, 
und  es  wird: 

.tgo  =  1,1316    oder   a  =  48*32'. 

Für  diesen  Fall  würde  man  das 
in  Fig.  382  dargestellte  Böschungs- 
profil  erhalten,  bei  welchem  chen- 
falls  in  dem  oberen  geradlinigen 
Theile  ein  Ucbcrschuss  von  Stabilitüt 
vorhanden    ist,    während    in    allen 

Punkten  des  unteren  krummlinigen  Theiles  die  Erdmasse  an  der  Grenze  der 

Stabilität  sich  befindet. 

§  110. 
Gleichgewicht  einer  nicht  homogenen  Erdmasse. 

Um  die  Gleichung  6)  des  §  107  auf  eine  Erdmasse  anzu- 
wenden, bei  welcher  der  Cohäsionscocfficient  und  das  Gewicht 
pro  Cubikeinheit  mit  zunehmendem  Abstände  von  der  horizontalen 
Oberfläche  nach  irgend  einem  gegebenen  Gesetze  sich  ändern, 
würde  man  für  die  Grössen  c  und  y  in  jener  Gleichung  ihre  mitt- 
leren Werthe  einzusetzen  haben  —  diejenigen  Werthe  nämlich, 
welche  man  bei  einer  homogenen  Erdmasse  annehmen  müsste,  um 
resp.  für  den  Cohäsionswiderstand  und  das  (lewicht  des  Erdprisma 
Werthe  zu  erhalten,  welche  den  wirklichen  Grössen  dieser  beiden 
Kräfte  gleich  sind. 

So  z.  B.  würde  man  für  eine  Erdmasse,  bei  welcher  jene 
beiden  Coefficienten  mit  wachsender  Tiefe  gleichfürmig  zunehmen, 
für  den  Cohäsionscoefficienten  den  Werth: 


1)    c^ -"«  +  *"- 


zu  substituiren  haben,  wenn  mit  c„  und  c,  die  Werthe  desselben 
bezeichnet  werden,  welche  resp.  den  Werthen  y--0  und  y  =  Ä 
entsprechen. 


Gleichgewicht  einer  nicht  homogenen  Erdmasse. 


ao9 


Um  den  mittleren  Werth  des  Gewichtes  pro  Cubikeinheit  für 
das  £rdprisma  ABC  zu  berechnen,  hat  man  die  Grösse : 

welche  bei  homogener  Erdmasse  das  Gewicht  desselben  darstellen 
würde,  dem  wirklichen  Gewichte  dieses  Prisma  gleichzusetzen. 
Wenn  mit  q  das  Gewicht  pro  Cubikeinheit  im  Abstände  z  von 

der  horizontalen  Oberfläche  bezeich- 
net wird,  so  hat  das  wirkliche  Ge- 
^'%   wicht  nach  Fig.  383  die  Grösse: 

3)   Q=f?(*-^>, 


Fig.  383. 


und  man  erhält  durch  Gleich- 
setzuug  dieser  beiden  Ausdrücke 
die  Gleichung: 

h 

4)     ^=:Cq(h-z)dz. 

Wenn  mit  q^^  und  q^  resp.  die  Werthe  von  q  bezeichnet  wer- 
den, welche  den  Werthen  z  =  0  und  z  =  h  entsprechen,  so  ist 
nach  dem  oben  angenommenen  Gesetze: 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  obige 
Gleichung  die  folgende  Form  an: 


6) 


=  j  (?o+  y  (?i  —  9o)}  (A  —  ^)^^' 


Nach  Ausführung  der  Integration  erhält  man  aus  dieser  Gleichung 
für  Y  den  Werth: 

7)  Y=2^^^ 

Wenn  statt  der  Dreieckfläche  -4^C  die  ßechteckfläche  AB  CD 
als  Querschnitt  des  Prisma  gelten  sollte,  so  würde  der  mittlere 
Werth  des  Gewichtes  pro  Cubikeinheit  zu  berechnen  sein  aus  der 
Gleichung : 

8)  T=M^-^- 
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Nach  der  in  Fig.  384  gewählten  Bezeichnungsweise  würde 
man  hiernach  für  die  drei  Mittelwerthe  y^,  Yj?  Ta  ^^®  folgenden 
Ausdrücke  erhalten: 

10)    '(.  =  H'''-^ 


11)    7,  =  ^^^' 


und  mit  Benutzung  derselben  die  Berechnung  des  in  dieser  Figur 
dargestellten  Boschungsprofiles  nunmehr  auf  folgende  Weise  aus- 
führen können. 

Man   berechnet  zunächst  nach  der  Gleichung  8)  des  §  107, 
indem  man  darin  für  die  Cocfücienteu  c  und  y  tqs^.  die  aus  den 

Gleichungen  1)  und  7)  zu  ent- 

Fig.  384. 

A 

r. 


i 


if; 


7A' 


«3 

A 


/ 


nehmenden  Mittelwerthe  ein- 
setzt, das  erforderliche  Ent- 
lastungsgewicht  ^F  für  den 
Fusspunkt  A  des  ganzen  Bö- 
I  schungsprofiles  A  ML,  Indem 
i    man  diesen  Werth  gleich  der 

■ 

i    Summe  der  drei   in  Fig.  384 
:    angegebenen     Entlastungsge- 
c'f  3'  i/i  Wichte  setzt,  erhält  mau  als- 
i    dann  die  Gleichung: 

I 
I 

i  In  dieser  Gleichung  stellt  das 
j  Glied  Y,  F^  das  für  den  Fuss- 
•q-igi»  punkt  M  der  oberen  Terrasse 
erforderliche  Entlastungsge- 
wicht dar,  welches  man  ebenfalls  nach  der  Gleichung  8)  des  §  107 
berechnen  kann,  indem  man  darin  ä^  statt  h  und  Yi  statt  7,  ferner 

"  ^ —  statt  c  setzt.    Wenn  man  nunmehr  für  die  Flächen  F^  und 

F.^  die  aus  Fig.  384  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt,  so  nimmt 
die  obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

13)     T^'-T.^\  +  T.(^+'-)a.  +  JL-!^. 


h. 


A^. 
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und  man  erhält  durch  Auflösung  derselben  für  die  Grösse  ig  a> 
deu  Werth: 

14)     tßa)= *^(l-Ti-Ai+lA).  _. 

Indem  man  endlich  die  Grösse  F^  dem  aus  Fig.  384  für  diese 
Fläche  zu  entnehmenden  Werthe  gleichsetzt,  erhält  man  zur  Be- 
^timnmng  des  Winkels  e  die  Gleichung: 


1^)    ^^^21^    "^^^    *8s=2>y 


Wenn  man  mit  Beibehaltung  der  in  §107  angenommenen  Werthe /=  — 

uud  A  =  24"*  fOr  die  beiden  Terrassen  gleiche  Höhen  annimmt,  also  ^2  =  ^1 
—  l'i*"  setzt,  und  ausserdem  fflr  die  in  Fig.  384  eingeschriebenen  Coefficieuten 
die  folgenden  Werthe  annimmt: 

Co  =  240'"S84,  g,)  =  1500  Kil., 

c  =  272  «^»-.OÖ^,  q  =  1800    „ 

c,  =  305»^"  ,064.  g,  =  2100    „ 

so  erhält  man  für  die  bei  der  obigen  Berechnung  zu  benutzenden  mittleren^ 
Coefficieuten  die  Zahlenwerthe : 


Co+C 


=  256,81>6, 


C()  +  Ci  ^272,952, 


— *r 


7  =  1700,        Y,=  1600,        Y2  =  1650,        73  =  1900, 

uud  ftlr  die  beiden  nach  der  Gleichung  8)  des  >$  107  zu  berechnenden  Ent- 

hätungsgewichte  die  Werthe: 

7^=511301,52, 

7,-F,  =101802,56. 

Mit  Benutzung  derselben  findet  man 
alsdann  nach  den  Gleichungen  14) 
und  15),  indem  man  6  =  0"',5  setzt, 
die  Werthe : 

tg  (o  =  0,937      oder     w  =  43  *>  8' , 
tg  e  =  1,1316    oder      e  =  48'»  32'. 

Auf  ähnliche  Weise  würde 
man  das  Böschungsprofil  auch 
für  den  in  Fig.  385  dargestell- 
ten Fall  berechnen  können,  bei 
welchem  die  ganze  Erdmasse 
aus  zwei  verschiedenen  über 
einander  liegenden  horizontalen 
Schichten  besteht,  deren  jede 
für  sich  eine  homogene  Masse  bildet.  Für  diesen  Fall  würde 
••j=-^j=rgj  und  Ya  =  ?2  2u  setzen  sein,   uud  für  die  bei  der 


..../ 
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Berechnung  des  ganzen  Entlastungsgewichtes  zu  benutzenden  Mittel- 
werthe  würde  man  bei  Anwendung  des  oben  erklärten  Verfahrens 
die  folgenden  Gleichungen  erhalten: 


2  tg  0       2  tg  0  "^ 


2tgO 


oder: 


sin  h         sin  6  "•    sin  0 
17)    c  =  c,  .    »--{-c^.  '' 


oder: 


Ä    '    ^2     A 

Wenn  man  z.  B.  c^  =256,896,  c»  =  289,008,  2,  =1600,  ^2=2000  ucÄd 
Ä2  =  Äi=12'"  setzt,  so  wird  c  =  272,952,  ^  =  1700;  und  wenn  man  nait 
Benutzung  dieser  Mittelwerthe  die  Berechnung  des  vorigen  Zahlenbeispie^ls 
wiederholt,  so  erhält  man  die  Werthe: 

tg  (ü  =  0,9362        oder       cd  =  43  **  7' , 
tg  e  =  1,1316        oder        e  =  48"  32'. 


§  111. 

Erdiiiasse  mit  gleichförmig  über  die  Oberfläche  vertheilter 

Belastung. 

Die  Belastungsschicbt  kann  man  sich  immer  —  wie  in  §  l03 
mit  Bezug  auf  Fig.  370  erklärt  wurde  —  aus  einem  Materiale  be- 
stehend denken,  welches  dasselbe 
specifische  Gewicht  hat  wie  die  dn-- 
runter  befindliche  Erdmasse  selbst 
Der   Belastungstheil ,   welchen  d^^ 
Erdprisma  ABC   zu    tragen  b^^ 
ist  alsdann  nach    Fig.  386  zu  b<?' 
rechnen  aus  der  Gleichung: 

1)     P  =  7  .  Ä, .  a?  cos  £, 
und    wenn    man    hierin    für  die 
Grösse  x  den  aus  der  Gleichung • 


Fig.  386. 


X   _  sin  (g  —  h) 

"^J     T  ~  ^' 


sin  (a  —  e) 
zu   entnehmenden  Werth  einsetzt. 


SO  erhält  man  für  diese  Belastung  den  Ausdruck: 

jj  T  ^1  ^  ^^^  ®  *^^^  (*  —  ^0 

-*    — .- — " . 

sin  (a  —  e) 


3) 
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Das  eigene  Gewicht  des  Erdprisma  ABC  hat  nach  §  106  (Glei- 
chung 3)  die  Grösse: 

4)     Q=    ThUm(a-H) 

2  sm  a 
und   für  das  Totalgewicht  des  belasteten  Erdprisma  erhält  man 
durch  Addition  der  letzteren  beiden  Gleichungen  den  Weiih: 

h      _.      h^  cos  e     1 


5)     Q  4-  P  =  7  Z  sin  (a  —  0) 


2  sin  a  '  sin  (a  —  e)| 
Diesen  Ausdruck  hat  man  in  der  Gleichung  2)  des  §  106  an  die 
Stelle  von  Q  zu  setzen.  Jene  Gleichung  nimmt  alsdann  für  c  auf- 
gelöst die  folgende  Form  an: 

7     f    A       I      Ä,  cose   \ 


6)    c  = 


+ 


sin  (a —  b)  sin  (0  —  cp). 


cos  9  12  sin  a  '  sin(a — e)j 
In  dieser  Gleichung  ist  für  den  Winkel  0  derjenige  Werth  ein- 
zusetzen, für  welchen  c  ein  Maximum  wird.  Bei  Vergleichung 
derselben  mit  der  Gleichung  4)  des  §  106  erkennt  man,  dass  die 
Function  des  Winkels  Ö  in  beiden  Gleichungen  dieselbe  Form  hat. 


Es  ist  daher  auch  hier  wieder  0  = 


_«  +  y 


zu  setzen,  und  nach  Sub- 


stitution dieses  Werthes  nimmt  die  obige  Gleichung  für  A   auf- 
gelöst die  folgende  Form  an: 

2  c  sin  a  cos  (p       2  Aj  sin  a  cos  s 


7)    Ä  = 


YSin 


K^') 


sin  (a  —  s) 


Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  stimmt  mit  dem   in 
§  106  (Gleichung  10)  für  h  gefundenen  Werthe  überein,  und  stellt 


Fig.  387. 


— K 


Ä. 


diejenige  Höhe  dar,  bei  welcher  die 
unbelastete  Erdmasse  gerade  noch 
im  Gleichgewichte  sich  würde  halten 
können.  Man  kann  daher,  indem 
man  diese  nach  §  106  zu  berech- 
nende Grenzhöhe  mit  H^  bezeichnet, 
der  obigen  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

Q.     ,  rr        2Ä,  sin a  cose 

^  "  sm  (a  —  z) 

Wenn  die  Oberfläche  der  Erd- 
masse eine  horizontale  Ebene  bildet, 
so  ist  hierin  e  =  0  zu  setzen.  Für  den  in  Fig.  387  dargestellten 
Fall  wird  also: 


hl 


Sechster  AbBcbtiiU.    §  112. 


9)    A  =  //„— 2Ä,     oder    A,  =  ^-^. 

t'Ur  <f^3i}°  unil  ^  =  45*  wurüc  in  der  am  SchlusBe  des  §  ICNi  berccb- 
iieten  Tabelle  der  Werth:  /r„=  l;i,7(J.  A„  gefunden.  Wenn  also  r.  B.  A„  =  -i- 
ist,  80  wird  for  dieBeuFall  H„^'I7";!i2.  Itei  dieser  IlCihc  würde  die  unbelnstciu 
ErdmaaBc  an  der  Greu/o  des  U leidige wichies  sich  bcfiudeu.  Wenn  die  wirk- 
liche [lülio  h  kleiner  ist  als  ^"",53 ,  Ho  wird  die  ErdmasBo  auf  ibrer  horizon- 
talen Obcrfiilche  noch  eine  Belastuagsschicbl  tragen  köunen  Ton  der  Höbe: 
,     ^  27,58  — h 

Ho  z.  U.  erhalt  man  fOr  h=  I7'°,52  den  Wenh  h,  =5'°;  d.  h.  wenn  die  Bc- 
lastnngsBcbicht  dasselbe  spccilischo  Gewicht  hat  wie  die  Krdm&sse  selbst,  so 
JOrne  diu  tlöhu  der  crtiteren  hiichsteus  5*°  betrugen.  Wenn  dagegen  dag  Epc- 
citisulie  Uewicilt  der  Belastiiugsscbicht ».  lt.  duppelt  so  gross  würe  als  das  der 
Erdmaase,  so  dürfte  die  Hübe  der  Belaslungsac hiebt  nicht  mehr  ala  S",!)  bctra);eD. 

§  112. 
Erddrack  gegen  Fnttermsnerii. 

Wenn  bei  dem  lliimbgleiteii  des  ('.rdprisnia  ABV  die  .Mauer 
entweder   fortgeschoben   oder   umgekippt  wird,   so  setzt  sich  der 
voll    lotxterer    auf    dua   Krdprismu    übertragene    Gegendruck   zu- 
»ummen    uns    dem    korizonüil 
#     gerichteten  Normaldrücke  und 
M — (M     ^  ^  ^     (jjjjjj  vertical  aufwärts  gerich- 

teten Ileibungs  widerstände 

(Fig.  388).  Der  \Vinkel.  wel- 
rlien  die  Mittelkraft  dieser 
beiden  Kräfte  mit  der  Hori- 
zontalen bildet,  ist  gleich  dem 
natürlichen  Böschungswinkel  f 
zu  setzen,  da  man  annehmen 
I  ■      '  '  '.    '  darf,  dttsa  der  Reibnngacoefti- 

"'_'-.  cient  für  das  Gleiten  der  Mauer 
längs  der  Erdmasse  dieselbe 
Grosse  hat  wie  der  Ileibungscoetfieient  im  Innern  der  Erdmasse. 
Wenn  ma»  von  den  auf  das  Erdpiisma  ABC  wirkenden  Kräften 
eine  jede  in  zwei  Seitenkräfte  zerlegt,  von  denen  die  eine  parallel, 
die  andere  rechtwinklig  zu  der  GleitHäclie  A  C  gerichtet  ist,  und 
alsdann  für  jede  von  diesen  beiden  Kiclituiigeii  die  algebraisclie 
Summe  der  Öeitenkräfte  gleich  Null  setzt,  so  gelaugt  man  niicli 
Fig.  388  zu  den  beiden  Gleichungen: 
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1)  0  =  Z)co8(0  — cp)+/iV— QsinO, 

2)  0  =  JV— QcosÖ  — Z)8in(e  — cp). 

Nach  Substitution  des  aus  letzterer  für  N  zu  entnehmenden  Aus- 
druckes erhält  man  aus  der  ersteren  für  D  den  Werth: 

Q  (sin 6-/ cos 0) 
"^^    ^  ~   cos(0-cp)+/sin(0-9)     '''*^'^- 

A\     D  —    Q8in((l  — cp) 
^  cos(0  — 2cp)  ' 

Für  den  in  Fig.  388   dargestellten  Fall  ist  Qs=;-'      -  zu  setzen, 

<w  tg  'j 

und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der  obigen  Glei- 
chung auch  die  folgenden  Formen  geben: 


b)    D  = 


Y  A^  sin  (Ö  —  cp) 
2tgÖcos(f*  — 2cp)  ' 


6^     D  ^h^cos(f(tgf)  —  tg<^) 

^  2  cos29  tg6  (1  4-  tgO  tg"2'^)  ' 


j '- 


tg? 


.  _   7  A^cosy  {  tg^ 


2 cos 2 9    [r+'tgÖtg2(pJ' 

Hierin  ist  für  die  Grösse  tg  6  =  x*  derjenige  Werth  einzusetzen, 
für  welchen  D  ein  Maximum  wird.  Um  diesen  Werth  zu  finden, 
hat  man  den  Diffcrenzialquotienteu  des  eingeklammerten  Aus- 
druckes, nach  X  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält  dann 
eine  Gleichung,   welcher  man  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

X  tg  c&  , 

8)  1— i .er-  =     2io        öder: 

^     l-|-ictg2cp         a;ng2cp 

9)  x.'-2xtg9  =  ^ 

und  findet  durch  Auflösung  derselben  für  die  Grösse  x  =  tgO 
den  Werth: 

10)  x  =  tg9+1^^  +  tg9'     oder: 


11)    x=/+l/l±^  =  tgö. 

Wenn    man  nunmehr  für  den  eingeklammerten  Ausdruck  in  Glei- 
chung 7)  den  aus  Gleichung  8)  zu  entnehmenden  Ausdruck  einsetzt, 


tu  HeehUCT  Abtebnüt.    S  M3. 

nnd   Ducbhcr   Cut  x  den  gefnndenen  Werth  darin  sabsUtuirt, 
geüiiigt  muii  zu  dcD  folgenden  (ileichungen : 


13;    Z)=-       -T»'>^f+/' 


M/+VJy'^ 


Wenn  hierio  z. 


14)  »  =  0,14»61.7A'. 
FUr  die  horiioaU]«  und  die  rerticAle  Seitenkr&ft  des  Erddniclces  ergebeD  sieb 
bieniach  reip.  die  Werthe; 

15)  //=  Z)co»!f  =  0,1887. TÄ', 

16)  K  =  i;  iimf  =  0,0743 .  i  A'. 

Um   die  Uleichung  4)  auf  deu   in  Fig.  389  dargestellten  Kuli 

un/.uwciiili:n ,   hat  mau   darin   Tur  Q,  den  in  §  lOO  (Gleichung  3) 

Befundenen' Werth  einzusetzen; 
Flg.  389. 


. 

k 

man  erhält  dann  dieGIeicliung: 

17^      n           7*'C08¥C08Ö 

■""I^- 

/'  '  ' 

und    überzeugt    sieh   auf  die- 

• "/ 

selbe  Weise  wie  in  §  100,  dass 

'  '/  ■ 

'  _'* 

die  ürösse  D  ein  Maximum  wird 

/•■ 

für  0  =  f.      Für  diesen  Fall 

/s^'- 

ist  also: 

>r<: 

IH)     D=   J^.cos,. 

Wenn    man    liierio    wie   oben 
•f  =  30°  setzt,    80  erhall  min  die 
foiitenden  Werthe: 

19>     O-  0.433. Tfc' 

IJeonf 

=  0,375. T*', 

D«n^ 

=  0,31(S.tA'. 

21) 

§  113. 
Gleichgewicht  der  Haner  In  Bezug  anf  Gleiten. 

Die  stärke  dur  Mauer  muss  so  gewählt  werden,  dass  dieselbe 
dureli  tieii  [''rddruck  weder  auf  ihrem  Fundamente  fortgeschoben 
nouh  umgekippt  werden  kann.     Man  hat  daher  die  Berechnung 
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der  erforderlichen  Mauerstärke  in  der  Weise  auszuführen,  dass 
man  für  jeden  dieser  beiden  Fälle  einzeln  genommen  die  der 
Bedingung  des  Gleichgewichtes  entsprechende  Dicke  der  Mauer 
berechnet,  und  nachher  von  den  beiden  gefundenen  Werthen  den 
grttsseren  auswählt. 

Diejenige  Stärke,  welche  die  Mauer  mindestens  haben  müsstc, 
um  nicht  auf  ihrem  Fundamente  fortgeschoben  zu  werden,  findet 
man  nach  Fig.  390,  indem  man  die  horizontale  Seitenkraft  des  Erd- 
druckes gleich  dem  Reibungswider- 
stande setzt,  aus  der  Gleichung: 

1)  f.i.G  +  V)  =  H. 
Wenn  mit  -y^  das  Gewicht  des 

Mauerwerkes  pro  Cubikeinheit  be- 
zeichnet wird,  so  ist  hierin: 

2)  G  =  ^,bh 

zu  setzen,  und  nach  Substitution 
dieses  Ausdruckes  erhält  man  für 
das  Verhältniss  der  Mauerdicke  zur 
Mauerhöhe  den  Werth: 


Fig.  390. 


7P+»f 


3)    ~  = 


H 


/.T.A= 


A' 


Um  hiernach  für  den  in  Fig.  388  dargestellten  Fall  die  er- 
forderliche Mauerstärke  zu  berechnen,  hat  man  für  H  und  V  resp. 
die  in  den  Gleichungen  15)  und  16)  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Werthe  zu  substituiren ;  die  obige  Gleichung  nimmt 
dann  die  folgende  Form  an: 


1  =  (0.1fI_o,0743)-^- 


Y  1 

Wenn  man  hierin  -*-  =  0,8    und  /,  =  tg  30°  —  —^- 


so  erhält  man  den  Werth: 


V/3 


setzt, 


5)    y=  0,1189. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  für  den  in  Fig.  389  darge- 
stellten Fall,  indem  man  für  die  Grössen  H  und  V  die  in  den 
Gleichungen  20)  und  21)  des  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Ausdrücke  einsetzt,  den  Werth: 


ScchBtrr  Abschnitt,    g  lU. 


r^      h  /0,375 

7)     J-=  0,3464. 


0,2165)-'-     oder: 


Flg  301 


Die  wirkliche  Stärke  der  Mauer  muss  dcmnocb  im  orstoren  Fnllc 
gfüsscr  als  0,1189.  A,  im  letzteren  Falle  grösser  als  0,3404  .  A 
gewählt  werden. 

§  114. 

Gleichgewicht  der  Mtaer  In  Bezog  auf  Drehung. 

Uin  diejenige  Starke  zu  finden    welche  die  Mauer  mindestens 

h.iben  muss,  wenn  dieselbe  durch  den  Phddruck  nicht  umgekip]>t 

werden  soll,   wurde   man   die   algebiaischo  Summe  der  statischen 

Momente  der  drei  Kräfte  H,  V,  O  in  Bezug   auf  die  Aussenkaiito 

ghjcb  Null  zu  setzen  haben  —  entsprechend  dem  Gienzfallc,  in 

welclicm  die  Mittelkraft  jener  drei  Kräfte  durch  die  Drehkante 

selbst  hindurchgeht     Die  auf  solche  Weise  berecbnete  Maucrst^irkc 

wurde  jedoch  nur  dann  als  wirklich  genügend  zu  betrachten  sein, 

wenn  die  Mauer  aus  absolut  festem  M.iteriale  bestände,   da   dei 

Druck  pro  Fl  icheiieinbeit  einen  unendlich  grossen  Wcith  annimmt, 

sobald  dei  Druck   auf  eine  Linie   sich  con- 

ceiitrirt,    anstatt    auf   eine   Flache   sich   zu 

vertheilen 

Um  eine  wirklich  genügende  Mauerstarke 
zu  erhalten,  hat  man  die  bei  obiger  Berech- 
nung anzunehmende  Drehrichse  weiter  nach 
innen  /u  beilegen.  Da  die  Mauer  als  ein 
elastischer  Balken  betrachtet  werden  kann, 
welcher  durch  jene  drei  Kräfte  sowohl  ge- 
bogen als  auch  in  seiner  (verticalen)  Längen- 
rictitung  zusammengedrückt  wird,  und  wel- 
cher zugleich  (wegen  der  horizontalen  Fugen- 
'  schnitte)  unf^ibig  ist,  Zugspannungen  anzu- 
nehmen, bo  empfiehlt  es  sich,  der  obigen 
Bei  ecbnungtiwcise  eine  solche  Lage  der  Dreh- 
achse zum  (jrunde  zu  legen,  bei  welcher  für 
die  grosste  in  diesem  Balken  hervorgebruchto 
''  ''     Zugspannung  der  Werth   Null   sich   ergiebt. 

Da  der  horizontale  Querschnitt  der  Mauer  die  Form  eines  Rechtecks 
bat,  so  wird  diese  Bedingung  erfüllt  werden,  wenn  die  Drehachse 
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im  Abstände  -^  von  der  Aussenkante   (oder  im  Abstände   p-  von 

der  Mitte  angenommen  wird.*)  Indem  man  demgemäss  die  alge- 
braische Summe  der  süitischen  Momente  der  drei  Kräfte  Ä,  F,  G 
in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  J  gleich  Null  setzt,  erhält  man  nach 
Fig.  391  die  Gleichung: 

1)    0=(?.|-  +  F.|-6-Ä.a, 

welcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  G  =  ^^hh  auch  die 
folgende  Form  geben  kann: 

6\'  .   ../6\     2V        6Ha 


^)  ( -)+K ) 


Ä'  ■Y.Ä=' 


Ti «         T 


1 


Durch  Auflösung   derselben   erhält   man   für   das  Verhältniss   der 
Mauerstärke  zur  Mauerhöhe  den  Werth: 


8)  ^=^iL+Y^m'+^.».' 


*)  Eine  im  Abstände  c  von  der  Achsenrichtung  des  Balkens  parallel  zu 
derselben  wirkende  Druckkraft  K  kann  ersetzt  werden  durch  ein  Kräftepaar 
vom  Momente  K .  c  und  eine  in  die  Achsenrichtung  selbst  fallende  Einzel- 
kraft K.  Letztere  bringt  eine  gleichförmig  über  die  Querschuittsfläche  F 
vertheilte  Druckspannung  von  der  Grösse: 

9   -  ^ 
»  —  F 

pro  Flächeneinheit  hervor.    Indem  man  diese  Spannung  der  von  dem  Biegungs- 
momente K .  e  herrührenden  grössten  Zugspannung: 

Äj  =  "öp-  .  Kt 

gleichsetzt,  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Grösse  e  die  folgende  Gleichung: 

A  £  =   w      oder 


%  F  wF 

Wenn   der  Querschnitt    ein   Rechteck  ist    von   der  Höhe   b  =  2w,    so   ist 

%  =  zu  setzen,  und  es  wird : 

=  A 

^        G  ' 
Bei  dieser  Grösse  des  Hebelarmes  e  findet  in  der  Quorschnittsfläche  überall 
nur  Druckspannung  statt,  welche  an  dem   einen  Ende  des  Querschnitts  den 

Werth  Null,  am  anderen  Ende  den  Werth  S=2  ^-  pro  Flächeneinheit  annimmt. 

Das  obige  Resultat  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Kraft  K  die 
der  Achsenrichtung  parallele  Seitenkraft  einer  unter  beliebigem  Neigungs- 
winkel gegen  die  Querschnittsfläche  wirkenden  Druckkraft  R  bildet,  da  die 
andere  —  der  Querschnittsfläche  parallel  wirkende  —  Seitenkraft  von  R,  als 
Abscheerungskraft  wirkend,  bei  obiger  Berechnung  der  Zug-  und  Druck- 
spannungen unberücksichtigt  gelassen  werden  darf. 
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Für  den  in  Fig.  388  dargestellten  Fall  hat  man  hierin  (nach 

§  112)  die  Werthe:  H=  0,1287  .  ^h\    V=  0,0743  .  ^h\    ^  =  | 

zu  substituiren,  und  wenn  man  zugleich  —  wie  im  vorigen  Para- 

5 
graphen  geschehen  —  Yi  =  x  T  setzt,  so  erhält  man  den  Werth: 

4)  -|-=0,35. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  den  in  Fig.  389  darge- 
stellten  Fall,   indem  man;    H  =  0,375  .  7 A%    F  =  0,2165  .  ^h\ 

-,  =  -s-,   Yi  =  A  T  setzt,  den  Werth. 
h        6  4 

5)  y-0,5. 

Bei  der  auf  solche  Weise  berechneten  Fiittermauer  würde  die  grösste 
in  derselben  hervorgebrachte  Druckspannung  pro  Fliicheneinheit  zu  berechnen 
sein  aus  der  Gleichung: 

Bei  sehr  grosser  Höhe  der  Mauer  würde  man  den  obigen  Werth  mit  der 
practisch  zulässigen  Druckspannung  des  Materials  zu  vorgleichen  haben,  und 
falls  eine  Ueberschrcitung  dieser  Grenze  sich  herausstellen  sollte,  die  Mauer- 
stärke entsprechend  zu  vcrgrössern  haben. 

§  115. 
Erddrack  gegen  geneigte  Mauerflftchen. 

Bei  dem  in  Fig.  392  dargestellten  Falle  weicht  die  Richtungs- 
linie des  activen  Erddruckes  um  den  Winkel  e-f-?  von  der  Hori- 
zontalen ab,  und  schliesst  demnach  mit  der  Gleitfläche  A  C  don 
Winkel  0  —  (e  -}-  ?)  ei^^-  Nach  der  Theorie  der  schiefen  Ebene 
nimmt  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  gegen  Hinabgleiten  des 
Erdprisma  ABC  für  diesen  Fall  die  folgende  Form  an: 

l)O  =  /)cosl0-(s  +  9)l+/lQcos04-/)8in[Ö— (e  +  9)]|  — QsinO. 

Wenn  man  hierin /= ^-  setzt,  so  erhält  man  durch  Auflösung 

•^        cos  <p 

dieser  Gleichung  für  D  den  Werth: 

2)    D  =    -  -^-®HL(^— .?) 

coslO  — (8-f.2cp)r 

Das  Gewicht  des  Erdprisma  ABC  hat  nach  Fig.  392  die 
Grösse:  ,,.  ,, 

^)     Q  -     "2       +2tgO' 


Erddmck  gegcu  geneigte  Mauerflächeo. 


und  nach  Substitution   dieses  Ausdruckes   kann 
geltenden  Gleichung  die  folgende  Form  gehen 
ß  =  X^ H"i? 


4) 


cosIO  — (e  +  29)l 


Fi)     T)  —       T"  ^=  y 


T;  A'  C03  9 


1- 


|tg« 


^•(**  +  i^)  °'''='- 

-!(««= +^\) 


+  l«(.  +  2?) 


Ilicnn   ist  für  die  Grosse   tg  6 
Flg  393 
L1I£L 


6)    Fix)  -. 


c+(i- 


derjenige  Werth  ein7U8etzen  für 
weichcn  D  ein  Maxi 
mum  wird  Wenn 
man  -~r  ^=  a.  setzt, 
so  kann  das  Product 
der  beidLD  eingtU  im 
inerten  Puctorcn  als 
Function  von  x  mit 
F{x)  bezeichnet  wer 
den  und  wenn  man 
zugleich  abkurz ungs 
weise  tg  !p  :^  1, 
lg  (.  +  2  ,)  =  «, 
tge  ^  C  setzt  80 
wird 
AC)x—  i^' 


.  +  B 


Indem  man  den  Differenzialquotienten  dieser  Function  gleich  Null 
setzt,  erhält  man  eine  Gleichung*),  welcher  man  die  folgende  Form 
geben  kann: 
7) 


C+il-AOx 


(\  —  AÜ)--lAx 


x+B 

UDd  wenn  man  den  auf  der  rechten  Seite  stellenden  Ausdruck  fiir 
F{x)  in  Gleichung  5)  suhstituirt,  so  erhält  man  die  Gleichuug: 

^)    ^=   9-l4^--i(l--4C-2^x),    oder: 

")  «=,-.i?:^-^(tsV*=-'^)- 


•)  Wenn 
sind,  so  fahrt  das  Null-Setzi 
der  Gleichung;        =  -^^  • 

Rliter,  IngoDlenr-MicIunlk. 


2cos(e4-29)V 

Bruch  ist,  dessen  Zähler  und  Nenner  Functionen  von 

des  Differenzialquotienten  dieses  Bruches  z 


■il 


tet  SMta<T  Afcirtwin     $  115. 

Die  Gröu«  x  ist   nach  Gleicbni^  7<  zn  berechneo.  welcher 
iD»n  aach  die  folgende  Form  geben  kann: 

-2Bx  =  4—  "^i  -  BC. 


Dorch 

11)  ;t 

=  -t(? «  + 

-B- 

rhill 

msn  fnr 

C 
vi 

en  Ausdruck; 

.4 

-  B  C,     oder: 

1-i)     a; 

'-r«  = 

+  .-t 

ir_- 

^^'-t«(«  +  -*=)tEi. 

,  ■;-/  ■ 


Wenn  z.  B.  =  =  *'   nnd  t  =  I  j*  ist, so  wird:  j  =  0^|j«  und  D  =  0,199S.7Ä'. 

FOr  die  beiden  Seitenkräfie  dr-i  Erddmcke«  erfcben  sich  hiernach  die  Werlhf: 

tlg.  393.  13)    //=7>co8(t  +  3) 

C^.  ^-  DanKt"  =^t~,Hl3.^h\ 

";^^.  .        14)     r  =  D«a(<+i?) 

P  ^,^-    ■      ■        =D8iiii5*  =  0,m3.T*'. 

,<'''  ,         .       .'.  Die    Gleichung   2^ 

-"^^^  '.  ■  -   kann  auch  für  den  in 

T      "  '     .  Fig.  393   dargesteiltpn 

I  -      -      '     zur     Berechnung    (Jos 

/;-  ■      .        .    ■  .        F.rddruckes       benutzt 

werden.      Für    diesen 

Fall    hat    man    nach 

.;■■/  ;  ■■  Fig.  393: 

'■./;:•■,■:■  15)«  =  !^«'^ 

■'■/[  ■','■'-■■  T      k 

/.-,,.'        .  2    C08E  ^^ 

.  ^    .  ■      j__'_  -        '      zu   setzen   und  die  in 

'      der   Figur    mit   z  be- 
zeichnete Grösse  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

iß\     =  —  A    _.  I _'      oder: 

^"'•'      Ali  sin(fJ-9) 

^^      /,_cos(N--.)     _ 
C08E  sin('l  —  y) 
Nnch  Substitution   des   letzteren  Werthes  erhält  man  für  das  (io- 
wicht  Q  den  Ausdruck: 

und  mit  Itenutzung  desselben  knnn  man  der  Gleichung  2)  unnmciir 
die  folgende  Fonn  geben: 
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19^    D  =    T^'cos(y  — e)cos(0-£)  ^     ^^^^. 

20)  D  =  T^'^Q^y-e) .  / 1 \ . 

2  cos  e^  |cos2cp-|"^gC^  —  e)sin2cpj 

Man  erkennt  an  der  Form  dieses  letzteren  Ausdruckes,  dass 
(wie  in  §  100)  auch  hier  wieder  0  gleich  9  zu  setzen  ist,  und 
wenn  man  diese  Substitution  in  Gleichung  19)  ausführt,  so  erhält 
man  für  D  den  Werth: 

21)  D=^*^^V=Ä- 

^  2  cose'*cos(cp -f- e) 

Wenn  man  auch  hier  wieder  ©  =  30**  upd  8  =  15**  setzt,  so  wird  D=zi-,  _ . 

|/  2   ' 
und  es  ergeben  sich  ffir  die  beiden  Seitenkräfte  des  Erddruckes  die  Werthe: 

22)  H=  D  cos(ö  +  e)  =  r4=  =  -■-^. 

1/22 

23)  V  =  D  8in(«)  +  e)  =  :^  =  -^— . 

^1/2  2 

Für  ?p  =  30"  und  6  =  — 15**  erhält  man  auf  gleiche  Weise  die  Werthe: 
D  =  0,278. TÄ2  und: 

•24)      H  =  Dcos (9  -  e)  =  0,26855  . y  Ä', 

25)       V  =  D  sin  Cf  —  e)  =  0,07295 .  y  ä^. 

§  116. 

Berechnong  einer   Futtermauer   tob  trapezförmigem  Quer- 
schnitte« 

Das  Gewicht  der  Futtermauer  ist  nach  Fig.  394  zu  berechnen  * 
aus  der  Gleichung: 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  der  Gleichung  1)  des  §  1 1 3  substituirt, 

so  erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  das  Verhältniss    .- 
den  Werth: 

Wenn  man  hierin  e  =  15*»  =e,  und/,  =tg30"  =:i-7t-  setzt,  so  erhält 

y  3 

man  mit  Benutziuig  der  Gleichungen  22)  und  23)   des  vorigen  Paragraphen, 

5 
indem  man  zugleich  wieder  y,  =  Vt  setzt,  für  den  in  Fig. 393  dargestellten 

Fall  den  Werth : 


3)      1^  =  0,56, 


91* 

<w  1 


«t  StclMtrt  AbMfcain.    9  IIS. 

imd  wenn  »m  <!ni  uuWm  31«]  mü  Beibchaltim);  der  ftbrigm  ZaUenvertbf 

1  -  -  —  !->'  s«tzt,  M  erbiUi  Maa  nit  BcMtsmif  der  Gfäebangen  Z4)  mA  ^>) 

de*  voT^Hi  Paragraphen  den  Wenb: 

Die  Skberbeit  da  Glekhgewicbu 
(«^en  Gleiten  erfordert  demiucb, 
du*  die  wiiUicbe  SUrke  der  Mmipt 
an  der  Balis  in  enteren  Falle  grüster 
ab  0^ .  h,  im  letzteren  Falle  grOucr 
alt  0^377 .  k  gewihlt  werde. 

,  "  L'm  denjenigen  Wertb  von  b 

I  -  zn  finden,   welcher  der  Bcdin- 

/  gong  des  Gleichi^ewidites  gegen 

f  ,_,.  j_  Drehung  entspricht,   hat  man 

£  wiederum  das  in  §  1 14  erklärt« 

-^■^  1  y,^^^^;-,'- Verfahren  anzuwenden,  und  er- 

hält nach  Fig.  395,  indem  man 
die  algehraiHchc  8uinme  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  dyn 
I>rr-hinnikt  ./  gleich  Null  setzt  die  Gleichung; 


Wenn  man  abkürznngs weise  den  Ausdruck 

2  P' 
-ry  —  tgs  "oit  «  bezeichnet,   ao  kann 

man   dieser  Gleichung   auch  die  folgende 
Form  geben: 

^)  (!)"+^(l)(«+T) 

und  erhält  durch  Auflösung  dieser  Glei- 
chung für  das  Verhältniss  y  den  Wcrth: 


'+^-)+V(^+%"f+-}!l>-+'>^'+^ 


Einflnss  der  Erediütterungeii.  325 

Hit  Belbehftltung  der  oben  aagenommenea  Zahleuwerthe  erhält  mau  aus 
dieser  Gleichung  für  i  =  +  15°  den  Werth: 

8)  -J-  =  0^, 

und,  wenn  man  ein  anderes  Mal  i^  — 15"  setzt,  so  erhält  man  den  Wertb: 

9)  -^  =  0,084. 

Bei  VergleichuDg  dieser  Werthe  mit  den  oben  in  Gleichung  3)  und  Gleichung  4) 
gefundenen  Zahle nwerthen  erkennt  man,  liass  in  beiden  Pilllen  die  Siclierhcit 
des  Gleichgewichtes  gegen  Giflitw  hinsichtlich  der  wirklich  zu  wilhlendcn  Mauer- 
stärke den  Ausschlag  gicbt. 

Wenn  -r- ^  tgi-|~tg'i  wird,  so  geht  der  trapezförmige  Querschnitt  in 
einen  dreieckigen  Querschnitt  über.  Die  Gültigkeit  der  oben  gefundenen  Glei- 
chungen ist  daher  stets  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  der  berechnete  Werth 
des  Yerhältnisses  -.-  nicht  kleiner  als  tgi-j-tgc,  ausfallt. 


§  117. 
Elnflusa  der  Erschütternngen. 

In  §  97  wurde  berüits  erklart,  dass  die  Bestimmmig  der  wirk- 
lichen Grösse  des  Erddruckes  eiue  Aufgabe  ist,   welche  im  Ällge- 
Plg,  3ge.  meinen  der  Rechnung 

^ "■  * »     sich    entzieht;     dasa 

vielmehr  immer   nur 
gewisse  Grenzwerthe 
sich  ermitteln  lassen, 
von  welchen  man  be- 
haupten   darf,    dass 
'  die  Grösse  des  wirk- 
lichen Erddruckea  zwischen  denselben  liegen  muss.    Die  Bedeutung 
dieser  beiden  Grenzwerthe  kann  man  sich  mittelst  der  beiden  Figuren 
^    gg^  396  und  397  veran- 

.  , schauhthea       Denkt 

man  sich  die  beiden 
parallelepipedischen 
Blocke  zwischen  wel- 
chen die  Erdmasse 
sich  befindet  das  eine 
Mal  in  der  Richtung 
nach  aussen  hm  um  eine  unendbch  kleine  Strecke  verschoben  und 
dann  festgelegt,  so  gelangt  mau  zu  dem  lu  Ifig   396  daigestellten 


K»  »ccbater  Abiehniti.    ^  117. 

Falle  a..->s  activen  Krd-Iruck.;-.  Für  diesen  Fall  ist  (nacli  §  112. 
(j|<;ii;lmiiij  Vi)  di:r  wirkliclie  Ki-ddruck  zu  bcrectiiiun  aus  der 
<ili.'iclimif.': 

Wenn  man  sicli  ein  anderes  Mal  die  beiden  lllücku  um  eine 
uia-ndlieli  kleine  Strecke  nach  innen  bin  versi-liobcn  und  dann  tnt- 
(;e|et;t  ilenkt,  so  erhalt  mau  den  in  F'ig,  397  dargestellten  Fiill 
<leu  passiven  F^i-ddruekeH.  Für  diesen  Fall  ist  der  wirkliche  Frd- 
druck  /.u  hereclmen  au«  der  Gleichung: 

2,    V,-^  7*' 1/1+7- 

4(-/+V'+^*) 

welche   man   iiuh  der  vorhergehenden  ableitet,   indem   man   darin 

die  (flösse  -(-/   mit  der  Orusse  — /  vertauscht     Die  liichtungs 

„,     „„„  Iime  des  Erddruekes 

Pig  398 

weicht  in  dem  erbte- 

^"j  len  Falle  nach  oben, 

■^  in  dem  letzteren  nadi 

/  unten    bm    um    den 

j  Ucibungswinkel  f  >oii 

'  der  Honzontalen  ah 

Wenn  man  beispKUwtibt    f — tg  30° —   -       set^it,  so  wird 

i>,  =  0,1480. -jÄ'  und  i),  ^5,048.  yA'.  Das  Verlmltnisa  des 
passiven  Fiddiuckcs  xa  dem  activen  hat  demnach  in  diesem  Falle 
die  (irüsse: 

3)     ^^'  =  33,U7. 

Itei  dem  Uebergango  aus  dem  activen  Zustande  in  den  passiven 
würde  also  der  Druck  nahezu  auf  das  34-fache  sich  steigern,  und 
zugleieh  die  llichtiingsliiiie  desselben  um  einen  Winkel  von  60" 
sicli  drehen. 

Muu  erkennt  an  diesem  Iteispielo,  dass  die  Schätzung  des 
wirklielien  Druckes  in  einem  bestimmten  vorliegenden  Falle  mit 
einem  betrachtliehe»  Grade  von  Unsicherheit  behaftet  ist,  so  lange 
nicht  diu  Art  und  Weise  genau  bekannt  ist,  auf  welche  die  Erd- 
luassu   in   den   gegebenen  Zustand   gebracht  wurde.     Die   beidcu 


Eiufluss  der  Erschüttcruugeu.  327 

Figuren  396  und  397  reprjlsentiren  künstlich  hervorgebrachte  Span- 
nungszustände  der  Erdmasse,  welche  als  Abweichungen  von  einem 
gewissen  mittleren  natürlichen  Zustande  derselben  betrachtet  werden 
können.  Als  solcher  natürlicher  Zustand  wird  derjenige  anzusehen 
sein,  bei  welchem  die  Druckrichtung  weder  nach  oben  noch  nach 
unten  hin  von  der  Horizontalen  abweicht,  oder  derjenige  Zustand, 
welcher  dem  Werthe  ^  =  0  entspricht  (Fig.  398).  In  diesen  natür- 
lichen Zustand  wird  die  Erdmasse  übergehen,  sobald  durch  Er- 
schütterungen (z.  B.  durch  Hammerschläge  gegen  die  Platte,  welche 
der  Erdmasse  als  Unterlage  dient)  der  Einfluss  der  Reibung  ganz 
zum  Verschwinden  gebracht,  und  in  Folge  dessen  jener  künstliche 
Spannungszustand  aufgehoben  wird.  In  allen  solchen  Fällen  also, 
wo  die  Erdmasse  starken  Erschütterungen  ausgesetzt  ist,  wird 
man  den  Erddruck  nach  der  für  hydrostatischen  Druck  geltenden 
Gleichung: 

zu  berechnen  haben,  in  welche  die  Gleichungen  1)  und  2)  über- 
gehen, sobald  darin  der  Reibungscoefficient  /  gleich  Null  gesetzt 
wird. 

Auf  diesen  Umstand  hat  man  bei  der  Berechnung  der  Futter- 
mauern Rücksicht  zu  nehmen.  Nur  dann,  wenn  im  Innern  der 
Erdmasse  ein  gewisser  Grad  von  Cohäsion  stattfindet,  wird  man 
darauf  rechnen  dürfen,  dass  jener  dem  activen  Drucke  entsprechende 
Spannungszustand  auch  bei  Erschütterungen  noch  fortdauert.  An- 
dernfalls wird  es  erforderlich  sein,  entweder  durch  Wahl  einer 
grösseren  Mauerstärke  oder  durch  künstliche  Hervorbringung  einer 
gewissen  Cohäsion  in  dem  angrenzenden  Theile  der  Erdmasse  die 
gehörige  Sicherheit  der  Stabilität  herzustellen. 


Siebenter  Abschnitt 

Theorie  der  Stiitzlinien  und  Berechnung 

der  GewSlbe. 


Fig.  399. 


§  118. 
Sttttzlinien  nnd  Belastnngslinien.  *) 

Jjei  dem  in  Fig.  399  dargestoUten,   an   zwei  festen  Punkten 
unterstützten  Körper  ist  die  Bestimmung  der  von  den  beiden  Unter- 
stützungspunkten      ge- 
leisteten    Gegendrücke 
eine   unbestimmte  Auf- 
gabe, insofern  die  Gleich- 
gewichts -  Bedingungen 
nur  erfordern,  dass  die 
Richtungslinien     dieser 
beiden  Kräfte  mit  der 
Richtungslinie   des  Ge- 
wichtes G  in  einem  Punkte 
zusammentreffen.  Dieser 
!  Bedingung  kann  auf  un- 
endlich   viele    verschie- 
dene Arten  Genüge  ge- 
leistet werden,   und  je 
nachdem  für  den  Durchschnittspunkt  jener  drei  Kräfte  eine  höhere 
oder  tiefere  Lage  angenommen  wird,  ergeben  sich  für  die  beiden 
Gegendrücke  andere  Grössen  und  Richtungen. 

Jene  Aufgabe  hört  jedoch  auf,  eine  unbestimmte  zu  sein, 
sobald  auf  die  in  Fig.  400  angedeutete  Weise  der  Köi-per  durch 
einen  Verticalschnitt  in  zwei  getrennte  Hälften  zerlegt  ist,  welche 


*)  Vergl.  Schwedler's   „Theorie   der  Sttttzlinie"   (Berliner  Zeitschrift 
für  Bauwesen,  Jahrgang  1859). 
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in  einem  bestimmten  gegebenen  Punkte  C  der  Schnittfuge  einander 
gegenseitig  berühren  und  unterstützen.    Für  den  Druck,  welchen 

die  beiden  Hälften   an 
3^8.400.  dieser    Stelle    auf   ein- 

W         W  ander  gegenseitig  über- 

tragen, ergiebt  sich  bei 
der  hier  vorausgesetzten 
Symmetrie  eine  horizon- 
tale Richtungslinie,  und 
die  Grösse  dieses  Hori- 
I  zontaldruckes  H  würde 
man  berechnen  können, 
indem  man  bei  einer 
von  den  beiden  Hälften 


^<       A 

/____^ 

X- 

>  ^ 

/ 

^^ 

c 

r-y 

^- 

> 

. ..  .:i 

' 

' 

r 

' 

^ 


-f 
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die  statischen  Momente  der  beiden  Kräfte  H  und  -^  in   Bezug 

auf  den  betreffenden   festen  ünterstützungspunkt  einander  gleich 

setzt  (oder  auch,  indem  man  die  Kraft  H  so  wälilt,  dass  die  Mittel- 

C 
kraft  von  den  beiden  Kräften  H  und  -^  durch  den   betreffenden 

festen  Unterstützungspunkt  hindurchgeht). 

Mit  der  Lage  der  drei  Punkte  A^  B,  C  ist  zugleich  auch  die 
Lage  der  Stelle  M  festgelegt,  an  welcher  in  irgend  einer  beliebigen 
anderen  hindurchgelegten  verticalen  Schnittfuge  die  beiden  angren- 
zenden Theile  des  Körpers  einander  gegenseitig  würden  unterstützen 
müssen  (Fig.  401).  Man  findet  diese  Stelle  M^  indem  man  den  Durch- 
schnittspunkt con- 
^"       *  struirt,  in  welchem 

jene  Fuge  von  der 
Mittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  H  und  Q 
(oder  auch  von  der 
Mittelkraft  der  bei- 
den Kräfte  W  und 
F)  geschnitten  wird. 

Denkt  man  sich 
ausser  jenen  zwei 
(in  Fig.  401  ange- 
gebenen) Schnittfugen  auch  an  allen  übrigen  Stellen  verticale 
Schnittfugen  hindurchgelegt,  und   auf  solche  Weise  den  Körper 
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Flg.  402. 


A 


r 


1 


*-ä;^ 


♦    t    •    ♦    » 


I    I 


..    .    i 


(dessen  rechtwinkelig  zur  Bildfläclio  gerichtete  Dimension  überall 
gleich  gross  vorausgesetzt  wird)  in  ein  System  von  unendlich  dünnen 

Platten  oder  Streifen 
zerlegt,  so  erkennt 
man,  dass  mittelst  des 
oben  erklärten  Ver- 
fahrens für  jede  ein- 
zelne dieser  Schnitt- 
fugen die  Lage  des 
Stützpunktes  ermit- 
telt werden  kann,  und 
dass  der  Inbegriff  aller 


M 


♦  --. 


Fig.  403. 


dieser  auf  solche  Weise   ermittelten   Stützpunkte   nunmehr  eine 
stetig  gekrümmte  Linie  A  CB  bilden  wird  (Fig.  402).    Diese  krumme 

Linie  wird  die  Stütz- 
linie  genannt. 

Man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  die  Form 
dieser  Stützlinie  keine 
Aenderung  erleiden 
wird,  wenn  an  irgend 
einer  Stelle  der  zwi- 
schen zwei  benach- 
barten Schnittfugen 
befindliche  Streifen  vertical  aufwärts  oder  vertical  abwärts  um  eine 
beliebige  Strecke  verschoben  wird  —  vorausgesetzt,  dass  diese  Ver- 
schiebung innerhalb  der 
durch  die  Lage  der  Stütz- 
punkte 3/,  N  bedingten 
Grenzen  bleibt(Fig.403). 
Denkt  man  sich  die 
sämmtlichen  Streifen  so 
weit  nach  oben  vei'scho- 
ben,  dass  die  untere  Be- 
grenzungscurve  des  gan- 
^  zen  Systems  duixh  die 
Stützlinio  selbst  gebildet 
wird,  so  erhält  man  in 
der  oberen  Begrenzungscurve  eine  Linie,  welche  in  ihrer  Form 
das  Gesetz  erkennen  lässt,  nach  welchem  die  Totalbelastung  über 


Fig.  404. 


/> 


E 


s» 


L^ 
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Fig.  405. 


die  Horizontalprojection  vertheilt  ist.  Diese  obere  Begrenzungs- 
curve  DE  wird  die  Belastungslinie  genannt  (Fig.  404).  Man 
erkennt,  dass  die  Form  dieser  Belastungslinie  nach  einem  be^ 
stimmten  Gesetze  von  der  Form  der  StUtzlinie  abhängen  wird,  sowijB 
umgekehrt,  dass  die  Form  der  StUtzlinie,  welche  einer  gegebenen  Be- 
lastungslinie entspricht,  durch  die  Form  dieser  letzteren  bedingt  wird. 
Die  Stützlinie  AB  kann  auch  gedeutet  werden  als  labile  Gleich- 
gewichtsform einer  gewichtlosen  Kette,  deren  Belastung  nach  dem 
durch  die  Belastungscurve  veranschaulichten  Gesetze  über  die  Hori- 
zontalprojection dersel- 
ben vertheilt  ist.  Denkt 
man  sich  die  ganze 
Figur  in  der  umgekehr- 
ten Lage,  so  erhält  man 
die  stabile  Gleichge- 
wichtsform derselben 
oder  die  Form,  welche 
die  hängende  Kette  bei 
jenem  Belastungsgesetze 
annehmen  würde  (Fig. 
405).  Es  ist  daher  bei 
dem  Aufsuchen  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den  beiden  Curven 
AB  und  DE  stattfinden,  gleichgültig,  ob  man  dabei  von  der  labilen 
oder  von  der  stabilen  Gleichgewichtslage  ausgeht  —  ob  man  die 
Linie  AB  als  StUtzlinie  oder  als  Kettenlinie  behandelt. 


Fig.  406. 


§  119. 
Krfimmnngshalbmesser  der  StUtzlinie. 

Wenn  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  gerichtete  Dimension 
des  Belastungskörpers   als   Längeneinheit,   und   das   Gewicht  pro 

Cubikeinheit  des  Bela- 
stungsmaterials als  Kraft- 
einheit gewählt  wird,  so 
ist  nach  Fig.  406 : 

1)  dQ  =  z  ,  dx 
zu  setzen,  und  für  die 
Belastung  des  ganzen 
Kettentheiles  MS  er- 
giebt  sich  hiernach  der 
Ausdruck : 
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/' 


2)     Q=  l  z.dx. 


Fig.  407. 


Nach   der  in   Fig.  407    gewählten   Bezeichnungsweise    erhält 

mau  nunmehr,   indem   man   sich  den  Gleichgewichtszustand   des 

Kettentheiles  MS  auf  die 

in   Fig.  408    angegebene 

Weise  veranschaulicht,  die 

Gleichungen : 

V 
3)    tg  a  =  -^  = 


\  z,dx 


_  dy 


■vN     -       -A 


t  und  für  den  zweiten  Diffe- 
renzialquotienten    von   y^ 
nach  X  genommen,    ergiebt  sich   aus   der  letzteren   der   Werth: 


Fig.  408. 


4) 


dx'' 


H' 


Nach  Fig.  409  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser für  den  Punkt  AI  der 
Stützlinie  zu  berechnen  aus  der  Glei- 
chung : 

5)     f  ,  da  =  ds  = 


cos  a 


Wenn  man  hierin  für  da  den  aus  der  Gleichung:  dtga  = 


da 


Fig.  409. 


cos  a^ 

zu  entnehmenden  Werth  einsetzt,  so  erhiilt 
man  für  den  Krümmungshalbmesser  den 
Ausdruck: 

^     ^        cos  a*  d  tg  a  ' 

welchem  man  nach  Substitution  des  in  Glei- 
chung 8)  angegebenen  Werthes:  tga  =  -3*^- 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


7)       p=:=- 


dx 


cos 


dy 


••^© 


3  /d^y 


'.) 
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Hierin  ist  für  den  Differenzialquotienten  -v-^-  der  in  Gleichung  4) 
gefundene  Werth  einzusetzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

8)  P=         ^     3- 

^     ^        «  .  cos  a' 

Für  x  =  0  wird  a  =  0  und  z  =  z^.  Wenn  also  mit  E  der 
Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes  bezeichnet  wird,  so  ist: 

9)  i?  =  ^ 

ZU  setzen.  Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  für  die  überall  gleich 
grosse  Horizontalspannung  der  Werth: 

10)  H=R.z,. 

Die  Horizontalspannung  ist  demnach  gleich  dem  Producte  aus  der 
Belastung  pro  Längeneinheit  am  Scheitelpunkte  in  den  Krümmungshalb- 
messer an  dieser  Stelle.  Wenn  man-  den  obigen  Werth  für  H  in 
Gleichung  8)  substituirt,  so  erhält  man  für  den  Krümmungshalb- 
messer die  Gleichung: 

11)  p=     ^'^\^ 
^     ^         2J .  cos  a^ 

welche  man  einerseits,  bei  gegebenem  Gesetze  der  Lastvertheilung, 
zur  Construction  der  StUtzlinie;  andererseits  —  indem  man  die 
Gleichung  für  z  auflöst  —  bei  gegebener  Stützlinie  auch  zur  Con- 
struction der  zugehörigen  Belastungslinie  benutzen  kann. 

§  120. 
Kreisbogen  als  StfitzUnie. 

Wenn  als  Stützlinie  ein  Kreisbogen  vom  Halbmesser  R  gegeben 
ist,  so  hat  man  p  gleich  R  zu  setzen  in  der  am  Schlüsse  des  vo- 

Pig  410.  ^^Sß'i  Paragraphen  gefunde- 

nen Gleichung,  welche  als- 
dann für  z  aufgelöst  die 
folgende  Form  annimmt: 


1)    z== 


'0 


COS  a' 


Diese  Gleichung  kann  man 
auf  die  in  Fig.  410  ange- 
deutete Weise  zur  Construc- 
tion der  zugehörigen  Be- 
lastungslinie benutzen,  indem 
man   zunächst   die   Strecke 
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AIQ  = 


dann  ML  = 


'0 


cosa' 


und  liierauf  MN  =  — 


cosa 


2) 


^r-l 


y 


cos  a 
construirt. 

Bei  Anwendung  dieses  Verfahrens  findet  man,  dass  die  Fomi 

der  auf  solche  Weise  construirten  Belastungslinie  abhängt  von  der 

Wahl  der  Grösse  z^,. 

oder  von  der  Walil 

der  Yerhältnisszahl : 

welche  letztere  der 
^Modulus^   genannt 
wird.     Wie    die    in 
Fig.  411      beispiels- 
weise  für   die    drei 
Fälle:        A  =  10. 
i4  =  3,  A=-  l   aus- 
geführten Construc- 
tionen  zeigen,   wen- 
det die  Belastungs- 
linie in  der  Gegend 
ihres   Scheitelpunk- 
tes die  convexe  Seite 
nach  obep,  wenn  A 
gross  ist,  die  concave 
Seite  dagegen,  wenn 
A   klein   ist.       Der 
Uebergang  aus  der 
convexen  in  die  con- 
cave     Form       ent- 
spricht dem  Grenzfalle  A  =^  3,   für  welchen  der  Krümmungshalb- 
messer der  Belastungslinie  im  Scheitelpunkte  unendlich  gross  wird. 

Mit  Benutzung  der  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Krümmungshalbmesser 
abgeleiteten  Gleichung  und  Anwendung  derselben  auf  die  Bclastungslinic  wQrde 
man  für  den  Krümmungshalbmesser  derselben  im  Scheitelpunkte  den  Worth 
erhalten : 

3)      -"  ^ 


K  = 


3 -Po  —  -R 


R 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  fft  unendlich  gross  wird,  wenn  -     =r3  ist,  ferner 

R  R 

dass  Ä  positiv  wird,  wenn        <  3,  und  negativ,  wenn    -  -  >•  3  ist 


StÜtzlinie  far  gerade  horizontale  Belastangslinie. 


SSo 


§  121. 

Stfitzlinie  für  gerade  horizontale  Belastnngslinie. 

Nach  Fig.  4D7  ist  für  den  in  Fig.  412  dargestellten  Fall  liber- 
al 1  ,r  =•  y  zu  setzen;  die  am  Schlüsse  des  §  119  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser der 
Stützlinie  gefundene  Glei- 
chung nimmt  demnach 
für  diesen  Fall  folgende 
Form  an: 


Fig.  412. 
J  O 


y.-xr 


H"^. 


1)    p  = 


y  cos  a' 


Um  die  Grösse  y  als 
Function  des  Winkels  a 
darzustellen,  hat  man  die 
Gleichung  4)  des  §  119, 
indem  man  darin  ebenfalls 
z  =  y  setzt,  auf  beiden  Seiten  mit  2dy  zu  mnltipliciren  und  hier- 
nach die  Integration  derselben  auszufühi*en.  Man  gelangt  alsdann 
zu   den  nachfolgenden  Gleichungen: 

^^y  _  y 


2^    ^.^  =  . 


d^^ 


dy 


Für   a?  ==  0  ist  y  =  y^  zu   setzen.     Da  ferner    ,  -  =-  tg  a  ist, 

und    a=0  wird  für  «  =  0,   so  ist  die  Constante  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

5)    0  =  ^  -f-  Const. 

und  man  erhält,  indem  man  die  letztere  Gleichung  von  der  vorher- 
gehenden subtrahirt,  für  y  die  Gleichung: 


6) 


i^y\^_  y^yl  _ 


\dx/ 


H 


:=  tga',    oder: 


7)    y  =  V^+Ätga«. 
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Nach  Gleichung  10)  des  §  119  ist  hierin  H=  Rz^  oder  H=  Ry^ 
zu  setzen;  man  kann  daher  der  letzteren  Gleichung  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

8)  y  =  y«|^l+^tga% 

und  wenn  man  wie  im  vorigen  Paragraphen  das  Verhältniss 
—  =  —  wiederum  mit  A  bezeichnet,  so  wird : 

9)  y  =  y„  l/rqrXt^ 

Diesen  Weii;h  hat  man  nunmehr  für  y  in  Gleichung  1)  zu  sub- 
stituiren;  man  erhält  dann  für  den  Krümmungshalbmesser  der 
Stützlinie  die  Gleichung: 

10)  p  = ,-?r- 

^         cosa'  l/l+^tga' 

Um  die  Ordinate  y  als  Function  der  Abscisse  x  darzustellen, 
hat  man  der  Gleichung  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 

11)  _^_ ^y 


Vh      VV-yl 

Wenn  man  y  -[-  \^y^  —  ^o  =  ^  setzt,  so  wird  der  auf  der  rechten 

Uli 

Seite  dieser  Gleichung  stehende  Ausdruck  gleich  —  ;  man  erhält 
also  durch  Integration  derselben  die  Gleichung: 

12)  y-  -  Ig(y  +  Vy'~=^t)  +  Const 

Da  y  =  y^^  wird  für  a?  =  0,  so  ist  die  Constante  zu  bestimmen 
aus  der  Gleichung: 

13)  0  =  lg  ^0+ Const, 

und  man  erhält  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vor- 
hergehenden, indem  man  zugleich  statt  der  Differenz  der  Loga- 
rithmen den  Logarithmus  des  Quotienten  setzt,  die  Gleichung: 


16)    .V»,f  +  |/p.)'_,. 
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Aus  dieser  letzteren  Gleichung  ergibt  sich  für  den  Quotienten    ^ - 
der  Werth:  ^" 


X 


16)  ä^=^\(ey--+ry"). 

I/o  ^ 

Wenn  man  nunmehr  wiederum  H  =  Äy^  setzt,  so  kann  man  den 
(fleichungen  14)  und  16)  auch  die  folgenden  Formen  geben: 


17)   a>=VRy..kg-\-y{j-)'-v. 


18)    y=  ^''- (e^"*"*"  +  e    ^*''"). 


._  Vi< 


Für  R=yn  oder  A—1  ergiebt  sich  aus  Gleichung  9)  der  Werth  ,y  =  , 

und  wenn  man  hierin  cosa=:— -  setzt,  so  kann  man  jener  Gleichung  für  diesen 
Fall  auch  die  folgende  Form  geben: 

19)     ^  =  yo. 

Da  der  Zähler  y  dx  die  Belastung  des  Bogen-Elements  ds  bildet^  so  stellt 
der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  die  Belastung  pro  Längen- 
einheit des  Bogens  dar,  und  da  auf  der  rechten  Seite  die  Constante  ?/o  steht, 
so  entspricht  der  Werth  A=^\  oder  i2=.v„  dem  Falle  einer  gleichförmig  über 
die  Bogenlänge  vcrtheilten  Belastung. 

§  122. 
Evolute  der  Stiitzlinie. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Krümmungshalbmesser 
der  Stiitzlinie  gefundenen  (ileichung  10)  kann  man  auch  die  fol- 
gende Form  geben: 

1)     p  =  Ä(l  4-  ^  tga')"^  cos  a"^ 

Indem  man  diese  Gleichung  differenziirt  erhält  man  für  den  Diflle- 
renzialquotienten  von  p  nach  a  genommen  die  Gleichung: 

g.    rfp  ^  3^  sing  (1  -f  ^  tga^-)""^      ^}^lP^_+ A  ^«_!)~  ^ , 
^    da  cos  a*  cos  a*^ 

welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Grösse  (1  -j-i4tga^)~' 
aus  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  entnehmenden  Werthes  auch 
die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 

Q\     ^P  t      /o        i4p'co8aS 

Ritter,  Ingenieur -Mechanik.  22 
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Fig.  413. 


Wenn  mit  p,  der  Kiünininngshalbniesser  der  Evolute  der  Stütz- 
linio  bczc'icliiM't  wird,  «o  findet  nach  Fig.  413  zwischen  den  beiden 

K  rünimungsbalbmesser  n       p 
und  p,  die  Beziehung  statt: 

4)    p, .  c2a  =  <fp     oder: 

dp 
P'  =  rfa  ' 

und  wenn  man  in  letzterer 
Gleichung  für  den  Differcn- 

zial-Quotienten -j*^  den  oben 

da 

gefundenen    Ausdruck    sub- 

stituirt,   so  erhält  man   für 

den  KrümmungshalbmeRser  der  Evolute  die  Gleichung: 


n\                  4.      /o       -^  P'  cos  a*  \ 
5)    P,  =  ptga(3 ^, ). 


Diese  Gleichung  zeigt,  dass  es  zwei  Werthe  von  a  giebt,  für 
welche  p^  gleich  Null  wird.  Der  eine  Werth  ist  a  =  0,  weil  für 
diesen  Werth  der  Factor  tga  gleich  Null  wird.  Um  den  andern 
Werth  a=0  zu  finden,  hat  man  den  eingeklammerten  Factor 
gleich  Null  zu  setzen,  wobei  man  zugleich  für  a  den  Werth  h  und 
für  p  den  diesem  Winkel  entsprechenden  Werth  p  =r  r  zu  substi- 
tuiren  hat.    Der  Winkel  0  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

ilr'cosO* 

6)  0  --^  3 ^2 

Für  den  Krümmungshalbmesser  r  erhält  man  aus  Gleichung   1), 
indem  man  darin  a  =  0  setzt,  den  Ausdruck: 

7)  r  =  R(l  +  A  tgO')"*  cosö-», 

und  nach  Substitution  desselben  kann  man  der  oben  für  0  gefundenen 
Gleichung  die  folgenden  Formen  geben: 

9)    0-3--j-^^-^gj^,-. 

Aus  dieser  letzteren  Gleichung  ergiebt  sicli   fiir  die  Grösse   tg  0 
der  Werth: 


10)    tgO='|/- 


2A 
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Fig.  414. 


Man  erkennt  an  der  Form  dieses  Ausdruckes,  dass  die  Grösse 

R 
tgO  iraagiucär  wird,  sobald  der  Modulus  A  =  —  kleiner  ist  als  3. 

Da  diejenigen  Stelleu,  an 
welchen  der  Krümmungs- 
halbmesser p,  den  Werth 
Null  annimmt,  die  Eck- 
punkte der  Evolute  bilden, 
so  folgt  hieraus,  dass  in 
solchen  Fällen,  wo  A  kleiner 
ist  als  3,  nur  ein  solcher 
Eckpunkt  vorhanden  ist,  in- 
sofern der  Werth  a  =  0 
in  diesen  Fällen  der  einzige 
Werth  von  a  ist,  für  welchen 
p,  =  0  wird  (Fig.  414). 

Wenn  dagegen  der  Mo- 
dulus A  grösser  ist  als  3, 
so  hat  die  Evolute  drei  Eckpunkte.  Der  eine  entspricht  dem 
Werthe  a  =  0  und   fallt  in  die  verticale  Mittellinie;  die  beiden 

anderen ,  welche 
resp.  den  Wer- 
then  a  =  -j-  0 
und  a  =  —  0 
entsprechen,  lie- 
gen seitwärts  von 
derselben  (Fig. 
415).  Um  den 
Krümmungshalb- 
messer r  zu  be- 
rechnen, hat  man 
in  der  Glei- 
chung 7),  welcher 
man  auch  die  fol- 
gende Form  geben 
kann : 


11)    ^  =  Ä|/^_^-— 


für   tgö    den    in   Gleichung   10)  gefundenen  Werth  einzusetzen; 
man  erhält  dann  die  Gleichung: 

22* 
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^  2AYA 

13)  .  =  yo(^-;ii^-^. 

^  2  1/^ 

Aus   den  beiden  Gleichungen  10)  und  13)  ergeben  sich  z.  B. 
die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe: 

^  =  25  10  3 

^    =  12,47  7,394  3 


^0 

tgO  =    0,6633  0,5916  0 

0  =  33'*  33'         30"  37'  0. 

§  123. 
Benutzung  der  Evolute  zur  Constrnctlon  der  Stfltzlinie. 

Wenn  man  in  der  für  den  Krümmungshalbmesser  der  Stüt^- 
linio  gefundenen  Gleichung  10)  des  §  121  für  den  Ilalbmosser  Ji 
seinen  Werth  Ay^  einsetzt,  so  kann  man  jener  Gleichung  aucli 
die  folgende  Form  geben: 

1)    _P.  =  .. i . 

yo       cos  a' V^l -f  ^  tg  a' 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  für  y„  =  1  und  A  =  25   die 
nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 

a  =  0"    5"     10"      15"     20"     25"     30"     35"     40"     45"     50"     56"      60" 
P-- 25  23,2    19,8    16,7    14,6    13,4    12,5    12,5     12,8     13,8    15,5     18,4     23. 

Jedem  dieser  Werthe  von  p  entspricht  ein  bestimmter  Krüm- 
mungsmittelpunkt  oder  ein  bestimmter  Punkt  der  Evolute,  welche 
in  diesem  Falle  drei  Eckpunkte  besitzt  (s.  Fig.  415).  Dieser  An- 
zahl der  Fxkpunkte  der  Evolute  entsprecliend,  kann  man  sich  die 
Krümmungsmittelpunkte  in  drei  Gruppen  zerlegt  denken,  von  denen 
die  eine  die  in  der  Nähe  des  mittleren  Eckpunktes  0  gelegenen 
Krümmungsmittelpunkte  umfasst,  und  die  anderen  beiden  diejenigen 
enthalten,  welche  resp.  um  die  beiden  seitwärts  gelegenen  Eck- 
punkte J,  J  sich  gruppiren.  Wenn  man  alsdann  jede  dieser  drei 
Gruppen  durch  einen  einzelnen  Krümmungsmittelpunkt  ersetzt  und 
aus  diesen  drei  Mittelpunkten  Kreisbögen  beschreibt,  so  kann  man 
auf  solche  Weise  eine  aus  drei  Kreisbögen  zusammengesetzte  Curve 
construiren,  welche  annäherungsweise  die  richtige  Form  der  Stütz- 
linie darstellt. 


Beuutzuug  der  Evolute  zur  CoustructioD  der  Stützlinie. 


341 


Nach  der  Tabelle  des  vorigen  Paragraphen  entspricht  dem 
mittleren  Eckpunkte  0  der  Werth  ^  =  R  =  2b  und  jedem  der 
beiden  Eckpunkte  J  entspricht  der  Werth  p  ==  r  =  12,47.  Für 
das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Halbmesser  ergiebt  sich 
hiemach  der  Werth: 

Rj^r        25  + 12,47 


2) 


=  18,7. 


2  2 

Zu  der  Gruppe  des  mittleren  Eckpunktes  0  wird  man  daher 
alle  diejenigen  Krümmungsmittelpunkte  zu  rechnen  haben,  deren 
zugehörige  Krümmungshalbmesser  grösser  sind  als  18,7;  zu  den 
anderen  beiden  alle  diejenigen,  deren  zugehörige  Krümmungs- 
halbmesser kleiner  sind  als  18,7. 

Nach  der  obigen  Tabelle  würden  hiernach  als  zur  Gruppe 
des  mittleren  Eckpunktes  0  gehörig  zu  betrachten  sein  die  fünf 
Krümmungshalbmesser : 

p  =  19,8,      p  =  23,2,      p  =  25,      p  =  23,2,      p  =  19,8. 

Indem  man  von  diesen  fünf  Werthen  das  arithmetische  Mittel 
berechnet,  erhält  man  für  den  Halbmesser  des  mittleren  Kreis- 
bogens den  Werth: 

3)    R^  =  ^^'^  +  ^^'^  +  ^"  +  ^^'^  +  ^^'^  _.  og,2. 

Da  jenen  fünf  Werthen  von  p  eine  Winkelsumme  von  5 . 5  =  25 
Graden  entspricht,   so  wird  man  dem  mittleren  Kreisbogen  einen 

Centriwinkel  von  25  Gra- 
den zu  geben  haben 
(Fig.  416). 

Zu  der  Gruppe  jedes 
von  den  beiden  Eck- 
punkten J  gehören  nach 
der  obigen  Tabelle  die 
neun  Werthe: 


Fig.  416. 


16.7,  14,6,    13,4, 
12,5,     12,5,    12,8, 

13.8,  15,5,     18,4. 

Jeden   von   den  beiden 

anderen  Kreisbögen  wird 

man  demnach  zu  beschreiben  haben  mit  dem  Halbmesser: 

16,7  +  14,6  +  -  •  •  ■  +  15,5+18,4  _ 
4)     r,  = ö ^*'*' 


342 


Siebenter  Abschnitt.    §  123. 


und  da  den  obigen  neun  Wertlien  von  p  eine  Winkelsurame  von 
9  .  5  =  45  Graden  entspricht,  so  wird  man  jedem  dieser  beiden 
Kreisbögen  einen  Centriwinkel  von  45  Graden  zu  geben  haben. 

Wenn  die  Construction  der  Stützlinie  noch  weiter  fortgeführt 
werden  soll,  so  hat  man  an  jeder  Seite  noch  einen  zweiten  Kreis- 
bogen hinzuzufügen  und  erhält  dann  einen  aus  fttnf  Kreisbögen 
zusammengesetzten  Korbbogen.    Die  Halbmesser  der  beiden  hinzu- 

Plg.  417.  zufügendenKreis- 

bögen  findet  man 
aufdieselbeWeise 
wie  oben,  indem 
man  das  aritli- 
metische  Mittel 
von  denjenigen 
Krümmungshalb- 
messern bercch- 
«^\^xr^  \  iiet,  welche  der  zu- 

gehörigenGruppe 
von  Krümmungs- 
mittelpunkten 
14        eijtsprechen. 
Den  Fohler,  welchen  man  begeht,  indem  man  auf  solche  Weise 
die  Stützlinie  ersetzt  durch  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte 

Flg.  418.  Korblinie,  kann  man  sich 

veranschaulichen ,   indem 
.^  man  die  aus  krummlinigen 

Stücken  zusammenge- 
setzte Evolute  der  wirk- 
lichen Stützlinie  vergleicht 
mit  der  aus  geradlinigen 
Stücken  zusammengesetz- 
^Q  y        ten     gebrochenen    Linie 

«/j  Jj  Oj  Jj  Jj ,  welche  in 
Fig.  417    die    Stelle  der 
p      p\  \    Evolute  vertritt. 

Auf  analoge  Weise  kann 
man  auch  in  solchen  Fäl- 
Q  Q         len,  wo  A  kleiner  ist  als 

drei,  und  die  Evolute  demgemiiss  nur  einen  Eckpunkt  hat  (Fig.  414), 
indem  man  eine  aus  geradlinigen  Stücken  zusammengesetzte  ge- 
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Fig.  419. 


brochene  Linie  QPOPQ,  welche  der  richtigen  Evolute  möglichst 
nahe  sich  anschliesst,  an  die  Stelle  derselben  treten  lässt,  die  Stütz- 
linie durch  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte  Korblinie  er- 
setzen (Fig.  418). 

§  124. 

Stfitzlinie  fttr  eine  yon  der  Mitte  naeh  aussen  geradlinig 

ansteigende  Belastungslinie. 

Nach  der  in  §  119  eingeführten  Bezeichnungsweise  ist  für  den 
in  Fig.  419  dargestellten  Fall: 

zu  setzen,  und  wenn  abkürzungsweise  die  Grösse  tg  %  mit  k  be- 
zeichnet wird,  so  ergeben  sich  für  diesen  Fall  zunächst  die  fol- 
genden Gleichungen: 
2)    a  =  y  -|-  kxj 

4)    ^  =  f!L, 

welche  letztere  nach  Sub- 
stitution des  in  der  Glei- 
chung 4)   des  §  119   für 

-T-'f  gefundenen  Aus- 
druckes die  folgende  Form 
annimmt: 

^^     dx'  ~  H' 

Diese  Gleichung  hat  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  2)  des 
§  121,  und  auf  dieselbe  Weise  wie  dort  gelangt  man  durch  Inte- 
gration derselben  zu  der  Gleichung: 

dz 


«)  (S)=i+c«-*- 


Für  x  =  0  wird  z  =  z^=y^^  und  nach  Gleichung  3)  zugleich 

dz 

-  =  k.     Die  Constante  ist  also  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 
ax 

2 


7)    k^  =  ^j^  +  Const., 


und  man  erhält  durch  Subtraction  dieser  letzteren  von  der  vorher- 
gehenden die  Gleichung: 
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«'  (£/- -  *-^  = '' 7/" '  »^-= 

'^■>    \dx)  -         "      II 

Wenn  man  hierin  abkürzungsweise  die  Constante  yj  —  Hk- 
gleich  c^  setzt,  so  kann  man  der  letzteren  Uleichung  auch  die 
folgende  Form  geben: 

^v        dx  dz 

10)     -,   -  =  -  -.-    .       . 

Diese  (Jleichung  hat  wiederum  dieselbe  Form  wie  die  in  §  121 
gefundene  Gleichung  11),  und  man  gelangt  auf  dieselbe  Weise  wie 
dort  durch  Integration  derselben  zu  den   folgenden  Gleichungen : 

12)    0  =  Ig  (y„  +  Vyl  -c^A-  Const., 


•=>  ;.=M;.rÄ:)' 


X 


Vii 


Wenn  man  nunmehr  für  die  Grössen  z  =  y'^kx  und  c'  =  yj5 
—  II k^  ihre  Werthe  substituirt  und  zugleich  wieder  11=  Hy^^ 
setzt,  so  kann  man  den  letzten  beiden  Gleichungen  auch  die  fol- 
genden Formen  geben: 


15)  X. = viiy: .  lg  p + *'^- + v^  (y + *r^|'  -(y'  =_^y« *!)  i , 

1«)    rj^ A;a,+ J  L+ÄKA'^:)e»^*4(y.-AKÄiro)«  ''*'-j. 

Um  den  Krümmungshalbmesser  p  als  Function  des  Winkels  o 

darzustellen,  hat  man   zunächst  in  Gleichung  8)   für  die  Grösse 

dz 
'     den  in  Gleichung  3)  angegebenen  Werth  zu  substituircn ;  man 

erhält  dann  die  Gleichung: 

17)  (tg  OL  +  ky  -  k'^''~y'  ,    oder: 

18)  z  =  \/yl-\-II{tga'  +  2ktsa). 
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Nach  Substitution  des  letzteren  Ausdruckes  nimmt  die  allge- 
meine Gleichung  8)  des  §  119  die  folgende  Form  an: 

H 


19)    p  = 


20)    p  = 


cos  a»  Yyl  +  ^(tg  a'  +  2*:  tg  a)  ' 

R 


oder: 


cos  a'  |/'l  +  ^  (tg  a'  +  2ifc  tg  a) 


Fig.  420. 


Die  hier  gefundenen  Gleichungen  gelten  sowohl  für  negative 
wie  für  positive  Werthe  der  Constanten  k.     Sie  gelten  daher  z.  B. 

auch  für  den  in  Fig.  420 
dargestellten  Fall,  bei  wel- 
chem die  beiden  Zweige 
der  Belastungslinie  nach 
unten  hin  von  der  Horizon- 
talen abweichen.  Für  die- 
sen Fall  würde  4  =  —  tg  e 
zu  setzen  sein.  Wenn 
man  endlich  4  =^  0  setzt, 
so  erhält  man  wieder  die 
in  §  121  für  horizontale 
Belastungslinie  gefunde- 
nen Gleichungen. 


0 


§  125. 
Ualb-EUipse  als  Stfitzlinie. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  hat  nach  der  in  Fig.  421  gewählten 
Bezeichnungsweise  die  Form: 


1)  ^+«'  =  1 


V 


oder 


u 


~  i 


\/l'  —  x\ 


Wenn  man  hierin  für  die  Ordinate  u  den  aus  der  Figur  zu  ent- 
nehmenden Ausdruck: 

2)    «  =  ^o+/-2/ 

einsetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  y  aufgelöst  die 
Form  annimmt: 

3)   y^z.Jff-tVT^^^^'' 


Indem  man  diese  Gleichung  zweimal  nach  einander  di£ferenziirt, 
gelangt  man  alsdann  zu  den  folgenden  Gleichungen: 
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*)  2 =t- ■('■-'■)-*. 

Dun  letzteren  Ausdruck  hat  man  nunmehr  in  der  allgemeinen 
Gleichung  4)  des  §  llü  zu  substituiren ;  man  erhält  dann  die 
Gleichung: 

Diese  Gleichung  nimmt  nach  Substitution  der  zusammengehörigen 

Werthe  x  --=  0  und 


Flg.  421. 


2=z=Ä  die  Form  an 


'0 


7^    -^"  =  ^ 


und  wenn  man  die 
vorhergehende  Glei- 
chung durch  diese 
letztere  dividirt,  so 
erhält  man  die  Glei- 
chung: 

l 


7-%^^,     \\/U—x^f' 


Der  in  §  120  fOr  die  einer  kreisbogenförmigen  Stützlinie  entsprechende 
Belastungslinic  gefundeneu  Gleichung  1)  kann  man  «luch  die  folgende  Form 
geben : 


9)    ;-  = 


„         Vcos  a/         \yR^  —  j;2  / 


und  man  erkennt  bei  Vergleichung  dieser  letzteren  mit  der  vorhergehenden 

Gleichung,  dass  die  Werthe  des  Quotienten  —  in  beiden  Fällen  genau  öber- 

einstimmen,   sobald   der  Halbmesser  der  Kreislinie   gleich  der  horizontalen 
Halb-Achse  der  Ellipse  ist. 

Wenn  man  für  die  Grösse  ]/Z^  —  «'  den  aus  der  Gleichung!) 
zu  entnehmenden  Werth  in  Gleichung  7)  einsetzt,  so  nimmt  letz- 
tere die  Form  an: 

z        p 

,3' 


10) 


Z, 


u* 


Gemeine  Ketteulinie, 
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und  zeigt  iu  dieser  Form,  dass  die  Belastungshöhen  umgekehrt 
wie  die  dritten  Potenzen  der  zugehörigen  Ordinalen  der  Ellipse 
sich  verhalten.     Für  x  =  l  wird  u  =  0  und  .z  =  cx). 


i) 


Fig.  422. 


§  126. 

Gemeine  Kettenllnie. 

Wenn  das  Gewicht  der  hängenden  Kette  eine  gleichiormig 
über  die  Bogenlänge  derselben  vertheilte  Belastung  bildet,  und  mit 
q  das  überall  gleich  grosse  Gewicht  pro  Längeneinheit  des  Bogens 
bezeichnet  wird,  so  ist  nach  der  in  Fig.  422  und  Fig.  423  ge- 
wählten Bezeichnung  V=q8  zu  setzen;  man  erhält  also  nach 
Fig.  423  für  diesen  Fall  die  Gleichung : 

^  =  tg«  =  -^  =  ^-. 

Da  am  Scheitelpunkte  der  Kette  das  Gewicht  pro  Längeneinheit 
der  Horizontalprojection  identisch  ist  mit  dem  Gewichte  pro  Längen- 
einheit des  Bogens,  so  ist  die  in  den  früheren  Paragraphen  mit  z^ 

bezeichnete  Grösse 
:^  für  diesen  Fall  gleich 
_^q  zu  setzen.  Nach 
§119  (Gleichung  10) 
hat  also  die  Hori- 
zontalspannung der 
Kette  die  Grösse: 

2)    H  ==  qR, 

und  wenn  man  in 
der  vorhergehenden 
Gleichung  diesen 
Werth  für  H  sub- 
stituii*t,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  hat  man   derselben  zunächst 
die  folgende  Form  zu  geben: 

4)    R'  dy^  =  8^  dx' 


Fig.  423. 
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und  alsdann  die  Grösse  s^dtf  auf  beiden  Seiten  zu  derselben  zu 
addiren.  Da  dx^-\-dy'^=^  da'^  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  Glei- 
chung : 

5)    («2  _j-  R^)  dy"  =  «2  d8\    oder: 

8  ds 

Wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  und  dabei  berücksichtigt, 
dass  für  a;  =  0  auch  y  =  0  und  8  =  0  wird,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 

7)  y  J^  R  =  y~8^ZfJ^\    oder: 

8)  y'+2Ry  -  «^ 

welcher  man  nach  Substitution  des  aus  Gleichung  3)  für  s  zu  ent- 
nehmenden Werthes  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

9)    y'+2Äy  =  /e»{j|)',    oder: 

Indem  man  diese  Gleichung  abermals  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  x^  auf  der  rechten  zwischen 
den  Grenzen  0  und  y  —  erhält  man  endlich  die  Gleichung: 


11)  .  =  Älg{^+-l  +  V(^+-i^/-    l},     oder: 

X  X 

12)  y  =  |-(e^-2  +  r^). 

Anstatt  die  obigen  Gleichungen  —  wie  hier  geschehen  —  direct  abzuleiten, 
hätte  nuui  dazu  auch  die  Gleichungen  des  §  121  benutzen  können,  insofern 
—  wie  am  Schlüsse  jenes  Paragraphen  gezeigt  wurde  —  die  Stützlinie  für 
horizontale  Helastuiigsliuie  in  eine  gemeine  Kettenlinie  übergeht,  sobald  (Hr 
den  Modulus  A  der  Werth  „Eins**  angenommen  wird. 

§  127. 

Grenzen  der  Spannweite. 

Die  Spaimung  der  Kette  hat  (nach  Fig.  423)  an  der  Stelle  M 
die  Grösse: 

1)        ^^      -  //J^l-flg^. 
^     cos  a  ' 
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Wenn  also  mit  F  der  Querschnitt  der  Kette,  und  mit  @  die  Span- 
nung pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts  an  dieser  Stelle  bezeichnet 
wird,  so  ist: 

2)  ©F=  ifi/Tftiv; 

Hierin   kann   man   für  die  Grössen  JT  und  tga  =  -~  resp.  die  in 

den  Gleichungen  2)  und  3)  deä  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werthe  einsetzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 


3)    ®F=qRyi-\-^ 


Wenn  femer  mit  7  das  Gewicht  des  Kettenmaterials  pro  Cubikeinheit 
bezeichnet  wird,  so  ist  für  das  Gewicht  der  Kette  pro  Längeneinheit 
der  Werth: 

4)  g  =  Y.i^^.l 

einzusetzen,  und  nach  Substitution  desselben  kann  man  der  obij^on 
Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben: 

5)  ©  ^-  Y  V  «'  +  ^'- 

Wenn  man  hierin  für  1/  s^  -[-  E^  den  in  Gleichung  7)  des  vori«];en 
Paragraphen  gefundenen  Werth  einsetzt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung: 

6)   ®  =  T(i2  +  y)- 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Spannung  @  mit  wachsendem  y 
zunimmt,  und  dass  dieselbe  ihren  grössten  W'erth  ®  =  S  für  y  =  h 
annimmt.    Wenn  man  also  mit  S  die  practisch  zulässige  Spannung 

des  Materials,  und  abkürzungsweise  mit  m  den  Quotienten         be- 

Y 
zeichnet,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  in  der  Form: 

7)     R^h  =  ^  =  m 

T 

benutzen,  um  die  grösste  zulässige  Pfeilhöhe  h  daraus  zu  berechnen. 

Da   dem  Werthe  y  =  h   der  Werth  x  =  l  entspricht,  so  ist 

nach  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen: 

zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  7^-|-^*  ^^^^  obigen  Werth  sub- 
stituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

1/, 


9)  ,_«te(t+nj)->}- 
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Ilieriu  ist  die  Grösse  m  als  eine  von  der  Beschaffenheit  des 
Kettenmaterials  abhängige  gegebene  Constante  zu  betrachten.  Die 
obige  Gleichung  zeigt  also,  dass  für  eine  bestimmte  gegebene  Kette 
die  erreichbare  halbe  Spannweite  l  (als  Function  von  R)  lediglich 
von  der  Wahl  des  Krümmungshalbmessers  im  Scheitelpunkte  ab- 
hängt. 

Um  denjenigen  Werth  von  R  zu  finden,  für  welchen  die  Grösse  / 
ein  Maximum  wird,  hat  man  den  Differenzialquotienten  von  /, 
nach  R  genommen,  gleich  Null  zu  setzen.  Wenn  man  zu  diesem 
Zwecke  zunächst  abkürzungsweise  die  Grösse: 


'») '« [i'+Mm'- '} 


setzt,   so  ergiebt  sich  für  den  Differenzialquotienten  von  jt,  nach 
R  genommen,  der  Ausdruck: 


11)    ^  ^ -    ^- 

^    dR  Rym'-R^ 


^1 


und   die   oben   für   l  gefundene  Gleichung  nimmt  bei  Anwendung? 
dieser  Bezcichnungsweise  die  einfachere  Form  an: 

12)  l  ^  Rii.. 

Indem  man  nunmehr  den  Differenzialquotienten  von  l  nach  R  ge- 
nommen, gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  Gleichung: 

13)  0  =  /?.-^^^  +  ,, 

welche  nach  Substitution  des  oben  für  die  Grösse    ,J^  gefundenen 
Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 


14)    0  =  — -      -  -fn-    oder    —  = 


Ym^—R'      '^  R        Kh.'  — 1 

m 

Wenn  man  diesen  letzteren  Ausdruck  für  den  Quotienten    v»-  in 

Gleichung  10)  substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

und  findet  durch  Probiren,  dass  dieser  letzteren  Bedingungsgleichun*» 
Genüge  geleistet  wird  durch  den  Werth: 

17)    fi  =  1,20. 
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Für  den  vortheilhaftesten  Krümmungshalbmesser  des  Scheitel- 
punktes erhält  man  nunmehr  aus  Gleichung  14),  indem  man  die- 
selbe für  R  auflöst  und  nachher  darin  ji.=  1,2  setzt,  den  Werth: 

18)  R  =  --  VZT-^l  =  0,552  77  .  m. 

Das  hei  Wahl  dieses  Krümmungshalbmessers  erreichbare  Maximum 
der  Spannweite  hat  nach  Gleichung  12)  die  Grösse: 

19)  21  =  2R[i  ^  1,326  65  .  w, 

und  für  die  entsprechende  Pfeilhöhe  der  Kette  ergiebt  sich  aus 
Gleichung  7)  der  Werth: 

20)  h  =  m  —  R  =  0,447  23  .  w. 

Die  CoDstante  m  =  —  bedeutet  diejenige  Länge,  welche  eine  vertical 

herabhängende  prismatische  Stange  höchstens  haben  darf,  wenn  die  am  oberen 
Ende  der  Stange  durch  das  Gewicht  derselben  hervorgebrachte  Spannung  die 
practisch  zulässige  Grenze  nicht  überschreiten  soll.  Das  Gewicht  eines  Cubik- 
meters  Schmiedeisen  hat  im  Mittel  die  Grösse  y  =  7700  Kil.,  und  da  die  prac- 
tisch zulässige  Spannung  fQr  Schmiedeisen  6  bis  8  Kil.  pro  Quadratmillimeter 
beträgt,  so  kann  ^=7700000  Kil.  (als  practisch  zulässige  Spannung  pro 
Quadratmeter)  gesetzt  werden.    Hiernach  hat  jene  Con staute  für  Schmiedeisen 

den  Werth: 

5  _  7700000    _ 
m  =  —  -  -  y^^~-  -  1000  , 

und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  aus  den  Gleichungen  18),  19),  20) 
resp.  die  Werthe: 

R  =  552»,77,    21  ==  1326",65,    h  =  447»,23. 

Für  Stahl  kann  die  Constante  fn  =  4000"*  gesetzt  werden,  insofern  die 
practisch  zulässige  Spannung  fQr  Stahl  ungeföhr  viermal  so  gross  ist  als  für 
Schmiedeisen,  während  die  Grösse  7  für  beide  ungefähr  denselben  Werth  hat. 
Hiernach  ergeben  sich  für  Stahl  die  Werthe: 

R  =  2211»08,    21  =  5306™6,    h  =  1788'»,92. 

§  128. 

Parabolische  Kette. 

Bei  gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  verthcilter  Be- 
lastung nimmt  die  Kettenlinie  —  wie  in  §  40  bereits  gezeigt  wurde 
—  die  Form  einer  Parahel  an  (Fig.  424).  Wenn  die  Spannung 
der  Kette  pro  Flächeneinheit  ihres  Querschnitts  in  allen  Quer- 
schnitten dieselbe  Grösse  haben  soll,  so  muss  vom  Scheitelpunkte 
nach  den  Aufhängepunkten  hin  der  Kettenquerschnitt  allmählich 
zunehmen,  und  zwar  nach  demselben  Gesetze  wie  die  Kettenspannung 
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zunimmt  (Fig.  425).    Für  das  Verhältniss  des  grösstcn  Querschnitte; 

zum  kleinsten  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  nach  §  40  (Gleichung  11) 

der  Werth: 

F  1 

^     F^         cos  a 

und  für  den  Vertical-Querschnitt  der  Kette  an  den  Aufhängepunkton 
erhält  man  nach  den  Gleichungen  12)  und  14)  dos  §  40  den  Werth: 

F. 


2)     U  =  -       , 
^  cos  fr 


3)     U  =  F,{\Jr^-) 


%-  ^.  ir^(l+tga^)    oder: 
4A' 


Fig.  424. 


Flg.  425. 


Das  Gewicht  der  Kette  pro  Längeneinheit  der  Horizontalpro- 
jection  hat  am  Scheitelpunkte  die  Grösse  y  •  F^,\  und  an  den  Auf- 
hängepunkten die 
Grösse  7  .  f/  .  1. 
Das  eigene  Gewicht 
der  Kette  würde 
demnach  in  diesem 
Falle  eine  ungleich- 
fVrmig  über  die  Ho- 
rizon  tal-Proj  ectioii 
vertheilte  Hela- 
stung  bilden.  Wenn 
jedoch  zu  dem  eige- 
nen Gewichte  der 
Kette  noch  so  Viel 
an  fremder  Bela- 
stung hinzugefügt 
wird,  dass  die  To- 
talbelastung pro 
Länf»eneinhoit  der  Ilorizontalprojoction  nunmehr  an  allen  Stellen 
die  Grösse; 

4)     -^f  U  =  p 

erreicht,  so  wird  hierdurch  der  Bedingung  für  die  parabolische 
Form  der  Kettenliuie  Genüge  geleistet,  und  für  den  erforderlirh<Mi 
Querschnitt  der  Kette  im  Scheitelpunkte  ergiebt  sich  nach  §  4() 
((ileichung  9)  der  Werth: 

^^    ^°  ~   2AÄ' 


K 
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Die   Gleichung  3)    nimmt  nach   Substitution  dieses  Werthes  die 
folgende  Form  an; 


6)     ^=fÄ(' +",'") 


und  wenn  man  in  Gleichung  4)  diesen  Ausdruck  für  U  substituirt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 


8)    5  =  2,^(i-  +  -^-). 


Diese  Gleichung    zeigt,    dass    bei    gegebener  Spannweite    die 
Spannung  /S  noch  abhängt  von  der  Grösse  des  Verhältnisses: 

9)  4-  =  ». 

Um  denjenigen  Werth  von  n  zu  finden,  für  welchen  die  Grösse  S 
ein  Minimum  wird,  hat  man  in  der  Gleichung: 


10)    S=2tZ(1-  +  |) 


den  Differenzialquotienten  von  S,  nach  w  genommen,  gleich  Null 
zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

11)    0=  --V  +  i, 

und  wenn  man  den  hieraus  zu  entnehmenden  Werth  n  ==  2  in 
Gleichung  10)  substituirt,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  für  das 
erreichbare  Maximum  der  Spannweite  der  Werth: 

12)    2Z  =  — . 

T 

Mit  Beibehaltung  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  angenom- 
menen Zahlenwerthc  würde  man  demnach  anter  den  hier  gemachten  Voraus- 
setzungen fLtr  S€hiniedeisen  den  Werth:  2/  =  1000*",  und  für  Stahl  den  Werth: 
2^  =  4000"  erhalten. 

§  129. 

Kettenbrücken  -  Linie« 

Wenn  die  Kette  ausser  ihrem  eigenen  Gewichte  noch  eine 
gleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilte  fremde  Be- 
lastung zu  tragen  hat,  so  ist  nach  Fig.  426  und  Fig.  427  die  Gleich- 
gewichtsform der  Kette  zu  berechnen  aus  der  Differenzialgleichung: 

^^    ^""^^  dx-~H-  H        • 

Ritter,  Ingeiiienr-Mcchanlk.  23 
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Fig.  426. 


H 


¥ig.  427. 


Auch  hier  soll  vorausgesetzt  werden,  dass  der  Querschnitt  der 
Kette  vom  Scheitelpunkte  nach  den  Aufhängepunkten  hin  allmäh- 
lich zunimmt  —  und 
zwar  nach  demsel- 
ben Gesetze  wie  die 
Kettenspannung  — 
dass  also  die  Span- 
nung pro  Flächen- 
einheit des  Quer- 
schnittes in  allen 
Querschnitten  der 
Kette  dieselbe 

Grösse  hat.    Da  die 
Grösse  y,  als  eigenes 
Gewicht  der   Kette 
pro     Längeneinheit 
des  Bogens,  überall 
dem      Querschnitte 
derselben  proportio- 
nal  isti    so   ändert 
sich    die    Grösse   q 
vom  Scheitelpunkte 
nach  den  Aufhänge- 
punkten   hin    eben- 
falls nach  jenem  Ge- 
setze.     Wenn    also 
mit  k  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die  veränderliche  Grösse 
q  im  Scheitelpunkte  der  Kette  annimmt,  so  ergiebt  sich  aus  Fig.  427 
für  q  die  Gleichung: 

^      k  cos  a        dx  * 

Nach  Substitution  des  hieraus  für   q  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  man  der  Gleichung  1),  indem  man  darin  abkürzungsweise 

-,  -  =  u  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben : 

und  wenn  man  dieselbe  alsdann  nach  x  differenziirt,  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

4)     ^  J-  =  P  +  * 


3) 


d*?, 


dx 


dx' 
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l>a.  ds'^  =  dx^-{-dy^  und  dy  =  udx  ist,  so  kann  man  statt  dessen 
auch    setzen : 

und    ^wcnn   man   abkürzungsweise    f    ^  ^ —  =  n  setzt ,   so  kann 
ma.li    dieser  Gleichung  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

7)     H  du  =  k  («'  4-  «*)  dx,     oder  : 

^(f)  nk 

8) ö-  =  — jy~  •  da?. 

■+(f)    " 

Indem  man  nunmehr  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der 
rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  x^  auf  der  linken  zwischen 
den  Grenzen  0  und  u  —  gelangt  man  zu  den  nachstehenden  Glei- 
chungen: 

9)    arc  tg( — J  =  — j= — ,    oder: 

nkx 


10)  «  =  «tg(-?^), 

lÄ^elcher  letzteren  man  nach  Substitution  des  Werthes  u  =  /-  auch 
die   folgende  Form  geben  kann: 

11)  ^  =  »tg(^),    oder: 

'«  "^  =  T'8(4-)^(4^)- 

lliese  Gleichung  hat  man  abermals  zu  integriren  —  und  zwar  auf 
der  rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen  ü  und  sc,  auf  der  linken 
zwischen  den  Grenzen  0  undy  —  ;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 


^ o\  ^1  /  nkx\ 


Nach  §119 (Gleichung  10)  kann  H=Ii(p'{-k)  gesetzt  werden; 
folglich  ist: 


23' 
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zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  letzteren  Werthes  nimmt  die 
obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

15)  y  =  _7?nMgcos(^). 

Fürx  =  Z  wird  y  =  A;  die  Pfeilhöhe  der  Kette  hat  also  die  Grösse: 

16)  A  =  —  ÄnMgcos(-^). 

§  130, 
Grenzen  der  Spannweite  fttr  Kettenbrfieken. 

Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gefundene  Gleichung 

zeigt,  dass  die  Pfeilhöhe  A  unendlich  gross  wird,  wenn  ~t— =  -'" 

wird.     Mit  wachsender  Pfeilhöhe  nähert  sich  also  die  Spannweite 
dem  festen  Grenzwerthe: 

1)  21  =  r.lin, 

welchen  dieselbe  erst  bei  unendlich  grosser  Pfeilhöhe  wirklich  er- 
reichen würde.    Die  beiden  Zweige  der  Curve  nähern  sich  asymp- 

m    4.aR  totisch  zwei  festen  vertica- 

-1  len  Linien,  deren  Abstand 
von  einander  gleich  21  ist 
(Fig.  428).  Wie  die  obige 
Gleichung  zeigt,  hängt  die 
Grösse  dieses  Abstandes  ab 
von  der  Grösse  des  gewählten 
Krümmungshalbmessers  /^, 
welcher  seinerseits  wiederum 
durch  die  Grösse  der  prac- 
tisch  zulässigen  Spannung 
bedingt  wird. 

Wenn  mit  F^  der  Quer- 
schnitt der  Kette  im  Scheitel- 
punkte und  mit  S  die  überall 
gleiche  Spannung  pro  Flü- 
cheneinheit des  Querschnittes 
^^  bezeichnet  wird,  so  ist: 

2)  SF,  =  H=R(k+pl 

und  wenn  mit  y  das  Gewicht  des  Ketten-Materials  pro  Cubikeinheit 
bezeichnet  wird,  so  ist: 


Ki 


v. 


i 
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3)  k  =  ^.F,.l     oder    F,  = — 

zu  setzen.  Nach  Substitution  des  letzteren  Werthcs  kann  man 
der  Gleichung  2)  auch  die  folgenden  Formen  geben: 

4)  ^Jl  =  R(k-{'p),    oder: 

und  wenn  man  den  aus  letzterer  Gleichung  für  R  zu  entnehmenden 
Werth  in  Gleichung  1)  substituirt,  so  erhält  man  für  den  oberen 
Grenzwerth  der  erreichbaren  Spannweite  die  Gleichung: 

6)    21  =  ^.-. 
n      Y 

Je   grösser  das  eigene  Gewicht  der  Kette  im  Verhältniss  zu 
der  fremden  Belastung  ist,  um  so  mehr  nähert  sich  die  Grösse: 


7)  »-y^ 


k 

dem  Grenzwerthe  „Eins".     Für  das  absolute  Maximum  der  er- 
reichbaren Spannweite  ergiebt  sich  hiernach  der  Grenzwerth: 

8)  2Z  =  7c.— . 

T 

In  dieser  Gleichung  ist  ftlr  8  wiederum  die  Grösse  der  practisch  zu- 
lässigen Spannung  des  Kettenmaterials  zu  substituiren.    Mit  Beibehaltung  der 

—  =  1000   für  Schmied- 
„  T 

eisen  und  —  =  4000  für  Stahlj  erhält  man  demnach  resp.  für  Schmiedeisen 

und  Stahl  die  Werthe: 

.     2^  =  3140»        und        21  =  12560'°, 
welche  7c-mal  so  gross  sind  als  die  am  Schlüsse  des  §  128  gefundenen  Werthe. 

Die  wirklich  erreichbare  Spannweite  hängt  ab  von  der  Grösse, 
welche  für  die  Pfeilhöhe  h  entweder  vorgeschrieben  ist  oder  will- 
kürlich angenommen  wird.     Für  w  =  1  wird  (nach  Gleichung  5) 

R  =       und  (nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Gleichung): 

9)  A=_|lgco8pj). 
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Diese  Gleichung  nimmt  z.  B.  für  Schmiedeisen,  wenn  darin  -'-  =  K^l» 
gesetzt  wird,  die  folgende  Form  an:  ' 

10) 


h  =  -  1000  lg  cos  (^^),    oder: 


11)    2  Z  =  2000  arc  cos  ( c    ^^  j  . 

Wenn  also  für  die  Pfeilhöhe  z.  B.  der  Werth  h  =  131  "*,25  vorgeschrieben, 
so  würde  für  das  Maximum  der  bei  dieser  Pfeilhöhe  erreichbaren  Spannweit« 
der  Werth  21=  1000'"  sich  ergeben. 

§  131. 

Stfitzlinien  fUr  unsymmetrische  BelastnngsUnien« 

Nach  §  119  (Gleichung  10)  haben  die  Horizontalspannungen 
der  in  Fig.  429  und  Fig.  430  dargestellten  beiden  Stützlinien  resp. 

die  Grössen:  H= 


Fig.  429. 


^ 


Rz^  und  H'  = 
,....••':  Ä'^o«  Wenn  diese 
beiden  Horizon- 
tal  -  Spannungen 
i  einander  gleich 
sein  sollen,  so 
muss  die  Bedin- 
gungs  -  Gleichung 
erfüllt  sein; 

"i"   1)  Rz,=K'z: 

I       oder:    „,  =-", 

welche  ausdrückt,  dass  die  Krümnuingshalbmesser  an  den  Scheitel- 
punkten der  beiden  Stützlinien  sich  umgekehrt  wie  die  Belastungs- 
höhen an  diesen  beiden  Stellen 
zu  einander  verhalten  müssen. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt 
ist,  so  werden  an  der  Stelle  M, 
wo  die  beiden  Stützlinien  gleiche 
Neigungswinkel  mit  der  Horizon- 
talen einschliessen,  auch  die  beiden 
Totalspannungen  ihrer  Grösse  und 
Richtung  nach  mit  einander  über- 
einstimmen. Man  kann  daher  den 
Theil  A  M  aus  Fig.  429  mit  dem 
'J'heile  BM  aus  Fig.  430  zusam- 
mensetzen zu  einer  neuen  Stüt2- 


Flg.  430. 


Stützliuien  für  uusymmetrischc  Belastuugslinieu. 
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liuie  AMB^  deren  zugehörige  Belastungslinie  aus  zwei  unsymme- 
trischen Hälften  zusammengesetzt  ist  (Fig.  431). 


Fig.  431. 


Auf  analoge  Weise  würde 
man  auch  eine  aas  mehr  als 
zwei  Stücken  zasammenge- 
setzte  Stützlinie  nebst  zuge- 
höriger Belastungslinie  con- 
struiren  können,  und  wenn 
man  dieses  YerfjGkhren  z.  ß. 
auf  die  in  §  123  behan- 
delte, aus  Kreisbögen  zusam- 
mengesetzte Stützlinie  an- 
wendete, so  würde  man  statt 
der  horizontalen  Belastungs- 
linie eine  aus  krummlinigen 
Stücken  zusammengesetzte  Be- 
lastungslinie erhalten,  deren 
Abweichung  von  der  Horizon- 
talen die  Grösse  des  Fehlers  veranschaulicht,  welchen  man  begeht,  indem 
man  die  der  horizontalen  Belastungslinie  entsprechende  wirldiclie  Stützlinie 
durch  eine  aus  Kreisbögen  zusammengesetzte  Gurve  ersetzt. 

Wenn  die  Neigungswinkel,  welche  die  beiden  Stützlinien  an 
der   SteUe  ihrer  Zusammensetzung  mit  der  Horizontalen  bilden, 

ungleiche  Grösse  haben, 
Fig.  432.  gQ  werden  bei  der  Zu- 

sammensetzung nur  die 
Horizontalspannungen 
—  nicht  aber  die  Ver- 
ticalspannungen  einan- 
der aufheben.  In  diesem 
Falle  würde  man  also, 
um  den  Gleichgewichts- 
zustand herzustellen,  an 
der  Vereinigungsstelie 
noch  eineVerticalkraft : 

2)     Q  =  V—  V 

hinzufügen  müssen, 
welche  gleich  der  DiflFerenz  jener  beiden  Verticalspannungen  ist. 
Diese  Verticalkraft  kann  —  falls  dieselbe  nach  unten  gerichtet 
ist  —  auch  durch  ein  angehängtes  Gewicht  dargestellt  werden 
(Fig-  432). 
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Fig.  433. 


§  132. 
Zasanimensetzang  paraboliscber  Kettenlinien. 

Bei   der   in   Fig.  433   dargestellten  Kette ,   welche   ausser   der 
gleichförmig  über  die  Ilorizontalprojection  vertheilten  Belastung  2pl 

noch     das    im 
Punkte  M  auf- 
gehängte   Ge- 
wicht    Q     zu 
tragen  hat,  ist 
jedes  von  den 
beiden  Bogen- 
stückcn     A  M 
und   B  M    als 
Theil        einer 
parabolische!] 
Kette    zu    be- 
trachten :    das 
Stück  A  M  als 
Theil        einer 
parabolischen 
Kette  von  der 

Pfeilhöhe  A+« 
undderSpann- 


Q  2pl 

weite  2(Z  +  «);  das  Stück  BM  als  Theil  einer  parabolischen  Kette 
von  der  Pfeilhöhe  ä  -{-  v  und  der  Spannweite  2  (Z  -f- 1),  Da  so- 
wohl die  Belastung  pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection,  als 
auch  die  Horizontalspannung  für  beide  Ketten  dieselbe  Grösse 
hat,  so  sind  jene  beiden  Parabeln,  welcher  die  beiden  Bogenstücke 
A  M  und  B  M  resp.  als  Theil  angehören ,  ihrer  Form  nach  iden- 
tisch. Man  kann  sich  daher  die  Kettenlinie  AMB  auch  entstanden 
denken  durch  Zusammensetzung  der  aus  Fig.  434  zu  entnehmenden 
beiden  Kettenstücke  AM^  und  BM.^^  wobei  dann  zur  Wiederher- 
stellung des  Gleichgewichtes  an  der  Verbindungsstelle  M  eine  Ver- 
ticalkraft  hinzuzufügen  sein  würde  von  der  Grösse: 

1)     Q  -.  p\  =^  p(«  +  0. 

Hie  horizontalen  Coordinaten  der  beiden  Scheitelpunkte  J  und 
Ä  sind  nach  Fig.  433  zu  berechnen  aus  den  Gleichungen: 


Zusammensetzung  parabolischer  Ketteuliuien. 
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2)  p(l-^s)==U=pl-\-Q(l-^), 

3)  p(z  +  o  =  vr  =  pr+-^-p 

aus  welchen  für  die  beiden  Grössen  s  und  t  resp.  die  Wertbe  sich 
ergeben : 

Q 


*)  '  =  t('-^)' 


5)    t  = 


Qz 
2pl 


Die  verticalen  Coordinaten  jener  beiden  Scheitelpunkte  kann 
man   nunmehr  berechnen  aus  der  Parabelgleichung: 

Flg.  434. 


p\ 


6)    -^  =  -"  +  ^.- 


"  "t^  =  C(on8t.) 


aus   welcher  man  nach  Substitution  der  oben  für  s  und  t  gefun- 
denen Ausdrücke  die  Werthe  erhält: 


VC-    Q^y^> 


8)  ü  = 

9)  u  = 


Q'hz 


4pPiQz  +  pl')' 

Qh\S  pl^l  —  z)  -]-  Q  (21  —  zy\ 
ipl\Qz-{-p'l^) 
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Flg.  436. 


J 


k 


J 


Äf...     ^ 


Auf  älmlicbe  Weise  würde  man  bei  der  in  Fig.  435  dai^e- 
stellten,  aus  den  beiden  parabolischen  Bögen -4  C  und  i^C  zusammen- 
gesetzten Ketten- 
linie die  Lage  des 
Scheitelpunktes  für 
jede  dieser  beiden 
Parabeln  bestimmen 
können.  Für  die 
horizontalen  Coordi- 
naten  dieser  Schei- 
telpunkte erhält  mau 
wie  oben  die  Glei- 
chungen: 

10)  (p  +  9)('-') 

3 

„     11)    p(l  +  s)==\V 
aus  welchen  für  die  beiden  Grössen  t  und  s  resp.  die  Werthe  sich 


ergeben : 


12)    ^  =  -.7:?- 


l 


13) 


_  9' 
4p* 


4(p  +  9)' 

Die  verticalen  Coordinaten  derselben  kann  man  alsdann  be- 
rechnen aus  den  beiden  Parabelgleichungen: 


14) 


v^h~  {i  —  ty' 


oder:     ü  ==  -, 


u 


15)     -^-,-  = 
^      u  -\-  h 


welche  nach  Substitution  der  oben  für  t  und  s  gefundenen  Aus- 
drücke die  folgenden  Formen  annehmen: 

.^.x A7' 

^^         '  H(P+"?)(2p  +  ?)' 

^^^    "^8p(2pTi)" 
Indem  man  von  diesen  Scheitelpunkten  aus  die  beiden  Para- 
beln  construirt  und  nachher  den  Theil  A  C  der  einen  mit  dem 
Thcile  BC  der  anderen  zusammensetzt,  erhält  man  die  gesuchte 
Stützlinie  für  den  in  Fig.  435  dargestellten  Fall. 


Stützlinie  mit  schiefwiukeligem  Coordinateu- System. 
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Fig.  436. 


§  133. 
Stfitzllnie  mit  schief  winkeligem  Coordinaten- System« 

Wenn   man  die   Coustruction   der   in  Fig.  436   dargestellten 
Stützlinie  und  ihrer  zugehörigen  Belastungslinie  in  der  Weise  ab- 
ändert :    dass    man 
der  Abscissen-Achse 
statt    der   horizon- 
talen Lage  eine  um 
den  Winkel  e    von 
der       Horizontalen 
abweichende     Lage 
giebt,  und  von  die- 
ser neuen  Abscissen- 
Achse  aus  die  ver- 
ticalen  Ordinaten  je- 
ner  beiden  Curven 
abträgt— in  gleichen 
Abständen  von  der  verticalen  MitteDinie  dieselben  Ordinaten  wie 
in  Fig.  436  —  so  erhält  man   die  in  Fig.  437  dargestellten  bei- 
den Curven,  von  de- 
Fig.  437.  jjgjj  gjjjjj  nachweisen 

lässt,  dass  dieselben 
ebenfaUs  eine  Stütz- 
linie und  die  zuge- 
hörige Belastungs- 
linie darsteUen. 

Denkt  man  sich 
in  jedem  Punkte  die- 
ser Stützlinie  die 
Spannung  derselben 
zerlegt  in  eine  ver- 
ticale  Seitenkraft  V 
und  eine  der  neuen 
Abscissen-Achse  pa- 
rallele Seitenkraft 
'  X,  so  erkennt  man 

leicht,  dass  diese  letztere  in  allen  Punkten  der  Stützlinie  dieselbe 
Grösse  hat  —  ebenso  wie  in  Fig.  436  die  llorizontalspannung /iT  — . 
Die  verticale  Seitenkraft  hat  (wie  in  Fig.  436)  an  jedem  der  beiden 
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Siebenter  Abschiiitt.    §  133. 


Endpunkte  die  Grösse  -^,  im  Scheitelpunkte  C  die  Grösse  Null, 

und  ist  überhaupt  an  jeder  Stelle  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Fig.  436 
zu  berechnen.  Wenn  man  demnach  für  eine  der  beiden  Hälften 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  betreffen- 
den Stützpunkt  aufstellt  und  das  statische  Moment  der  Belastuugs- 

hälfte  mit  SR  bezeichnet,  so  erhält  man  aus 
Fig.  436  und  Fig.  437  die  Gleichungen: 

1)    Ä.  A  =  aR  =  X.  Ä  cose,    oder: 


Fig.  438. 


X=-- 


H 


cos  e 


Um  die  Spannung   an  der  Stelle  M  in 

Fig.  436  zu  bestimmen,  hat  man  die  beiden 

Kräfte  V  und  H  zu  ihrer  Mittelkraft  R  zvi- 

sammenzusetzen.   Für  den  Winkel  a,  welche^'» 

die  Richtungslinie  dieser  Mittelkraft  mit  d«^r 

Horizontalen   einschliesst ,    ergiebt   sich  a«-^i 

Fig.  438  die  Gleichung : 

7 
2)     tga  =  -g.. 

Auf  analoge  Weise  findet  man  die  Spu  »J* 
nung  an  der  Stelle  M  in  Fig;  437 ,  inder  222 
man  die  Mittelkraft  K  construiii;  aus  de» 
beiden   Kräften  V  und  X,   und   erhält  f*^ 
den  Winkel  oi,   welchen   die   RichtungsUnic 
dieser  Kraft  K  mit  der  Horizontalen  eiu- 
schliesst,  nach  Fig.  439  die  Gleichung: 

F  -[-  X  sin  e 


3)  tg  ü>  = 

4)  tg  (ü  -= 


Xcose 


oder: 


H 


welcher   man    nach    Gleichung  2)   auch  die 
folgende  Form  geben  kann: 
5)     tg  ü)  =-=  tg  a  +  tg  e. 

Um  nachzuweisen,  dass  die  krumme  Un^^ 
A  M  CB  in  Fig.  437  eine  richtig  construirie 
Stützlinie  ist,  genügt  es  den  Beweis  zu  führen, 
dass  an  der  beliebig  gewählten  Stelle  M  die  RichtungsUnie  der 
Spannung  mit  der  Tangenten-Richtung  an  dieser  SteDe  zusammen- 


Fig.  439. 


Darstellung  der  elastischen  Linie  als  Kettenlinie. 
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fällt.     Für  den  Winkel  cp,  welchen  diese  Tangentenricbtung  mit  der 
Horizontalen  einschliesst,  erhält  man  aus  Fig.  440  die  Gleichung: 

dy  -{-  dx  ,tge 


6)     ^?  = 
dtj 


dx 


Fig.  440. 


Hierin  ist  ^"'-  gleich  tga  zu  setzen;  denn  für  e  =  0,  d.  h.  für  den 

in  Fig.  436  dargestellten 
Fall  einer  nach  recht- 
winkeligem Coordinaten- 
System  construirten  Stütz- 
linie, muss  cp  gleich  a  wer- 
den.    Hieraus  folgt,  dass: 

7)    tg<p  ==  tga  +  tgs 

ist,  dass  also  der  Winkel  <p 
gleich  dem  Winkel  a>  ist, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 
Das  an  den  Figuren  436 
und  437  erklärte  Verfahren 
kann  man  demnach  an- 
wenden, um  aus  einer  be- 
liebigen gegebenen  Stütz- 
linie eine  unendlich  grosse  Anzahl  neuer  Formen  von  Stützlinien 
abzuleiten. 

§  134. 
Darstellung  der  elastischen  Linie  als  Kettenlinie.*) 

Nach  §  119  kann  man  der  allgemeinen  DiiFerenzialgleichung 
der  Kettenlinie  die  folgende  Form  geben: 

d'y 


1)    H. 


dx 


=  z. 


In  dieser  Gleichung  bedeutet  H  die  überall  gleich  grosse  Horizon- 
talspannung der  Kette,  und  z  die  Belastung  pro  Längeneinheit  der 
Horizontalprojection  an  derjenigen  Stelle,  deren  Coordinaten  x  und 
y  sind. 

Durch  entsprechende  Wahl  der  Aufhängungsweise  und  des 
Belastungsgesetzes  oder  des  Gesetzes,  nach  welchem  z  mit  x  sich 

•)  Vergl.  Mohr' 8  „Beiträge  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisen-Gonstnic- 
tionen^  (Zeitschrift  des  haunoyerschen  Architcctcn-  und  Ingenieur- Vereins, 
Jahrg.  1868). 


1 


366 


Siebenter  Abschnitt.    §  134. 


ändert,  kann  man  bewirken,  dass  die  Kettenlinie  eine  beliebig? 
vorgeschriebene  Form,  so  z.  B.  die  der  elastischen  Linie,  annimmt 
Für  die  letztere  wurde  in  §  4  die  allgemeine  Differenzialgleichung 
gefunden : 

2)    E%. 


in  welcher  E  den  Elasticitätsmodulus  bedeutet,  %  das  Trägheits- 
moment des  Balken-Querschnittes  und  3W  das  Biegungsraoment  an 
derjenigen  Stelle,  deren  Coordinaten  x  und  y  sind. 

Wenn  man  die  obigen  beiden  Differenzial  -  Gleichungen  mit 
einander  vergleicht,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  elastische 
Linie  mit  der  Kettenlinie  identisch  wird,  sobald  H=E%  und 
z  =  W  ist.    Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  die  Form  der  elastischeü 

Linie  auch  durch  ein^ 

hängende  Kette  wiirA^ 

darstellen  können,  ii^' 

dem  man  der  Ket"*^ 

eine  Belastung  giet^^ 

welche      längs     i^^ 


Fig.  441. 


Flg.  442. 


Horizontal-Projcctk 
nach  demselben  G< 
setze    wie    das  Bi« 
gungsmoment  desBa^ ' 
kens  sich  ändert,  un^^ 
indem    man  zugleich 
auf  irgend  eine  Weis«^ 
bewirkt,  dass  die  Ho- 
rizontalspannung d^r 
Kette      die      Grösse 
H  =  E%    annimmti 
was  z.  B.  bei  constantem  Balken-Querschnitte  auf  die  in  Fig.  441 
angedeutete  Weise  durch  Rollen  und  Gewichte  bewerkstelligt  wer- 
den kann. 

Bei  dem  in  Fig.  442  dargestellten  Balken ,  an  dessen  Ende 
zwei  entgegengesetzte  Kräftepaare  vom  Momente  ÜR  wirken,  hat 
das  Biegungsmoment  an  allen  Stellen  dieselbe  Grösse  SD?.  Man 
würde  also  für  diesen  Fall  der  Kette  eine  gleichftfrmig  über  die 
llorizontalprojection  vertheilte  Totalbelastung  von  der  Grosso  2ÜR^ 
zu  geben  haben,  und  nach  Fig.  443,  indem  man  für  die  eine  Hälfte 
die  Gleichung  der  statischen  Momente  in  Bezug  auf  den  Aufhänge- 


Darstellang  der  elastischen  Linie  als  Kettenlinie. 
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punkt  aufstellt,  die  Pfeilhöhe  der  Kettenlinie  oder  die  Durchbie- 
gung  des  Balkens  berechnen  können  aus  der  Gleichung: 


Flg.  443. 


3)    £2:./=  i^,  oder: 


KZ 


welche  dasselbe  Resultat 
ergiebt  wie  die  in  §  5 
gefundene  Gleichung  16). 
Um  bei  einem  an  bei- 
den Enden  unterstützten 
Balken ,  welcher  in  der 
Mitte  mit  dem  Gewichte  Q 
belastet  ist,  die  an  dieser 
Stelle  hervorgebrachte 
Durchbiegung  zu  berechnen,  würde  man  die  Belastung  der  Kette 
nach   dem  in   Fig.  16    graphisch    dargestellten    Gesetze   über    die 

Horizontalprojection  ver- 
theilt  anzunehmen  haben, 
und  erhält  nach  Fig.  444 
auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
dem  vorigen  Falle  die 
Gleichung: 


Flg.  444. 


^JEr  4)  EZJ  = 
oder:  /^ 


QV 

2 

4     • 

3 

QV 

l 


6E% 


Wenn  die  Belastung 
2pl  des  an  seinen  End- 
punkten unterstützten  Bal- 
kens gleichförmig  über  seine  Länge  vertheilt  ist,  so  ändert  sich 
das  Biegungsmoment  längs  derselben  nach  dem  in  Fig.  18  gra- 
phisch dargestellten  parabolischen  Gesetze.  Man  erhält  also  für 
die  in  der  Mitte  hervorgebrachte  Durchbiegung  nach  Fig.  445  die 
Gleichung: 


5)    E%.f  = 


_   pP 


l-Z,  oder:/=  A 


pV 

~EZ 


vPO 


Siebenter  Absdimtt.    §  134. 


Auch  bei  einem  Balken  Ton  Teranderlichem  Querschnitte  kann 
die  elastische  Linie  als  Kettenlinie  dargestellt  werden.    Wenn  man 

für  diesen  Fall  der  Glei- 
chung 2)  die  folgende  Form 
giebt: 


6)    E 


a» 


R% 


so  erkennt  man  bei  Ver- 
gleichung  derselben  mit 
der  Gleichung  1):  dass  die 
Kettenlinie  dieselbe  Form 
annehmen  wird  wie  die 
elastische    Linie ,     sobald 

a» 


H=E  und   z  = 


ist. 


Fig.  446. 


Die  erstere  Bedingung  kann  auf  die  in  Fig.  446  angedeutete  Weise 
erfüllt  werden.     Was  die  letztere   Bedingung  betrifft,   so  würde 

z.  B.    in   dem    spe- 
o  ciellen  Falle,  wenn 

m 

der     Quotient     -^ 

einen  constanten 
Werth  hat  —  d.  h. 
wenn  das  Trägheits- 
moment des  Quer- 
schnittes nach  demselben  Gesetze  wie  das  Biegungsmoment  sich 
ändert  —  der  Kette  eine  gleichförmig  über  die  Ilorizontalprojection 


Fig.  447. 


vertheilte  Belastung  von  der 
Grösse: 

a»      a»« 


7)    ^  =  ^- 


'0 


pro  Längeneinheit  zu  geben 
haben,  und  nach  Fig.  447 
(auf  analoge  Weise  wie  bei 
den  vorigen  Fällen)  für  die 
Pfeilhöhe  der  Kette  die  Glei- 
chung erhalten: 


StüUlinie  für  Erd- Druck. 
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Bei  einem  an  beiden  Enden  unterstützten  Balken,  dessen  Be- 
lastung 2pl  gleichfoimig  über  die  Länge  desselben  vertheilt  ist, 
hat  das  Biegnngsmoment  in  der  Mitte  die  Grösse: 


9) 


üß.= 


P  l 


und  nach  Substitution  dieses  Werthes  erhält  man  für  die  Durch- 
biegung in  der  Mitte  die  Gleichung: 

in  welcher  %q  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in  der  Mitte 
des  Balkens  bedeutet. 


§  135. 
Stützlinie  für  Erd-Drnck. 

Wenn  das  Belastungsmaterial  aus  Erde  oder  Sand  besteht, 
so  werden  auf  die  Kette  nicht  nur  verticale,  sondern  auch  horizon- 
tale Druckkräfte  übertragen.   Um  für  den  in  Fig.  448  dargestellten 

Belastungszustand 
Fig.  448.  dieGleichgewichts- 


JL 


X 
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•  •  t 


•   •  •  ••• » 


•  •  • . 
• « « 

•  • » » 


•  •  I 


t . » '  • 


...•,•...;•.••/ 


,  .•  •  •  •  I  • 
, • » •  • I  II 
• « I  •  *  •  •  I  • '  • 


i  t  f   j  « I 
•  « 


•  •   •    • 


■  *  •     •  ■ 

•  •  •     ' 
«  •    •     • 
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form  der  (gewicht- 
lo8  vorausgesetz- 
ten) Kette  zu  fin- 
den, hat  man  sich 
durch  den  Scheitel- 
punkt C  und  durch 
den  beUebig  ge- 
wählten Punkt  M 
verticale  Schnitt- 
flächen hindurch- 
gelegt, und  an  dem 
herausgeschnittenen  Körper  ONMC,  bestehend  aus  dem  Ketten- 
stücke MC  und  der  darüber  befindlichen  Erdmasse  ONMC^  die 
zur  Wiederherstellung  des  Gleichgewichtszustandes  erforderlichen 
Kräfte  hinzugefügt  zu  denken. 

In  §  102  wurde  für  den  horizontalen  Erd-Druck  gegen  eine 
verticale  Rechteckfläche  von  der  Länge  Eins  und  der  Höhe  h  die 
Gleichung  gefunden: 

1)    D  =  lfi^(tö'+l)\ 


Ritter,  Ingenieur- Mechanik. 
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Siebenter  AbschnitL    §  1 


in  welcher  das  MinuRzeichen  auf  den  Fall  des  actlven  und  du 
Pluszeichen  auf  den  Fall  des  passiven  Erd- Druckes  sich  bezidit 
Wenn  man  hierin  (wie  bei  den  vorigen  Füllen  schon  geschehea] 
wieder  f  =  1  und  zugleich  abkiirzungsweise: 


lg(45-+|)'= 


setzt,   sn   ergeben   sich   für  die  gegen  die  Seitenflächen  \M  mtd 
OC  wirkenden   horizontalen  Krd- Drücke  die  in  Fig.  449  angege- 
benen Ausdrücke,   und  man  er- 
Fig.  449.  hält,  indem  man  für  den  Körper 

ONMC  die  Gleichgewichts- 
bedingungen  aufstellt,  die  Glei- 
chungen; 

3)    A  =  ff.-f-(t,=  -rö, 


4)    V=J, 


ydx. 


Für  den  Neigungswinkel  ti,  'wel- 
chen die  Tangentenrichtnng  der 
Kottcnlinie  an  der  Stelle  M  mit  der  Horizontalen  einschliefst,  er- 
hält man  ferner  nach  Fig.  449  die  Gleichung: 

5)     Htg,  =   V, 
und   wenn  man  hierin  iibkürzungsweise  tga=:ii  setzt,   so  nimmt 
dieselbe   nach  Substitution   der   oben   für  H  und   V  angegebenen 
Werthe  die  L'orm  an: 


fi..- 


'(y'- 


-ß 


ydx. 


r   2-    "'/■■ 

Indem  man  diese  Gleichung  nach  u  differeoziirt ,   gelangt  man  za 

der  folgenden  Gleichung: 


7)     H,- -„(],' -yl)  - 


'i-d,\=y 


du' 


Die  Bodeutung  der  Grösse  m  kann  nach  der  oben  gegebenen 
Definition  ausgedlüclct  werden  durch  die  Gleichungen: 

"  (ic'  dx       dx' 


8) 


Hiernach   kann   man   der  vorhergehenden  Gleichung,  indem  i 
darin  iidx  statt  dy  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 
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^0  — -yCy  — y?) 

Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  zunächst  mit  der  Grösse 
u  dx  =  dy  multiplicirt  und  nachher  die  Integration  derselben  aus- 
führt (bei  welcher  zu  berücksichtigen  ist,  dass  für  x  =  0  auch 
«  ==  O  wird),  so  gelangt  man  successive  zu  den  nachstehenden 
Gleichungen : 

12)    „d„  =  -ÄILlH?Jl!)_,    oder: 

^0  -  f  (y'  -  vi) 

^v       2mudti    2mydy 

1  -f-rmr         j^         m 


14)  lg(l+«»«')=-21gU,-^(y'-yi;)|  +  Const., 

15)  0  =  — 21gi7„  +Const., 

16)  lg(l+W)  =  21g| -^ 1- 

Dieser   letzteren  Gleichung  kann  man ,   indem    man  wieder  tg  a 
statt  u  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

17)  l-|-mtga'  =  ( -^ Y,    oder: 

^«  -  f  (y' -  »J)| 

18)  ^o-f  (y^-yD  =  ,.,-JV- 

und  wenn  man  dieselbe  alsdann  für  y  auflöst,  so  erhält  man  die 
Gleichung :  

19)    y^yyl+^'-(l--y=^L=^- 

Indem  man  ferner  den  in  Gleichung  18)  gefundenen  Ausdruck 

für  den  Nenner  in  Gleichung  11)  substituirt  (und  darin  zugleich 

dl/ 
ebenfalls  tg  a  statt  u  setzt),  findet  man  für  -j~-  den  Werth : 

24* 


,2 


372  Siebenter  Abschnitt    §  135. 

Nach  §  119  (Gleichung  7)  kann  nunmehr  der   Krümmungs- 
halbmesser der  Stützlinie  berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

21)    p=  ^« 


cos  a*  y  (1  4-  "»  ^  «') 
aus  welcher   (wie   in   §  119)   für  den   Krümmungshalbmesser   im 
Scheitelpunkte  der  Werth  sich  ergiebt: 

H 

22)    Ä  =  ~". 

Wenn  man   also   (wie  in   §  119)  das  Verhältniss  —    wieder 

mit  A  bezeichnet,  so   ist  Hf^  =  Ayl   zu  setzen,  und   nach    Glei- 
chung 19)  wird:  

Nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  für  den  Krümmungs- 
halbmesser die  folgende  Gleichung: 

24)  p  = _-_  ^ ^yo  ^^ 

cos  a'  y (1  -f  m  tg a'y  (l  +  --  (l —^J=^-  )] 

f  K    T-      ^     ^  I    ^  m   \         j/l+mtga*^/ 

Nach  Oleichung  2)  entspricht  (fttr  den  Fall  des  acttven  Erddnickes)  dem 

Wcrtho  <p  =  36'*40'  der  Werth  m  = -r,    und    nach    Substitution    desselben 

4 

erhält  man  z.  B.  für  A  =  0,1  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlen- 
worthe : 

a  =    0°  30"  45*»  60«»  90* 

-*^-=    1  1,015  1,041  1,093  1,342 

.Vn 

-^=    0,1  0,134  0,194  0,816  0,596. 

.Vo 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  A  =^S  (und  wiederum  tu  =  —  j  setzt,    so 
ergeben  sich  die  folgenden  Werthe: 

a  =    0«  SO*»  45»  60*»  90° 

-^-=    1  1,393  1,880  2,618  5 

-P   =    3  2,940  3.23  3,96  4,8. 

.Vn 

Jedoch  ist  hinsichtlich  dieser  letzteren  Zahlenwerthe  zu  bcrncksichtigen, 
dass  der  Einfluss  des  Fehlers,  welchen  man  begeht,  indem  man  das  eigene 


Uäugeude  gewicbtlose  Kette  mit  Erdbelastuug. 
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Gewicht  der  Kette  vernachlässigt,  sich  um  so  mehr  bemerkbar  machen  wird, 

R 

je  grösser  die  Yerhältnisszahl  A^^ —  ist;   dass  also   einigermassen  genaue 

t/o 
Resultate  bei  der  obigen  Berechnungsweise  nur  dann  zu  erwarten  sind,  wenn 

diese  Yerhältnisszahl  einen  sehr  kleinen  Werth  hat 

Um  die  oben  berechnete  Stützli|iie  annäherungsweise  aus  Kreisbögen  zu 

construiren,  würde  man  wiederum  das  in  §  123  erklärte  Verfahren  anzuwenden 

haben.    Auf  analoge  Weise  würde  man  aus  den  obigen  Gleichungen,  indem 

man  darin  m  =  tg( 45*  + -|-)   setzt,   die   Gleichgewichtsform   der  Kette   für 

passiven  Erddruck,  und  indem  man  m  =  1  setzt,  die  Gleichgewichtsform  der 
Kette  für  Watterdruck  berechnen  können. 

§  136. 
Hangende  gewichtlose  Kette  mit  Erdbelastang. 

Wenn  bei  der  mit  Erde  belasteten  Kette  die  concave  Seite 
statt  der  convexen  nach  oben  gewendet  ist,  so  treten  Zug -Span- 
nungen an  die  Stelle 
der  Druck-Spannun- 
gen (Fig.  450  und 
Fig.  451).  In  Folge 
dessen  hat  man  für 
diesen  Fall  in  den 
Gleichungen  des  vo- 
rigen Paragraphen 
die  Grösse  -f-//  zu 
vertauschen  mit  der 
Grösse  —  H  (ebenso 
-{-H,  mit  -H,). 
Die  Gleichung  3)  des 
vorigenParagraphen 
nimmt  also  für  die- 
sen Fall  die  folgende 
Form  an: 

1)    H=H,-{- 

Y  (f  -  yi)- 

Ausserdem  hat 
man  die  (im  vorigen 
Paragraphen  mit  u 
bezeichnete)  Grösse 
tg  a  in  diesem  Falle 


»i/i^. 


•  •  -.-  . .. 


^TT^ 


•  •       *   «  .     • 

.'•  •  •    »  •  ,. 
•  .  .  »     » 

»  *    •  —   .     .    »  * « 


Fig.  461. 
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gleich ,  -  (statt  gleich  -|-  -, ~ j  zu  setzen ,   und  wenn   man  mit 

Berücksichtigung  dieser  Aenderungen  die  Rechnung  des  vorigen 
Paragraphen  wiederholt,  so  erhält  man  statt  der  Gleichungen  23) 
und  24)  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 


3)     p  = 


1/i  +  witg 


cos 


während  die  Gleichungen  21)  und  22)  des  vorigen  Paragraphen 

auch  für  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit  behalten. 

....  1 

Wenn  man  hierin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  wieder  m=-^ 

setzt,  so  erhält  man  z.  B.  für  ^  <=  0,1  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen Zahlenwerthe : 

0=0°  30"  45"  60"  90" 

-^-=    1  0,984  0,957  0,897  0,447 

y» 

.?-=    0,1  0,139  0,212  0,385  1,790. 

y« 

§  137. 
StfitzUnie  für  Wasserdruck. 

Für  Wasserdruck  ist  der  natürliche  Böschungswinkel  ^  gleich 
Null  zu  setzen,  und  aus  der  Gleichung  2)  des  §  135  ergiebt  sich 
für  diesen  Fall  der  Werth  m  =  1.  Hiemach  nehmen  die  Glei- 
chungen 3),  21),  23),  24)  des  §  135  für  den  Fall  des  Wasser- 
druckes resp.  die  folgenden  Formen  an: 

1)   /f  =  ^„-|(y»-y2), 

3)    ^  =  y„  1^1 +'2"i~(r^c^^ 

^       Vi -{-2^(1  — cos«) 

Die  Gleichung  2)  zeigt,  dass  das  Product  aus  dem  Krüm- 
mungshalbmesser der  Stützlinie  an  eiuor  bestimmten  Stelle  in  den 
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Abstaud  derselben  vom  Wasserspiegel  in  allen  Punkten  der  Stütz- 
Haie  dieselbe  Grösse  hat. 

Nach   Fig.  448   hat   die    in  der  Kette   stattfindende   Druck- 
Spannung  an  der  Stelle  M  die  Grösse: 

5)  K = -^  =  f^-ii^tz:-'^ , 

cos  a  cos  a 

und  wenn  man  hierin  für  cos  a  den  aus  der  Gleichung  3)  zu  ent^ 
nclimenden  Werth  einsetzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

6)  K=H„=Ayl 

welche  zeigt,  dass  diese  Druck-Spannung  ebenfalls  in  allen  Punkten 
der  Stützlinie  dieselbe  Grösse  hat  und  jenem  Producte  py  gleich  ist. 
Die  von  den  festen  Unterstützungspunkten  der  Kette  geleisteten 
Gegendrücke  haben  also  ebenfalls  die  Grösse: 

7)  W=H„=.Ry„  =  Ayl 

Um  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  zu  berechnen, 
hat  man  (wie  in  §  122  gezeigt  wurde)  den  Differenzialquotienten 
von  p  nach  a  zu  bilden,  und  erhält  nach  Gleichung  4)  den  Ausdruck: 

8)  -^  =  —  ^^y,  sin  OL  {1  +  2^  (1  —  cos  a)}" 

welcher  nach  Substitution  des  für  den  letzteren  Factor  aus  Glei- 
chung 4)  zu  entnehmenden  Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 

dp  _        p^sina 

"^J       '^Z  ""  A  „.2         • 


doL  Ay 


0 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Eckpunkte  der  Evolute  den  Werthen 
a  =  0,  sowie  den  Werthen  a  =  -[-  180*  und  a  =  —  180*'  ent- 
sprechen. 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  erhält  man  z.  B.  für  A  ==  1 
und  y^i  =  l   die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Zahlenwerthe : 

a  ==    0"  60*  90°  120*  180° 

y=     1 

P=     1 

um  die  zugehörigen  Werthe  der  Abscisse  x  zu  erhalten,  würde 
mau  die  Stützlinie  aus  Kreisbogen-Elementen  zusammengesetzt  sich 


V2 

1/3 

2 

V'o 

1 

1 

1 

1 

V2 

V3 

2 

V^ 
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zu  denken  und  die  Horizontal -Projectionen  dieser  Kreisbeigen  zu 
summiren  haben.  Denn  nach  Fig.  448  ist  cfec  —  prfa  .  cos«  zu 
setzen,  also: 


10)     X  =  j  p  (2a  .  cos  a  =    p  .  d  (sin  a). 


Fig.  452. 


0.Ä6 


—  I  - . 


0.86 


;^;iü 


Wenn  mit  R^^  R^^K^  . . ,  die  Halbmesser  jener  Kreisbogen- 
Elemente  und  mit  a,,a2,  «3...  die  Winkel  bezeichnet  werden, 
welche  an  den  Endpunkten  jener  Kreisbogen  die  Tangentenrich- 
tungen mit  der  Horizontalen  einschliessen,  so  kann  man  die  Grösse 
X  annäherungsweise  auch  berechnen  aus  der  Gleichung: 

11)    «  =  Ä^  sin  a ,  4"  -^2  (s^^  0^2  —  sin  a, )  -|- -^^3  (sin  «3  —  sin  a,) -|- • .  - 

welche  um  so  genauere 
Resultate  liefern  wird. 
je  kleiner  die  jenen 
Kreisbogen  -  Elementen 
entsprechenden  Win- 
kel a,,  (aj  —  «,), 
(ttg  —  ttj)...  gewählt 
werden.  (Vergleiche 
Fig.  416.) 

Als  Halbmesser  eines 
jeden  solchen  Kreis- 
bogens kann  man  das 
arithmetische  Mittel 
der  beiden  Werthe  von 
p  wählen,  welche  den 
Endpunkten  des  Bogens 
entsprechen.  Bei  An- 
wendung dieser  Berech- 
nungsmethode erhält 
man  für  den  oben  angenommenen  Fall  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen Zahlenwerthe : 


"   ^-  VZ      r^^ 


a  =  0'^ 

X  ^ 

—  =  0 

2/0 


60° 
0,77 


90' 
0,86 


120° 
0,79 


180° 
0,39. 


Die  Form  der  Kettenlinie  und  die  Evolute  derselben  nebst 
ihren  drei  Eckpunkten  <7,  0,  J  sind  in  Fig.  452  dargestellt 


\ 
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Wenn  das  Wasser  gegen  die  concave  (anstatt  gegen  die  con- 
vexe)   Seite  der  Kette  drückt  (Fig.  453) ,   so   bleibt  die  Gleiclige- 

wichtsform  der  Kette 
Flg.  453.  dieselbe ;  die  überall 

gleich    grosse   Span- 
nung der  Kette  wird 
in  diesem  Falle  eine 
Zug-Spannung  von  der 
i     Grösse  yj  =  1,  wäh- 
i     rend  bei  dem  vorigen 
Falle   die   Spannung 
~^     der  Kette  eine  Druck- 
Spannung    von    der- 
4     selben    Grösse     war. 
Da    als   Krafteiubeit 
das  Gewicht  des  Be- 
lastungsmaterials  pro 
;     Cubikeinheit  gewählt 
wurde,  und  1  Cubik- 
±     meter   Wasser    1000 
Kil.   wiegt,    so   wird 
>;     demnach  für  den  Fall, 
in  welchem  die  Länge 
eines  Meters  die  Längeneinheit  bildet,   die   Spannung  der  Kette 
(sowie  auch  der  Widerstand  jedes  der  beiden  Unterstützungspunkte) 
1000  Kil.  betragen. 

§  138. 
Hängende  gewichtlose  Kette  mit  Wasser- Belastung. 

Um  die  Gleichgewichtsform  der  hängenden  Kette  zu  finden, 
hat  ma,n  in  den  Gleichungen  des  §  136  ebenfalls  überall  m  =  1 
zu  setzen;  man  erhält  dann  für  diesen  Fall  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

1)     H=H„^±(y^-yl\      '. 

3)  y  =  yyi-2A{l-cosa), 

4)  p  =  _-_-.i^^=_.. 
V^l  — 2.4(1  — cos  o) 


_a    •••- ir= 


y  -» 


^ 


%.','.. 


,/- 


^ 


l 
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Flg.  454. 


Ausserdem  behalten  die  Gleichungen  6)  und  11)   des  vorigen 
Paragraphen  auch  für  diesen  Fall  ihre  Gültigkeit     Die  Spannung 

der  Kette  ist  also  eine  überall  gleich 
grosse  Zug-Spannung  von  der  Grösse  Ayl. 

Wenn  man  A  =^  -:r~    und    y„  =\^5 

o 

setzt,  so  erhält  man  aus  den  obigen 
Gleichungen  die  nachfolgenden  zusam- 
mengehörigen Zahlenwerthe: 


n 


60**      90" 

2     l/'S 

1_ 

0,40    0,47 


1 
2 


120'' 

V2 
1 

0,38 


180- 
1 


—  0,39, 


aus  welchen  für  die  eine  Hälfte  der 
Kettenlinie  dieselbe  Form  sich  ergiebt, 
welche  im  vorigen  Paragraphen  für  .4  =  1 
und  yo=l  gefunden  wurde  (Fig.  453).  Wenu  man  sich  jedoch 
die  Construction  der  Kettenlinie  an  jeder  Seite  nur  bis   zu  dem 

Werthe  a  =  90**  fortgesetzt  denkt,  so 
erhält  man  die  in  Fig.  454  dargestellte 
1  f       Fonn. 

^?k^  Wenn  mit  t/g^  und  p^^^  resp,  die 
Werthe  von  y  und  p  bezeichnet  werden, 
welche  dem  Werthe  a  =  90**  ent- 
sprechen, so  ist  nach  den  Gleichun- 
gen 3)  und  4): 


Flg.  455. 


ff 


■r  w-''^  K 


X.     /,.,y  />.A,\''//'^    '^^.'i/,    •> 


_Äß, 


AG. 


5)       ^9  0 

6)     Poo  = 


=  y,V\-2A, 


Y\  —  2Ä 


Die  vorletzte  Gleichung  zeigt,  dass 
-4  =  -^  gesetzt  werden  muss,  wenn 

^go  gleich  Null  sein  soll,  und  die  letztere  zeigt,  dass  alsdann  zu- 
gleich p9„  unendlich  gross  wird  (Fig.  455).  Für  diesen  Fall  erhält 
man  aus  den  oben  gefundenen  Gleichungen,  indem  man  zugleich 
2/0  =  1  setzt,  die  nachfolgenden  zusammengehörigen  Werthe : 


it  WaBEei-BdastiUK 

«  —     0- 

30" 

60-               00" 

y=    1 

0,93 

0,707          0 

f  =     0,5 

0,537 

0,707        oo 

J!  =      0 

0,255 

0,47            0,6 

Auf  analoge  Weise   ist   der   Fall   zu  behandeln,   in   welchem 
als   Bedingung  vorgeschriebeu  ist,  dass  die  Grösse: 

""■  ■^°'  7)  y„=y.V~i^^ 

^i:-y.%mmmim  m  -vr-mrr- rmmk  gleich  Null  »erden 

\  /      soll(rig.456).  Dieser 

Bedingung  entspricht 
der  Werth  ^  =  1, 
und  wenn  zugleich 
wieder  Jo  =  1  g"^ 
setzt  wird,  so  er- 
geben sich  für  diesen 


Fall  die  nachfolgenden  Werthe: 
1=0'  ]5' 

y  =     1  0,965 

f  =     1  1,036 


X  =     0 


0,2 


30- 
0,856 
1,17 
0,526 


46- 
0,644 
1,65 
0,8 


60- 


Ebenso   der  Fall,  in  welchem  als  Bedingung  vorgeschrieben  ist, 

dass  die  Grösse: 

Fig.  457.  PI8.  45S. 


y.V/1-3^ 


gleich  Null  sein  soll 
(rig.457).  Dieser  Be- 
dingung entspricht 
J_ 
'  3  ' 

und  wenn  man  zu- 
gleich wieder  Po  =  1 
setzt,  so  erhält 
man  die  folgenden 
Werüie: 


pe •■  ü» 
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30- 

60« 

90« 

120' 

0,954 

0,816 

0,577 

0 

(),34ü 

0,408 

0,577 

oo 

0,17 

0,3 

0,3G 

0,15. 

a  =      0' 

1 

p=  y 

cc  -^      0 

In  allen  diesen  Fällen  bleibt  die  Gleichgewichtsform  dieselbe, 
wenn  das  Wasser  gegen  die  convexe  —  anstatt  gegen  die  concave  - 
Seite  der  Kette  drückt,  in  welchem  Falle  die  Spannung  der  Kette 
wiederum  eine  Druckspannung  wird  (Fig.  458). 

§  139. 
Kette  mit  Wasserdruek  und  mit  eigenem  Gewiehte  belastet 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  das  eigene  Gewicht  der  mit  Wasser- 
druck belasteten  Kette  eine  gleichförmig  über  die  Bogenlänge  der- 
selben vertheilte  Belastung  bildet,  von  der  Grösse  q  pro  Längen- 
einheit     (Fig.  459). 

Flg.  469. 
P  X  0 


K  -_^- 


-    *^    Flg.  460. 


C    K 


Um  die  Gleichge- 
wichtsform der  Kette 
zu  finden,  hat  man 
zunächst  (auf  dieselbe 
Weise  wie  in  §135)  für 
denTheilOPJtfCdie 
algebraische  Summe 
der  Horizontalkräfte 
gleich  Null  zu  setzen; 
man  erhält  dann  nach 
Fig.  460  die  Glei- 
chung: 

1)    //=A:cosa  = 

Für  den  Differenzial- 
quotienten  von  //, 
nach  y  genommen,  er- 
giebt  sich  aus  dieser 
Gleichung  der  Werth: 


2) 


dH 


=  — y- 
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Wenn   man   sich   ferner    bei    dem    in   Fig.  461   dargestellten 
Bogen-Elemente  MN  eine  jede  der  wirkenden  Kräfte  zerlegt  denkt 

Fig.  461.  Pig.  462.  ^^  ^^^^  Seitenkräfte,  von 

denen  die  eine  tangential, 

\  J^  \         X       ^^®  andere  normal  zu  dem 

\J^  \ykA  Bogen-Elemente  gerichtet 


.^ 


u\  xv   \  ist,  so  erhält  man  nach 

^^         \         Fig.  462,  indem  man  die 
g.d*  algebraische  Summe  der 


1^ 

tangential  gerichteten  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  die  Gleichung: 

3)  0  =  dK  —  q  .  ds  sin  a, 

welcher  man,  da  ds  sin  a  =  dy  ist,  auch  die  folgende  Form  geben 

kann : 

4)  dR=qdy. 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  au/  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  K^  und  K^  auf  der  rechten  zwischen  den 
Grenzen  y^  und  y  —  erhält  man  für  K  die  Gleichung: 

5)  K=K„  +  q{y-y,). 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  Gleichung  1),  für 
cos  OL  aufgelöst,  die  folgende  Form  an : 

b)     cos  a  =   j^  =    y    , , V-  • 

Diese  Gleichung  kann  man  benutzen,  um  die  Ordinate  y  als 
Function  des  Winkels  a  darzustellen ;  man  erhält  durch  Auflösung 
derselben  für  y  den  Werth: 

7)    y  =  —  2  cos  a  +K(yo  +  3  cos ay-{-2K^(\  —  cos a). 

Wenn  man  (wie  in  §  135)  die  Grösse  tg  a  =  -— -  wieder  mit 
u  bezeichnet,  so  ist  =  |/l-|-w'  zu  setzen;  folglich  ist: 

cos  OC 


8)     l+«»=-J-^  =  (-^y. 
^         '  cosa'       \H/ 


Indem  man  diese  Gleichung  nach  y  differenziirt,   gelangt  man  zu 
der  folgenden  Gleichung: 

Qx      udu  K  (rrdK        V-^^X 

^^   'di-W\^~d^~^~d^)' 
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und  wenn  man  hierin  auf  der  linken  Seite  u  dx  statt  Jy,  auf  der 
rechten  Seite  für  die  Diffcrenzialquotienten  die  resp.  aus  den 
Gleichungen  2)  und  4)  zu  entnehmenden  Werthe  substituirt,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

-0)  -£=#.(«,+ i,) = £^ 

Nach  §  119  (Gleichung  7)   kann   nunmehr   der   Krümmungs- 
halbmesser der  Kettenlinie  berechnet  werden  aus  der  Gleichung: 

11)     —  =  co8a  .      "^ 


dx 


aus  welcher  man  nach  Substitution   der   in  den  Gleichungen  (>) 

und  10)  resp.  für  die  Grössen  cos  a   und  -r  i-  gefundenen   Aus- 
drücke den  folgenden  Werth  für  p  erhält: 

Für  y  =  jy„   wird  K  =  A'^   und   ebenso   auch  H  =  K^,      Der 
Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  hat  also  die  GriSsse: 

13)  ß=    -f"-~. 

2  +  yo 

Nach  Substitution  des  aus  dieser  Gleichung  für  A',  zu  ent- 
nehmenden Werthes  kann   man  den  Gleichungen  1),  5),  11),  12). 

wenn  das  Verhältniss  -  -  =  n  und  zugleich  wieder  das  Verhältniss 

R  y« 

—  =z  A  gesetzt  wird,  resp.  die  folgenden  Formen  geben : 

14)  ^  =  yjJ4(n+l)-i  (|,--l)j, 

15)  A:  =  yjj^(n-f  1)+  n(j^-i)\. 

16)   y  =  yo  { —  n  cos  a  -f-  V^(i -f- **  ^^s  «)'-{-  2  A  (n-f- 1)  (1  —  cos  a)} . 

Aus  Gleichung  16)  kann  man  für  jeden  willkürlich  gewählten 
Werth  von  a  den  zugehörigen  Werth  von  y  berechnen.  Hiernach 
findet  man  aus  den  Gleichungen  14)  und  15)  die  entsprechenden 
Werthe  von  H  und  Ä",  worauf  dann  der  zugehörige  Krümmungs- 
halbmesser aus  Gleichung  17)  berechnet  werden  kann. 
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n 


Aus  den  obigen   Gleichungen  ergeben   sich  für  A=^l   und 

-^ ,   wenn  zugleich  y,^  ==  1    gesetzt   wird ,   die  nachfolgenden 

zusammengehörigen  Werthe: 


Fig.  463. 


a  = 

y  = 


0' 

1 

3 


K=  -: 


2 
3 

2 


90" 
2 

0 
2 


180- 
3 

_5 
2 
5 
2 


P  =     1  1  1. 

Die  Kett«  bildet  also  in  diesem 
Falle  eine,  geschlossene  Kreislinie 
vom  Halbmesser  Ä  ==  1  und  befindet 
sich  (ohne  der  Widerstände  fester 
Unterstützungspunkte  zu  bedürfen) 
im     schwimmenden    Gleichgewichts- 

^^=^ —--  zustande  (Fig.  463). 

Für  71  =  0  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen  wiederum 
dieselben  Resultate,  welche  in  §  137  für  die  gewichtlose  Kette 
gefunden  wurden. 

§  140. 
Hängende  Kette  mit  eigenem  Gewichte  und  Wasser  belastet. 

Bei  dem  in  Fig.  464  dargestellten  Falle  hat  man  (wie  in  §  138) 

die  im  vorigen  Paragraphen  mit  u  bezeichnete  Grösse  tg  a  wieder 
dy 


gleich 


dx 


zu  setzen   (ebenso  cfe  .  sin  a  =  —  dy).     Die   Glei- 


chungen 4)  und  5)    des   vorigen   Paragraphen    nehmen    also    für 
diesen  Fall  die  folgenden  Formen  an: 

1)  dK=-q.dy, 

2)  K^K^  —  q(y  —  y  J. 

Nach  Fig.  465  erhält  man  ferner  statt  der  Gleichungen  1) 
lind  2)  des  vorigen  Paragraphen  für  diesen  Fall  die  Gleichungen: 

3)  Ä  =  ür„+i(y»-yJ), 
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und  wenn  man  mit  Berücksichtigung  dieser  Aenderungen  die  Rech- 
nung auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  foiisetzt, 
so  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

5)    y  =  y„  { —  n  cos  a  +  V^(l  +  ^  ^^^  «)' —  2A  (1  +  n)  (1  —  cos  a)) , 

6)  Ä  =  y2J^(l+n)+|(|J--l)|, 

7)  Ä^  =  yjJ4(l  +  n)-n(X_i)j, 


8)     p  = 


K' 


Hny.^'^-Ky' 


Diese  Gleichungen  würde  man  benutzen  können,  um  bei  den  ver- 
schiedenen in  §  138  untersuchten  Fällen  die  wegen  des  zu  berück- 
sichtigenden Eigen- 
gewichtes der  Ketl« 
erforderlichen  Cor- 
rectionen  auszufüh- 

1 


■1 

» 

.,«*= . 

- 

;  "i 

^^  y 

--,' 

S-;— - 

■    '-■; 

"^ 

l'      J- 

Fig.  464. 


M 


s^st  -  .Af\ 


=    ren. 


B^. 


^ 


Für    n  = 


2 


erhält  man  aus  Glei- 
chung 5) ,  indem 
man  zugleich  wieder 
y ^,  =  1  setzt ,  den 
Werth : 


9)  y,,=VT^^A. 

Diese  Gleichung 
zeigt,  dass  -^  =  -ö" 

zu  setzen  ist,  wenn 
die  Ordinate  y^,, 
gleich  Null  werden 
soll  (dem  in  Fig.  455 
dargestellten  Falle 
entsprechend).   Für 

diesen  Fall  ergeben  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  die  folgenden 

Werthe : 


Fig.  465. 


Kette  mit  Wasserdnick  von  unten. 
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a  —      0°          30" 

CO" 

90 

y  —      1             0,952 

0,781 

0 

^  —    Y          ^'^^ 

0,305 

0 

K  =:     ~           0,476 

0,610 

1 

p  -     y            0,335 

0,590 

oo 

§  141. 

Kette  mit  Wasserdnick  von 

unten. 

Flg.  466. 


Denkt  man  sich  in  Fig.  459  an  jedem  Bogen -Elemente  der 
Kette  die  Richtung  des  Wasserdruckes  in  die  entgegengesetzte  ver- 
wandelt, so  gelangt 
man  zu  dem  in 
Fig.  466  dargestell- 
ten Falle,  bei  wel- 
chem das  Wasser 
von  unten  gegen  die 
Kette  drückt.  Um 
die  Gleichgewichts- 
form der  Kette  für 
diesen  Fall  zu  finden, 
hat  man  demnach 
in  den  Gleichungen 
des  §  139  überall 
diejenigen    Glieder, 


-   ^ 

'^*vp— 

-_  .    —  ' 

yill.x. ----:--,- 

'.U   4 

j- — ---^ 

welche  die  Wasserdrücke  repräsentiren,  mit  ^Minus  Eins''  zu  mnlti- 
pliciren.  Statt  der  Gleichungen  1)  und  2)  des  §  139  erhält  man 
alsdann  die  folgenden  Gleichungen: 

.1)     H=A\  +  \(y^-yl), 
dH 


2) 


dy 


=  4-y. 


während    die   Gleichungen  4)  und  5)   des  §  139   ihre   Gültigkeit 
beibehalten. 

Wenn  man  mit  Berücksichtigung  dieser  Aendcrung  die  Rech- 
nung auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  139  fortsetzt,  so  erhält  man 
für  y  und  p  resp.  die  Gleichungen: 

Ritter,  InKtnienr-MpchRnik.  25 
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3)    y  =  q  cosa-\-  V^(yo  —  ?  COS a)'  —  2K„  (1  —  cosa). 

Aus  der  letzteren  Gleichung  ergiebt  sich  für  den  Krümmungs- 
halbmesser im  Scheitelpunkte  der  Worth: 

5)  i?  =  -J^V_, 

2— y.. 

und  mit  Benutzung  des  aus  dieser  Gleichung  für  die  Grosse  A' 
zu  entnehmenden  Ausdruckes: 

6)  K,^R(q-y,)  =  Ayl(n-l) 

erhält  man  statt  der  Gleichungen  16),   14),   15),  17)  des  §  139 
für  den  vorliegenden  Fall  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 

7)    y  =  y^^  \n  COS  a  +  |/(1  —  n  cos  «)'  —  2A(n  —  1)  (1  —  cos  a)\ . 

8)  /r=yjJ4(«-i)  +  A(^y-i)j, 

9)    ir=yjjil(n~l)  +  n(-^----l)|, 

^     P  ■"  Hny,  —  Ky' 

Die  Gleichung  6)  zeigt,  dass  A^^^  positiv  ist,  sobald  n  grösser 
ist  als  Eins,  und  die  Gleichung  9)  zeigt,  dass  in  diesem  Falle 
auch  die  Kraft  A'  überall  positiv  ist.  Die  Spannung  der  Kette 
wird  daher  an  allen  Stellen  eine  Druck  -  Spannung  sein,  wenn  q 
grösser  ist  als  y„,  d.  h.  wenn  das  Gewicht  der  Kette  pro  Längen- 
einheit grös^r  ist  als  das  Gewicht  einer  Wassersäule  von  der 
Höhe  y^  ^^^  vom  Querschnitte  gleich  der  Flächeneinheit. 

Für  A  =  2  und  n  =  2  nimmt  die  Gleichung  7),  wenn  darin 
wiederum  y„  =  1  gesetzt  wird,  die  folgende  Form  an: 


11)  y  =  2  cos  a  +  ^/(l  —  2  cos  a)'  —  4  (1  —  cos  a), 

und  wenn  hierin  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  gleich 
Null  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  der  Werth: 

12)  cos  «  =  --}/ 3     oder    a  =  30*. 

Man  erkennt  aus  Gleichung  11),  dass  y  imaginär  wird,  wenn 
cos  a  kleiner  ist  als  o~  V^3,  d.  h.  wenn  a  grösser  ist  als  30". 
Hieraus  folgt,  dass  bei  dem  hier  angenommenen  Falle  die  Tan- 


Kette  mit  Wasserdruck  von  unten. 
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gentenrichtung  der  Kettenlinie  an  keiner  Stelle  mit  der  Horizon- 
talen einen  Winkel  einschliessen  kann,  welcher  grösser  ist  als  30**. 

Zugleich  ergiebt  sich 
aus  Gleichung  11), 
dass  jedem  kleineren 
Werthe  des  Winkels  a 
immer  zwei  verschie- 
dene Werthe  von  y 
entsprechen,  während 
dem  Werthe  a  =^  30** 
selbst  nur  ein  Werth 
von  y  entspricht, 
nämlich   der   Werth: 

2/ =  1/3: 
Für  den  hier  angenommenen  Fall  erhält  man  aus  den  oben 

gefundenen    Gleichungen    die    nachfolgenden    zusammengehörigen 

Zahlenwerthe : 


y        1 

1,0763 

Vz 

2,787 

3 

a  —      0° 

15" 

30" 

15" 

0* 

H—      2 

2,079 

3 

5,362 

6 

K—      2 

2,153 

21/"3 

5,575 

6 

P       +2 

+  2,515 

00 

6,3 

—  6. 

Die  eine  Hälfte  der  Kettenlinie  (entsprechend  den  Ordinaten 
von  y  =  1  bis  y  =  3)  nimmt  hiemach  die  in  Fig.  467  dargestellte 
Form  an,  bei  welcher  die  Enden  der  Kette  an  feste  verticale  Wände 
mit  Horizontaldruck  sich  anlehnen,  und  wenn  man  sich  die  Con- 
struction  der  Linie  nach  beiden  Seiten  hin  weiter  fortgesetzt  denkt, 
so  erhält  man  die  in  Fig.  468  dargestellte  wellenförmige  Linie, 


Fig.  468. 


für  deren  Wellen  eine   um  so  kleinere  Höhe  sich  ergeben  wird, 
je  mehr  die  Zahl  n  dem  Grenzwerthe  1  sich  nähert.     Für  w  =  1 

25* 
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wird  die  Höhe  der  Wellen  gleich  Null,  und  die  Wellenlinie   geht 
in  eine  horizontale  gerade  Linie  über  (Fig.  469). 

Wenn  n  kleiner  ist  als 
Fig.  469.  Eins,  so  wird  die  Druck- 

Spannung  K  negativ,  d.  h. 
.    die  Druck -Spannung  geht 
"''    über  in  eine  Zug -Span- 
nung.    Man  kann  daher 
:     für  diesen  Fall  den  Glei- 
"    chungen  6) . . .  10),  indem 
-  man  —  K  statt  -f-  K  setzt 

(ebenso  — A'^  statt  -|- A'^^,  und  — //  statt  -}--ff),  auch  die    fol- 
genden Formen  geben: 


^ 


rmmmmi^m^-^mmimmm^ 


ii^^i«i«a«i^>B«««*«ii»«B»«M 


14)    y  = 


13)   K„=R  (y„ -  7)  ==  Ayl  (1  -  «), 

i/„  {n  C08a-f-V^(l  — n  cos ay -\- 2 A (l  — n)  (1 

15)      Ä=yijvl(l-«)-i(^,^-l)j, 

-np--l)), 


cos  «)} , 


IG)    K-y'J 

^  (1  -  n) 

")     f~A-, 

AT' 
—  Hny„ ' 

in  welchen  die  Grössen  K  und  K^^  nunmehr  Zug  -  Spannungen  be- 
deuten. 

Für  n  =  -^-  und  -4  =  1  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen, 

indem  man  zugleich  wieder  y„  =  1  setzt,  die  folgenden  Werthe : 


a  =      0" 

90° 

180" 

y-    1 

V2 

1,562 

"- 1 

0 

0,219 

K^     l- 

0,293 

0,219 

9-      1 

0,207 

0,106, 

nach  welchen  für  den  in  Fig.  453  dargestellten  Fall  die  Ketten- 
linie zu  construiren  sein  würde,  wenn  das  eigene  Gewicht  der 
Kette  mit  berücksichtigt  werden  soll. 


Uäugende  Kette  mit  Wasserdruck  von  uuteu. 
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§  142. 
HäDgende  Kette  mit  Wasserdruck  von  unten. 

Wenn  man  sich  in  Fig.  464  ebenfalls  die  Richtungen  der 
Wasserdrücke  gegen  die  Kette  in  die  entgegengesetzten  vei-wandelt 

denkt  und  demge- 
mäss  in  den  Rech- 
nungen, welche  zu 
den  Gleichungen  des 
§  140  führten,  die- 
jenigen Glieder, 
welche  die  Wasser- 
drücke repräsenti- 
ren ,  überall  mit 
;,minusEins"  multi- 
plicirt,  so  erhält 
man  für  den  in 
Fig.  470  dargestellten  Fall  die  folgenden  Gleichungen: 

1)    y  =  yf^\ncosa  +  V^(l  —  n  cos  a)' -f"  2-4  («  —  1)  (1  —  cos  a)| , 
3)    K=ylU(n-l)-n{j--l)l 

Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  die  Zug-Spannung  K  überall  po- 
sitiv wird,  sobald  n  >  1  oder  q  >  y^.  Wenn  man  beispielsweise 
n  :=  2  und  A  =  \  setzt,  so  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen 
(indem  man  zugleich  wieder  y„  =  1  setzt)  die  nachfolgenden  zu- 
sammengehörigen Werthe: 


«  — 

O" 

30» 

60° 

y  — 

1 

0,835 

0 

H  — 

1 

1,151 

1,5 

K  — 

1 

1,329 

3 

P  — 

1 

1,482 

3. 

Die  Kettenlinie  nimmt  demnach   für  diesen  Fall  (in   ihrem 
unterhalb  des  Wasserspiegels    befindlichen   Theile)    eine   der    in 
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Fig.  456  dargestellten  Kettenlinie  ähnliche  Form  au,  insofern  die 
Taugentenrichtung  der  Kettenlinie  in  der  Höhe  des  Wasserspiegels 
hier  ebenfalls  einen  Winkel  von  60°  mit  der  Horizontalen  ein- 
schliesst.  Oberhalb  des  Wasserspiegels  geht  die  Kettenlinie  über 
in  eine  gemeine  Kettenlinie  von  der  Horizontalspannung  1,5 
(vergl.  §  12(5). 

Wenn  n  kleiner  ist  als  Eins,  so  wird  die  Zug -Spannung  K 
negativ,  d.  h.  die  Zug-Spannung  geht  über  in  eine  Druck-Spannung. 
Man  kann  daher  für  diesen  Fall  den  obigen  Gleichungen,  indem 
man  darin  —  K  statt  -|-  K  (ebenso  —  H  statt  -\-  H)  setzt,  auch 
die  folgenden  Formen  geben: 


5)    y  =  y^  \n  cos  a  +  ]/  (1  —  n  cos  a)^  —  2A  (1  —  ?*)  (1  —  cosa)J , 

6)  ^=yjj^(l-„)-|-A(^^-_l)j, 

7)  K=yli^Ail-n)-{-n{j--l)\, 

8)  P=7 


Ky—Hny^' 

in  welchen  die  Grösse  K  nunmehr  wieder  eine  Druck -Spannung 

bedeutet. 

2 
Für  n  =  -^  und  -4  =  2  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen, 

indem  man  zugleich  y,,  =  3  setzt,  die  Werthe : 


y-   3 

2,787 

K"3 

1,0763 

1 

a  —    0" 

15« 

30« 

15* 

0' 

H—    6 

5,362 

3 

2,079 

2 

K=    6 

5,575 

2]/3 

2,153 

2 

p_    6 

6,3 

oo 

—  2,515 

—  2. 

Diese  Zahlenwerthe  entsprechen  derselben  wellenförmigen  Linie 
(Fig.  468),  welche  im  vorigen  Paragraphen  bereits  für  den  dort 
angenommenen  Fall  ^4  =  2,  n  =  2  und  y„  =  1  gefunden  wurde. 

Für  w  =  -TT  und  ^1  =  —  ergeben  sich  aus  den  obigen  Glei- 
chungen, wenn  darin  zugleich  y^  =  3  gesetzt  wird,  die  Werthe: 


Hängende  Kette  mit  Wasserdruck  von  unten. 
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y  = 

H  = 

K  = 
P  = 


0' 

3 

5^ 
2 

2 

1 


90" 
2 

0 

2 
1 


180- 
1 

3^ 
2 

3^ 
2 

1. 


Man  erhält  also  für  diesen  Fall  wiederum  eine  geschlossene 
Kreislinie,  und  zwar  dieselbe  Kreislinie  (Fig.  463),  welche  in  §  139 

für  den  dort  angenommenen  Fall  »»  =  -„-,   A==\  und  y„  =  1 
gefunden  wurde. 

Wenn  man  n  =  -ä-  und  A  ^=\  setzt,  so  nehmen  die  obigen 
Gleichungen  für  y^  =  \  die  folgenden  Formen  an: 


y  =  cos  a , 
P=l, 


ff  =  "o"  COS  a*, 
K  =  -^  cos  a , 


und  zeigen,  dass  die  Kettenlinie  in  diesem  Falle  eine  Halbkreis- 
linie bildet,  deren  Mittelpunkt  in  der  Wasserspiegel -Ebene  liegt 
(Fig.  471).    Da  femer  K=0  wird  für  a  =  90^  so  befindet  sich 

diese  halbkreisförmige  Kette, 
Fig.  471.  ohne  der  Widerstände  fester 

1  1         Unterstützungspunkte  zu  be- 

dürfen ,     im     schwimmenden 
Gleichgewichtszustande. 

Die  Gleichung  5)  nimmt 
nach  Substitution  desWerthes 
«  =  90**  die  folgende  Form  an : 

9)    y^=yi-2Ail-n). 


90 


Wenn  als  Bedingung  vorgeschrieben  ist,  dass  die  Kettenlinie 
die  Wasserspiegel-Ebene  mit  verticaler  Tangentenrichtung  schneiden 
soll,  so  ist  y  =0  zu  setzen,  und  man  erhält  die  Bedingungs- 
gleichung : 

1«)    ^  =  20^- 


392 


Siebeuter  Abscbnitt.    §  U2. 


1  2 

Für  n  =  -.    würde  hiernach  A  =  -^-    zu    setzen    sein,   und 

man  erhält  für  diesen  Fall  aus  den  oben  gefundenen  Gleichungen, 
indem  man  zugleich  wieder  y„  =^  1  setzt,  die  folgenden  Werthe : 


a  — 

Ü" 

30" 

45° 

60» 

90 

y  — 

1 

0,i)09 

0,797 

0,6404 

0 

H= 

1 
2' 

0,4132 

0,3177 

0,205 

0 

K  — 

1 
2 

0,4773 

0,4493 

0,4101 

1 
4 

P  — 

2 

3 

0,690 

0,724 

0,796 

ex 

Wenn  man  die  Berechnung  der  Abscissen  x  nach  der  Glei- 
chung 11)  des  §  137  ausführt,  so  findet  man  für  x     den  Werth 

1 
0,73.  Da  A^^  gleich  -j-,  also  gleich  dem  üewichte  eines  Ketten- 
stückes von  der  Länge  Eins  ist,  so  wird  die  Kette,  ohne  der 
Widerstände  fester  Unterstützungspunkte  zu  bedürfen,  im  schwim- 
menden Gleichgewichtszustande  sich  befinden,  wenn  auf  die  in 
Fig.  472  dargestellte  Weise  an  jedem  Ende  der  Kette  ein  in  ver- 
ticaler  Richtung  über  den  Wasserspiegel  emporragendes  Stück  von 
der  Länge  Eins  hinzugefügt  wird. 


Flg.  472. 


0,73 


Flg.  473. 


0,7.1 


t? 


Da  der  Gleichgewichtszustand  der  Kette  nicht  gestört  wird, 
wenn  ein  beliebiger  Punkt  derselben  in  einen  festen  Punkt  ver- 
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wandelt  wird,  so  gelten  die  obigen  Resultate  auch  für  die  in 
Fig.  473  dargestellte  Kette,  welche,  an  ihrem  unteren  Ende  durch 
einen  festen  Punkt  unterstützt,  als  ein  Theil  der  vorigen  zu  be- 
trachten ist 

Auf  analoge  Weise  würde  bei  dem  in  Fig.  458  dargestellten 
Falle  die  wegen  des  zu  berücksichtigenden  Eigengewichtes  der  Kette 
erforderliche  Correction  auszuführen  sein. 

§  143. 

Kette  Yon  gleichem  Widerstände  mit  Wasserdrnek  and 

eigenem  Gewichte  belastet 

Wenn  der  Querschnitt  der  Kette,  und  in  Folge  dessen  auch 
das  Gewicht  pro  Längeneinheit  derselben,  proportional  der  Ketten- 
spannung sich  ändert  —  wie  es  erforderlich  sein  würde,  wenn 
die  Spannung  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes  überall  dieselbe 
Grösse  haben  (die  Kette  also  einen  Körper  von  gleichem  Wider- 
stände bilden)  soll  —  so  ist  (wie  in  §  129): 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  q  zu  entneh- 
menden Werthes  erhält  man  —  statt  der  Gleichung  4)  des  §  139  — 
für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

2)  dK=^'j^.dy,    oder:    ^-  =  ^-'dy. 

Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  K^^  und  K^  auf  der  rechten  zwischen  den 
Grenzen  y„  und  y  —  gelangt  man  zu  der  folgenden  Gleichung: 

3)  lg  (-^)  =  f- (»  -  yo).    oder: 


■0 


4)    K=K„.e' 

Mit  Benutzung  des  aus  Gleichung  1)  für  q  zu  entnehmenden 
Werthes  erhält  man  femer  (nach  §  139,  Gleichung  12)  für  den 
Krümmungshalbmesser  die  Gleichung: 

K 


5)    p  = 


j^- 10  + y 
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aus  welcher  für  den  Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  der 
Wertb  sich  ergiebt: 

6)  B  =  —^"—. 

Wenn  man  also  wieder  das  Verhältniss  —  =  A  und  das  Ver- 
hältniss  --  =  n  setzt,  so  ist: 

7)  K,  =  R(q,  +  y„)  =  Ayl(n^\) 

ZU  setzen,  und   für  den  in  §  139  untersuchten  Fall  ergeben  sich 
hiernach  die  folgenden  Gleichungen: 

9)    K  =  Ayl(n-{-l).e-'^''-^'^^'''      \ 

10)  cos  «  =  -f^i 

11)  P  =  -         ^ 


Hn 

+  y 


A{n-\-i)y 

Aus  den  ersteren  beiden  kann  man  für  jeden  willkürlich  an- 
genommenen Werth  von  y  die  zugehörigen  Werthe  von  H  und  K 
berechnen,  worauf  dann  aus  der  dritten  der  zugehörige  Werth 
von  a,  und  aus  der  vierten  der  zugehörige  Werth  von  p  berechnet 
werden  kann.  ^ 

Wenn  man  n  =    -  und  -4  =  1  setzt  (wie  bei  dem  in  Fig.  463 

dargestellten  Falle),  so  nehmen  die  obigen  Gleichungen  für  y^  =  1 
die  folgenden  Formen  an: 

12)    Ä  =  2-|-, 

»-1 


13)  K  =  ^.e', 

14)  .o..  =  i^-^),P\ 

9    e^"^'^ 

15)  P=4-yV6y' 


y-   1 

1,5 

fr=  1,5 

0,875 

K—    1,5 

1,772 

a  —  0« 

60*35' 

P-  1 

0,989 
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und  es  ergeben  sich  aus  denselben  die  in  nachstehender  Tabelle 
zusammengestellten  Werthe: 

2  2,5  3 

0     —  1,125  —  2,5 

2,093  2,473  2,93 

90°  117«^  5'  148^35' 

1,047  1,164  1,352. 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  eine  Linie,  welche  in  ihrem 
oberen  Theile  (von  a  =  0°  bis  a  =  90°)  eine  nahezu  halbkreis- 
förmige Gestalt  hat,  während  weiter  nach  unten  hin  der  Krüm- 
mungshalbmesser allmählich  sich  vei^össert.  Um  denjenigen 
Werth  von  y  zu  finden,  welchem  der  kleinste  Krümmungshalb- 
messer entspricht,  hat  man  in  Gleichung  15)  den  Differenzial- 
quotienten  von  p,  nach  y  genommen,  gleich  Null  ,zu  setzen.  Man 
erhält  dann  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben 

kann: 

16)    0  =  y*-12y+14. 

Durch  Auf  lösung  dieser  Gleichung  erhält  man  den  Werth  y=  1,3096, 
welchem  nach  Gleichung  14)  der  Werth  a  =  46°35',  und  nach 
Gleichung  15)  der  Werth  p  =  0,985  entspricht. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  für  n  =  1  und  -4  =  2,  indem 
man  zugleich  wieder  yo  =  1  setzt,  die  Gleichungen: 

18)  K  =  4.e^*  % 

19)  cos  a  =  (^^)  .  e^^, 

aus  welcher  die  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Werthe 


sich  ergeben: 

y-  1 

2 

3 

4 

5 

H  —    A 

2,5 

0 

3,5 

8 

K=    4 

5,136 

6,595 

8,467 

10,873 

a  —  0» 

60*50' 

90" 

114" 26' 

137*  25' 

p=  2 

1,957 

2,198 

2,71 

3,624. 
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Fig.  474. 


Derjenige  Werth  von  y,   für  welchen  der  Krümmungshalb- 
messer p  ein  Minimum  wird,  entspricht  der  Bedingungsgleichung: 

21)    0  =  y'-16.y 
__  +  23, 

:  aus  welcher  man  den 
Werth  y=  1,597   er- 
hält.    Der  zugehörige 
Winkel  hat  die  Grösse 
:       a  =  46*^20',   und  der 
zugehörige         Krüm- 
mungshalbmesser   die 
^   Grösse  p  =  l,93.    Den 
_   obigen  Zahlenwerthen 
"^  entspricht       die       in 
-1"  Fig.  474     dargestellte 
_^-  Kettenlinie. 
j  r^iii        Auf  analoge  Weise 
würde  man  für  den  im 
vorigen     Paragraphen 
untersuchten  Fall,  wenn  die  Kette  als  Körper  von  gleichem  Wider- 
stände construirt  ist,  die  Gleichungen  erhalten: 

22)  /r=yj|^(i-„)+l(|;-i)J, 


1()8^^ 


10,87 


n 


23)  K  =  A(l—n)yl.e^^'-"^'^'^ 

24)  cos  a  =  -j^r , 


(^-0 


25)    p  = 


K 


y 


//» 


A{\-n)y, 


in  welchen  di^  Kraft  K  als  Druck-Spannung  zu  deuten  ist    Wenn 

man  hierin  n  =  -^  und  J  =  1   setzt,  wie  bei  dem  in  Fig.  470 

dargestellten  Falle,  so  nehmen  diese  Gleichungen  für  y^^  =  1  die 
folgenden  Formen  an: 

.       26)    ff=^-, 

27)     K=l  .  e^'-'\ 
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28)    cos  a  =  y* .  e 


(i-y) 


1 

3 

4 

1 
2 

1 
4 

0 

1 

9 

1 

1 

/\ 

2 

32 

8 

32 

0 

0,5 

0,389 

0,303 

.0,236 

0,184 

0* 

43» 40' 

65*40' 

82*25' 

90» 

1 

0,831 

0,809 

1,08 

oo. 

29)      p  =  -ö-^ y-' 

und  es  ergeben  sich  aus  denselben  die  in  der  nachstehenden  Ta- 
belle zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

y  = 
H  =  -. 

K  = 
a  = 

P  = 

Der  kleinste  Krümmungshalbmesser  p  =  0,798  entspricht  der 
Ordinate  y  =  0,586  und  dem  Winkel  a  =  58  MO'.  Da  Z^  „  =  0, 1 84 
ist  und 

ebenfalls  gleich  0,184  ist,  so  würde  die  Kette,  ohne  der  Wider- 
stände fester  Unterstützungspunkte  zu  bedürfen,  im  schwimmenden 
Gleichgewichtszustande  sich  befinden,  wenn  auf  die  in  Fig.  472 
angedeutete  Weise  an  jedem  Ende  der  Kette  ein  in  verticaler 
Riclitung  über  den  Wasserspiegel  emporragendes  Stück  von  der 
Länge  Eins  und  vom  Gewichte  q  =0,184  pro  Längeneinheit 
hinzugefügt  wird. 

§  144. 

Berechnung  der  Gewolbstärke  ffir  einen  nach  der  Kettenlinie 

constrnirten  Gewolbbogen. 

Ein  Gewölbbogen  von  geringer  Dicke  und  überall  grossem 
Krümmungshalbmesser  darf  annäherungsweise  als  eine  in  ihrer 
labilen  Gleichgewichtslage  befindliche  Kette  betrachtet  werden. 

Für  einen  nur  mit  seinem  eigenen  Gewichte  belasteten  Ge- 
wölbbogen von  überall  gleich  grossem  Gewichte  pro  Längeneinheit 
würde  also  unter  den  genannten  Umständen  die  in  §  126  berech- 
nete ,.  gemeine  Kettenlinie"  die  Gleichgewichtsform  darstellen,  und 
wenn  der  Gewölbbogen,  als  Kette  von  gleichem  Widerstände  con- 
struirt,   ausser  seinem  eigenen  Gewichte  noch  eine  gleichförmig 
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über  die  Horizontalprojection  vertheilte  Belastung  zu  tragen  )älk} 
so  würde  die  in  §  129  berechnete  „Kettenbrücken- Linie**  (in 
gekehrter  Lage  gedacht)  als  Gleichgewichtsform  desselben 
sehen  sein.  Ebenso  dürfen  die  in  den  vorigen  Paragraphen  fir 
Erd-  und  Wasser-Druck  gefundenen  Kettenlinien  annähemngswei» 
als  Gleichgewichtsformen  eines  unter  gleichen  Belastungsreitillr 
nissen  befindlichen  Gewölbbogens  betrachtet  werden,  sobald  dk 
Dicke  desselben  überall  klein  ist  im  Verhältniss  zum  Krümmungs- 
halbmesser. 

Um  für  einen  solchen  nach  der  Kettenlinie  construirten  Ge- 
wölbbogen die  im  Scheitelpunkte  erforderliche  Stärke  zu  berechnen, 
würde  man  die  an  dieser  Stelle  stattfindende  Druck-Spannung  pro 
Flächeneinheit  gleich  der  practisch  zulässigen  Druck-Spannung  m 
setzen  haben.  Den  totalen  Horizontaldruck  im  Scheitelpunkte 
findet  man  nach  §  119,  indem  man  den  Krümmungshalbmesser 
des  Scheitelpunktes  multiplicirt  mit  der  Grösse,  welche  die  Total- 
belastung pro  Längeneinheit  der  Horizontalprojection  an  dieser 
Stelle  hat.  Da  bei  den  Untersuchungen  der  vorigen  Paragraphen 
als  Krafteinheit  überall  das  früher  mit  y  bezeichnete  Gewicht  des 
Belastungsmaterials  pro  Cubikeinheit  angenommen  wurde,  so  hat 
man  die  in  den  vorigen  Paragrai^hen  gefundenen  Kraftgn>ssen 
sämmtlich  noch  mit  y  zu  multipliciren,  wenn  statt  dessen  das 
Gewicht  eines  Kilogramms  als  Krafteinheit  gewählt  werden  soll 
Hiernach  ergiebt  sich  für  den  Horizontaldruck  im  Scheitelpunkte 
der  Ausdruck: 

1)  K„  =  R{q„-\--iyJ, 
in  welchem  R  den  Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes,  y.. 
die  Höhe  der  Belastungsschicht  und  q^  das  eigene  Gewicht  des 
Gewölbbogens  pro  Längeneinheit  an  dieser  Stelle  bedeutet  Die 
obige  Gleichung  gilt  sowohl  für  vertical  wirkende  Belastungen, 
als  auch  für  Erd-  und  Wasser-Druck. 

Wenn  mit  07  das  Gewicht  des  Gewölbbogenmaterials  pro 
Kubikeinheit  bezeichnet  wird  —  wobei  also  o  das  specifische  Ge- 
wicht desselben  bedeuten  würde  für  den  Fall,  dass  ^Wasser*  das 
Belastungsmaterial  bildet  —  und  mit  c„  die  Gewölbstiirke  im 
Scheitelpunkte,  so  ist: 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  vorig? 
Gleichung  die  Form  an: 

3)     K^  =  ^Ii(oc,-^y^). 


«)    '0=  S-oyR 
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Wenn  ferner  mit  S  die  practisch  zulässige  Dnick-Spannung  des 
Gcwölbbogenmaterials  pro  Flächeneinheit  bezeichnet  wird,  so  ist 
zugleich: 

4)   isr„  =  s.c„ 

zu  setzen,  und  man  erhält  durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  K^ 
gefundenen  Ausdrücke  die  Gleichung: 

Indem  man  diese  letztere  Gleichung  für  c„   auflöst,   findet  man 
für  die  erforderliche  Gewölbstärke  im  Scheitelpunkte  den  Werth: 

_      7-gyo      . 

Diese  Gleichung  zeigt,  dasß  c^^=oo  wird,  wenn  o^R  =  S  ist. 
Für  den  Krümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  ergiebt  sich 
hieraus  der  obere  Grenzwerth: 

7)        R{fn^)  =   —  » 

welchen  der  wirkliche  Werth  von  R  nicht  erreichen  darf,  wenn 
die  practisch  zulässige  Druck-Spannung  nicht  überschritten  werden 
soll.  So  würde  z.  B.  für  ein  Material,  bei  welchem  die  practisch  zu- 
lässige Druck-Spannung  pro  Quadratmeter  450000  Kil.  und  das  Ge- 
wicht pro  Cubikmeter  2500  Kil.  beträgt,  der  Werth  Ä(„„)  =  180  Meter 
sich  ergeben.  (Für  Eisen  hat  dieser  obere  Grenzwerth  —  wie  in 
§  127  bereits  gefunden  wurde  —  die  Grösse  von  1000  Metern.) 

Wenn  für  den  wirklichen  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel- 
punkte der  Werth  i?  =  60"  vorgeschrieben  ist,  so  erhält  man 
z.  B.  für  y^  =  4"  und  y  =  1600  Kil.,  indem  man  zugleich  wieder 
5  =  450000  Kil.  und  07  =  2500  Kil.  setzt,  für  die  erforderliche 
Stärke  des  Gewölbbogens  im  Scheitelpunkte  den  Werth:  c^  =  1"',28. 

§  145. 
Gewolbbogen  mit  Sandbelastnng. 

Die  erforderliche  Stärke  des  Gewölbbogens  im  Scheitelpunkte 
hängt  (bei  gegebener  MaterialbeschafFenheit)  ausschliesslich  ab  von 
dem  Krümmungshalbmesser  des  Scheitelpunktes  und  von  der  Be- 
lastung pro  Längeneinheit  an  dieser  Stelle.  Sie  ist  dagegen  voll- 
kommen unabhängig  von  der  Art  der  Belastung  und  von  dem 
Gesetze  der  Lastvertheilung.  Die  im  vorigen  Paragraphen  für  c„ 
gefundene  Gleichung  gilt  sowohl  für  Erd-  und  Wasser -Druck  als 
für  vertical  wirkende   Belastungen;   sowohl  für  gleichförmig  als 
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für  ungleichförmig  über  die  Horizontalprojection  vertheilte  Be- 
lastungen. Was  dagegen  die  Krümmungsform  des  Gewölbbogens 
in  den  seitwärts  vom  Scheitelpunkte  gelegenen  Theilen  betrifft,  und 
das  Gesetz,  nach  welchem  die  Stärke  des  Bogens  vom  Scheitel- 
punkte aus  nach  beiden  Seiten  hin  allmählich  zunehmen  muss, 
wenn  die  Druck  -  Spannung  pro  Flächeneinheit  des  Querschnittes 
überall  gleich  gross  sein  soll  —  so  werden  dieselben  bedingt  durch 
die  Art  der  Belastung  und  das  Gesetz  der  Lastvertheilung. 

Nach  §  117  ist  bei  einer  cohäsionslosen  Erdmasse,  welche 
continuirlichen  Erschütterungen  ausgesetzt  ist,  der  Erd- Druck  zu 
berechnen  aus  den  für  hydrostatischen  Druck  geltenden  Gleichun- 
gen, in  welche  die  für  activen  und  passiven  Erd-Druck  geltenden 
Gleichungen  übergehen ,  wenn  darin  9  =  0  oder  7w  =  1  gesetzt 
wird.  Der  active  und  der  passive  Erd-Druck  bilden  die  äussersten 
Grenzen,  bis  zu  welchen  der  wirkliche  Erd-Druck  von  dem  hydro- 
statischen Drucke  nach  beiden  Seiten  hin  abweichen  kann.  Diese 
beiden  Grenzen  fallen  zusammen,  wenn  durch  irgend  eine  Ursache 
die  Wirkung  der  Reibung  aufgehoben  wird.  Hieraus  folgt,  dass 
es  für  eine  mit  Erde  belastete  Kette  innerhalb  gewisser  Grenzen 
unendlich  viele  verschiedene  Gleichgewichtsformen  giebt.  Die  dem 
activen  und  passiven  Erd-Drucke  entsprechenden  Kettenlinien  bilden 
die  äussersten  Grenzen,  bis  zu  welchen  die  Form  der  Kette  von 
der  dem  hydrostatischen  Drucke  entsprechenden  Kettenlinie  ab- 
weichen kann,  ohne  dass  der  Gleichgewichtszustand  gestört  wird. 
Wenn  es  sich  darum  handelt,  diejenige  Gleichgewichtsform  auszu- 
wählen, welche  zu- 
Fig.  475.  gleich  die  grösstc 

35  35  Stabilität  besitzt, 

so  hat  man  dem- 
nach die  für  w=l 
in  §  143  gefun- 
denen, dem  hydro- 
statischen Drucke 
entsprechenden 
Gleichungen  an- 
zuwenden. 

Für  die  in  §143 
mit  n  bezeichnete 

Grösse  ergiebt  sicli  aus  der  Gleichung  2)  des  vorigen  Paragraphen 
der  Worth: 


7027.00 


702^0 
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1)    n==-^=^^  =  ^. 

Wenn   man   hierin  mit  Beibehaltung  der  im  rorigen  Para- 

25 
graphen  angenommenen  Zahlenwerthe :  o=  ,.  -  und  y^  =  4"  setzt, 

so  erhält  man  für  c,  =  l'",28  den  Werth: 


2)    n  = 


1,25  ,  1,6  _  1 


4  2 

Da  ferner  der  Ejrümmungshalbmesser  im  Scheitelpunkte  gleich 
60  Meter  angenommen  wurde,  so  hat  die  in  §  143  mit  .4  bezeich- 
nete Grösse  den 

Fig.  476. 


Werth: 


S)    A  = 


=  ^=15. 

Nach  Substitu- 
tion dieserWerthe 
nehmen  die  Glai- 
chungen  8) ,  9), 
10),  11)  des  §143, 
^  wenn  zugleich 
statt  der  Grösse  ^  =  1600  Kil.  das  Gewicht  von  1  Kil.  als  Kraft- 
einheit angenommen  wird,  die  folgenden  Formen  an: 

4)    £r=  25600  {23--^}, 


5) 
6) 


^=576000.6 
H 


Visoi 


cos  a  = 


K' 


7)    P 


K 


-i^  +  1600.y 


Aus  diesen   Gleichungen   ergeben  sich  die  in  nachstehender 
Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 

y=     4  8            12            16            20            24            27,13          40 

/f=576000  537  600    473600    384000    268800    128000       0         -691200 

A'  =  576000  588  940    602150    615  680    629450    643  680    654900       702  750 

a=     0*»  24»  5'       38M0'     51  «»25'    64«  45'     78"  30'     90'»         '169°35' 

p=  60"»  37  »,306  27  ",58     22™, 2      18  ",79     16 '»,458   15%088     11™,68. 

Rittfir,   InKenioiir- Mechanik.  26 
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/.♦.:U 25145  .Vi. ;  weise 


«:,  • 


'    .  :  « . 
<  •  •  ."«■  ♦ 


Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  in  Fig.  475  dargestellte 
Kettcnlinie.    Streng  genommen  würde  zwar  diese  Linie  nur  bei  an- 

endlich    kleiner 
''«•  *'^-  stärke  des  (lo- 

wölbbogens    als 
Gleichgewiclits- 
form   desselben 
anzusehen  sein. 
Annäherungs- 
darf  man 
indessen  anneh- 
).:./•  X;V»;  men,  dass  auch 
der      wirkliche 
Gewölbbogen  im 
Gleichgewichts- 
zustande    sicli 
befinden    wird, 
wenn  man  der 
Mittellinie  des- 
selben       diese 
Form         giebt 
(Fig.  476). 

Nach  der 
obigen  Tabelle 
wächst  die 

Druckspannung 
imGewöIbbogen 
vom  Scheitel- 
punkte nach  den 
unteren  End- 
punkten hin  von 
K,  =  576  000 
bisJr=- 702750. 
Hiemach  er- 
giebt  sich  für 
die  am  unteren 
Ende  erforderliche  Stärke  des  Rogens  der  Werth: 


Flg.  478. 


>.     r 


»  »     —  ' 


•  .   •    •• 


•    I    -.  t 


•  •    I 


•    •  -  .  , 


'    %   * 


»  o  t 


*  ' 


«^  ^        loa     7027t)0        ,„.. 
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Wenn  man  ein  anderes  Mal  y^  =  10"  und  R  =  20"  setzt, 
so  erhält  man  nach  der  Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen 
den  Werth :  . 

9^     /^ 1600.20.10         _ 

^      '^    450000  —  2500.20  "  "^ '^• 

Für  diesen  Fall  ist  also  n  =  -tt-  und  -4  =  2  zu  setzen ;  die  Glei- 

o 

chiingen  des  §  143  nehmen  alsdann  die  folgenden  Formen  an : 

10)  Ä  =  160000  {i^-^^}, 

11)  Ä-  =  360000.e'^***', 

12)  cos  a  =  pT , 


K 


13)    p  = 


H 


180  +  1600  •  y 

und   man  erhält  aus  denselben  die  in  nachfolgender  Tabelle  zu- 
sammengestellten Zahlenwerthe : 


y=   10 

H  =  360000 
K  =  360000 
«  =      0" 
p  =    20"* 


15 

260000 

370130 

45°  25' 

li^öö 

Fig.  479. 


20 

120000 

380560 

71 "35' 

ll'",65 


23,45 
0 
387910 
90" 
10  "',34 


r-T-— wr  T 


*    '»*  *     ,'    / 


,//. 


30 
—  280000 
402  228 

134  ^y 

8^66. 
Diesen  Zalilen- 
werthen         ent- 
spricht    die     in 
Fig.  477    darge- 
stellte Kettenlinie 
und  die  in  Fig. 478 
:v.v :«; .  j.  \;. . .,:» .    dargestellte  Form 
X^*^<:\;:*.*';  .\V!-  des      Gewölbbo- 

gens.  Für  die  am 
unteren  Ende  des- 
\  .]'.>:•'•  selben  erforder- 
r'^  liehe  Stärke  er- 
giebt  sich  der 
Werth : 


14)    c  = 


K 

0 


0  •  ^~  "^  ^-i^  • 


402^228 
360000 


0"',894. 


20' 
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Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  in  Fig.  475  dai^estelUe 
Kcttcnlinic.    Streng  genommen  würde  zwar  diese  Linie  nur  bei  o- 

endlich  kleins 

IÖ5       "*■*''■        m  ^^^^  ''^^ 

■^■'■■\ •,!■.,'   ■ .'  '■■;  ^:[--  .1  '""■"    "  ."^"^^^"^ — ^     ~"      wÖIbbogens  nfc 

'','.■■".'''•'•  '■■'■-■■'''■■'■'■.'■','■  ;".v  .■..''.■,■"'■'■■,■:'.■■.       Gleichgewichts- 

■'-'*■"',!. '!'■•■',' ,'■''■!  ■'■'.'.•'■'■'  ■';""',■.■■■),■■  '-*"'  '■;"■'■■■■/    form    desselben 

anzusehen  sein 
Annäbemngs- 
weise  darf  man 
indessen  an  neh- 
men, dflss  auch 
der  wirkliche 
GewÖlhbogeuini 
Gleichgewichts- 
zustände sich 
befinden  wird, 
wenn  man  der 
Mittellinie  des- 
selben diese 
Form  giebt 

(Fig.  476). 

Nach  der 
obigen  Tabelle 
wuchst  <hc 

Drackspannung 
imGewülbbogcn 
vom  Scheitel- 
punkte nach  (feil 
unteren  End- 
punkten hin  von 
K„  =  576  OKI 
I)i8^=7O2750. 
Hiernach  e'' 
giebt  sich  fü' 
die  am  untern 
Endo  erforderliche  Stärke  des  Hagt 

8)    c^,..^-=t 
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X 


=  0        0,1        0,2        0,3        0,4        0,5 


1,5708 


X  =  0       10,39     20,78     31,18     41,57     51,96   163,2 

y  =  0        0,91       3,62       8,23     14,8       23,5         c». 

Diesen  Zahlenwerthen  entspricht  die  in  Fig.  480  dargestellte 
Kettenlinie.  Nach  §  129  hat  die  Horizontalspannung  der  Kette 
die  Grösse: 

5)    fi'=Ä(Ä:4-p)  =  60(3200  +  6400)  =  576000  Kil., 

und  der  Neigungswinkel  der  Eettenlinie  gegen  die  Horizontale  ist 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


Aus  der  letzteren  Gleichung  ergiebt  sich  für 


X 


=  =  0,5 


60.1/3 
der  Werth:  tga  =  0,9464.    Die  Druckspannung  der  Kette  wächst 

also  vom  Scheitelpunkte  nach  den  Unterstützungspunkten  hin  von 

der  Grösse  tf=  576000  Kil.  bis  zu  der  Grösse: 


Fig.  480. 


7)  ir  =  H. V  1  +  tga^  =  1,377.576000  =  793200 Kil. 

Dieser  Druckzunahme  entspricht  eine  Zunahme  der  Gewölbstärke 
von  der  Grösse  c^  =  1"*,28  bis  zu  der  Grösse : 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  Gleichung  1)  die   bei  dem 
zweiten  Zahlenbeispiele  des  vorigen  Paragraphen  angenommenen 

Werthe:  R  =  20", 
y^  =  10»,  Y  =  1600 
Kil.,  0  7  =  2500  Kil., 
c„  =  0^,8  substituirt, 
welchen  die  Werthe 
4  =  2000  Kil.,  p  = 
16  000  Kil.,  H  = 
360000  Kil.  entspre- 
chen, so  erhält  man 
-  für  diesen  Fall  die 
Gleichung: 


[ 


■\ 


9)    y  =  -  180 .  lg  cos  (-^) 
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aus  wclchor  dio  nachfolgcmle»  zusammengehörigen  ZaLlciii*r^j 
sich  ergeben: 

0?  =  0       6  12  18    .      24  3i)        'A:: 

y  =  0        0,01         3,62         8,23       14,8         23,5         ^. 

Auf  dieselbe  Weise  wie  oben  findet  man,  dass  den  Coorfitai^ 
ac=  3Ü~  und  ^  =  23"',5  die  Werthe  tga  =  1,64  und  A'=69i:>*»K. 
entspreclieu.  Bei  einer  Spannweite  von  60  Metern  würd»;  «la- 
nach  für  die  Stärke  des  üewöibbogens  am  Widerlager  der  \S'».r.i 
c  ==  r",53ü  sich  ergeben. 

§  147. 

Stfitzlinien  im  Gewolbbogen. 

Die  Ilechnungsresultate,  zu  welchen  man  bei  Anwendung  ir 
in  di»n  vorigen  beiden  Paragraphen  erklürten  Methode  getir^* 
sind  (wie  in  §  144  bereits  bemerkt  wurde)  nur  in  solchen  Fälhi 
als  brauchbar  zu  betrachten,  in  welchen  für  das  Verhältnis^  Ar 
berechneten  üewülbstiirke  zu  dem  Krümmungshalbmesser  überall 
ein  sehr  kleiner  Werth  sich  ergiebt,  da  es  andernfalls  nicht  mt-Lr 
zulässig  sein  würde,  den  Gewölbbogen  als  eine  vollkommen  bie^c'* 
same  Kette,  und  die  Mittellinie  des  Bogens  ohne  Weiteres  aU 
Stützlinie  desselben  zu  behandeln.  Bei  grösserer  Stärke  des  G«.- 
wölbbogens  würde  überdies  die  gemachte  Voraussetzung  raeistvij> 
nicht  mehr  zutreffen,  nach  welcher  die  Belastung  unmittelbar  auf 
dio  Mittellinie  des  Bog(»ns  wirken  sollte,  da  es  in  Wirklichkeit 
dio  äussere  Begrenzungsfiik^he  des  üewölbbogens  zu  sein  pflegt, 
welche  in  unmittelbarer  Berührung  mit  dem  Belastungsmateriale 
sich  befindet. 

Um  bei  beliebig  gewählter  Form  und  Stärke  des  belasteten 
Gewölbbogens  die  Stützlinie  desselben  zu  construiren,  hat  man 
wiederum  das  Verfahren  anzuwenden,  welches  bereits  in  §  118 
für  den  dort  angenommenen  Fall  vertical  gerichteter  Schnittfugen 
erklärt  wurde. 

Denkt  man  sich  in  der  Scheitelfuge  und  den  beiden  Wider- 
lagerfugen einstweilen  Stifte  eingeschoben,  durch  welche  bewirkt 
wird,  dass  die  drei  IMinkte  A^  B,  C  Stützpunkte  (oder  Punkte  der 
zu  construirenden  StUtzHnie)  werden,  so  erkennt  man,  dass  hier- 
mit zugleich  Grösse  und  Lage  des  in  der  Scheitelfugo  wirkenden 
Horizoritaldruckcs  //  bestimmt  sind,  welchen  man  berechnen  kann, 
uidem   man   die   statischen  Momente  der  beiden  Kräfte  H  und  Q 


^r 
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Fig.  481. 


3ezug   auf  den   Drehpunkt  A  (oder  in  Bezug  auf  den  Dreh- 
ikt  23)  einander  gleichsetzt  (Fig.  481).      Nachdem   auf  solche 

Weise  der  Horizontal- 
druck H  gefunden  ist, 
kann  ma»  auf  die- 
selbe Weise  wie  in 
§  118  den  Punkt  M 
bestimmen ,  in  wel- 
chem eine  beliebig 
gewählte  andere  Fuge 
von  der  Stützlinie  ge- 
troffen wird ,  indem 
man  auf  die  in  Fig.482 
angedeutete  Weise 
von  den  beiden  Kräf- 
ten H  und  P  die 
Mittelkraft  R  construirt  und  den  Durchschnittspunkt  aufsucht,  in 
welchem  jene  Fuge  von  der  Richtungslinie  dieser  Kraft  R  ge- 
schnitten wird.  Je- 
Pig.  482.  doch   ist  hierbei   zu 

berücksichtigen,  dass 
die  Curve ,  welche 
man  bei  Anwendung 
dieses  Constructions- 
verfahrens  erhält,  nur 
dann  als  wirkliche 
Stützlinie  gelten  kann, 
wenn  jede  Fuge  von 
derselben  innerhalb 
der  durch  ihre  beiden 
Endpunkte  begrenz- 
ten Strecke  geschnitten  wird  (Fig.  483). 

Man  überzeugt  sich  auf  solche  Weise,  dass  durch  die  drei 
willkürlich  gewählten  Punkte  -A,  jB,  C  die  ganze  Stützlinie  ihrer 
Lage  und  Form  nach  festgelegt  ist,  zugleich  auch:  dass  im  All- 
gemeinen unendlich  viele  verschiedene  Stützlinien  in  einem  und 
demselben  Gewölbbogen  construirt  werden  können,  und  dass  jeder 
von  diesen  Stützlinien  eine  bestimmte  Grösse  und  Lage  des  in 
der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  H  entspricht,  sowie 
umgekehrt  jedem  bestimmten  Horizontaldrucke  H  eine  bestimmte 
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Form  und  Lage  der  Stützlinie  entspricht.  Die  Grösse  des  Hori- 
zontaldruckcs  H  und  die  Pfeilliöhe  der  demselben  entsprechenden 

Stützlinie  bedin- 
^^«-  *«^-  gen         einander 

wechselseitig  in 
solcher  Weise, 
dass  dergrSsitW 
Pfeilhöhe       der 

kleinste  Horizoo- 

taldruck  und  der 
kleinsten  Pfeil- 
höhe der  grBsste 
Horizontaldruck 
entspricht  Bei 
Betrachtung  der 

Fig.  483  erkennt  man,  dass  der  Spielraum  für  die  in  dem  Gewolb- 
bogen  construirbaren  Stützlinien  um  so  mehr  zusammenschrumpfen 
wird,  je  kleiner  die  Gewölbstärke  gewählt  wird.  Um  das  Minimum 
der  erforderlichen  Gewölbstärke  zu  finden,  hat  man  zu  untersuchen: 
^e  klein  dieselbe  höchstens  werden  darf,  wenn  überhaupt  noci 
die  Möglichkeit  vorhanden  sein  soll,  mindestens  eine  Stützlinie  in 
dem  Gewölbbogen  zu  construiren,  welche  nirgendwo  die  äussere 
oder  die  innere  Begrenzungsliuie  der  Gewölbbogenfläche  über- 
schreitet. 

§  148. 
Gleichgewicht  des  Gewölbbogens  in  Bezug  auf  Drehung. 

Die  Frage:  unter  welchen  Umständen  es  möglich  ist,  eine 
ganz  in  das  Innere  des  Gewölbbogens  fallende  Stützlinie  in  dem- 
selben zu  construiren,  ist  gleichbedeutend  mit  der  Frage:  unter 
welchen  Umständen  es  möglich  ist,  für  den  in  der  Scheitelfuge 
wirkenden  Ilorizontaldruck  eine  solche  Grösse  und  Lage  nachzu' 
weisen,  bei  welchen  dieser  Horizontaldruck  in  Bezug  auf  jede  bc 
liebige  Fuge  ausreicht,  um  eine  Drehung  des  zwischen  dieser  Fuge 
und  der  Scheitelfuge  befindlichen  Gewölbstückes  nach  innen  z^ 
verhindern,  und  zugleich  auch  klein  genug  ist,  um  nicht  eine. 
Drehung  desselben  Stückes  nach  aussen  hin  hei-vorzubringen. 

Bei  überflüssiger  Stärke  des  Gewölbbogens  kann  dieser  Be^ 
dingung  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  Genüge  geleistet 
werden,   da  unendlich  viele   verschiedene  Stützlinien  im  Innera 
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desselben  möglich  sind,  und  jeder  von  diesen  Stützlinien  eine  be- 
sondere Grösse  und  Lage  jenes  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Ho- 
rizoiitaldruckes  entspricht.  Im  Allgemeinen  wird  daher  von  einer 
bestimmten  Grösse  und  Lage  dieses  Horizontaldruckes  überhaupt 
nicht  die  Rede  sein  können,  sondern  immer  nur  von  gewissen 
Grenzen,  in  Bezug  auf  welche  behauptet  werden  darf,  dass  der 
wirkliche  Horizontaldruck  zwischen  denselben  liegen  muss. 

Bei  sehr  grosser  Stärke  des  Gewölbbogens  würde  man  diese 
beiden  Grenzwerthe  auf  die  in  Fig.  484  und  Fig.  485  angedeutete 


Fig.  484. 


Fig.  485. 


Weise  ermitteln  können,  indem  man  das  eine  Mal  die  grösstmög- 
liche,  das  andere  Mal  die  kleinstmögliche  Pfeilhöhe  für  die  Stütz- 
linie annimmt,  und  für  jede  dieser  beiden  Stützlinien  den  zuge- 
hörigen Horizontaldruck  berechnet.  Der  wirkliche  Horizontaldruck 
in  der  Scheitelfuge  würde  jeden  dieser  beiden  Grenzwerthe  in  der 
That  erreichen  können,  wenn  die  Stärke  des  Gewölbbogens  so 
gross  ist,  dass  jede  von  diesen  beiden  Stützlinien  ganz  in  das 
Innere  des  Bogens  hineinfällt. 

Denkt  man'  sich  —  von  diesem  Falle  ausgehend  —  die  Ge- 
wölbstärke allmählich  kleiner  werdend  und  diese  Verkleinerung 
bis  zu  dem  Punkte  fortgesetzt,  wo  gerade  nur  noch  eine  einzige 
Stützlinie  in  dem  Gewölbbogen  möglich  ist,  so  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  im  Allgemeinen  diese  der  Grenze  der  Stabilität  ent- 
sprechende Stützlinie  —  je  nach  dem  Gesetze  der  Lastvertheilung 
und  der  Form  des  Bogens  —  entweder  auf  die  in  Fig.  486  oder 
auf  die  in  Fig.  487  dargestellte  Weise  die  innere  und  die  äussere 
Begrenzungslinie  berühren  wird.  In  beiden  Fällen  giebt  es  für 
den  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruck  nur  eine  ein- 
zige Grösse  und  Lage,  welche  den  Gleichgewichtsbedingungen  ent- 
spricht. Die  geringste  Verkleinerung  dieses  Horizontaldruckes 
würde  eine  Drehung  des  zwischen  der  Fuge  J  und  der  Scheitel- 
fuge befindlichen  Stückes  nach  innen  —  die  geringste  Vergrösserung 
dagegen  eine  Drehung  des  zwischen  der  Fuge  E  und  der  Scheitel- 
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fuge  befindlichen  Stückes  nach  aussen  hin  zur  Folge  haben.    Wenn 
in  Fig.  486  die  Fuge  £,  oder  in  Fig.  487  die  Fuge  J,  zufällig  mit 


Fig.  486. 


Fig.  487. 
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der  Widerlagerfuge  zusammenfällt,  so  wird  der  Gleichgewichts- 
zustand auch  dann  noch  möglich  sein,  wenn  die  betreffenden  Stütz- 
liuien  —  anstatt  die  Begrenzungslinien  der  Gewölbbogenflächo  in 
diesen  Fugen  zu  berühren  —  dieselben  schneiden.* 

Um  die  Fragß  zu  entscheiden:  ob  auf  die  in  Fig.  486  oder 
auf  die  in  Fig.  487  dargestellte  Weise  jener  Grenzfall  des  Gleich- 
gewichtes eintreten  wird,  hat  man  zunächst  auf  die  in  Fig.  484 
angedeutete  Weise  die  Stützlinie  des  kleinsten  Horizontaldruckea 
zu  construiren  und  alsdann  zu  untersuchen,  ob  bei  allmählich  ab- 
nehmender Gewölbstärke  die  auf  solche  Weise  zu  construirende 
Stützlinie  zuerst  die  innere  oder  zuerst  die  äussere  Begrenzangs- 
linie  überschreiten  wird.  In  der  Regel  —  wie  z.  B.  namentlich 
bei  dem  Kreisbogen -Gewölbe  mit  horizontaler  Belastungslinie  — 
wird  der  erstere  Fall  eintreten,  und  in  diesem  Falle  wird  auf  die 
in  Fig.  486  dargestellte  Art  bei  fernerem  Abnehmen  der  Gewölb- 
stärke die  Grenze  der  Stabilität  erreicht  werden.  Für  diesen  Fall 
hat  man  also  bei  der  Berechnung  der  mindestens  erforderlichen 
Gewölbstärke  den  oberen  Endpunkt  der  Scheitelfuge  als  Angriffs- 
punkt des  Ilorizontaldruckes  anzunehmen. 

Fände  es  sich  dagegen,  dass  der  andere  Fall  eintritt  —  dass 
nämlich  bei  allmählichem  Abnehmen  der  Gewölbstärke  zuerat  ein 
Ueberschreiten  der  äusseren  Begrenzungslinie  stattfindet  —  so 
würde  der  Greuzfall  des  Gleichgewichtes  auf  die  in  Fig.  487  dar- 
gestellte Weise  erreicht  werden,  und  in  diesem  Falle  würde  man  bei 
der  Berechnung  der  Gewölbstärke  den  unteren  Endpunkt  der  Scheitel- 
fuge als  Angriffspunkt  des  Horizontaldruckes  zu  wählen  haben. 
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Die  Berechnung  der  Grenzstärke  selbst  hat  man  in  beiden 
Fällen  auf  die  Weise  auszufuhren,  dass  pnan  untersucht:  welche 
Grösse  H.  der  Horizontaldruck  mindestens  haben  muss,  um  in 
Bezug  auf  jede  beliebige  Fuge  eine  Drehung  nach  innen  zu  ver- 
h indem,  und  welche  Grösse  Ä,  derselbe  höchstens  haben  darf, 
um  nicht  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  eine  Drehung  nach 
aussen  hervorzubringen.  Indem  man  diese  beiden  Grenz werthe  H^ 
uud  H^  alsdann  einander  gleichsetzt,  erhält  man  die  Gleichung, 
aus  welcher  die  gesuchte  Gewölbstärke  berechnet  werden  kann. 

Den  unteren  Grenzwerth  H^  findet  man,  indem  man  zunächst 
für    eine    beliebige  Fuge    denjenigen   Horizontaldruck    berechnet, 
welcher  das  zwischen  derselben  und  der  Scheitelfuge  befindliche 
Stück  in  Bezug  auf  Drehung  nach  innen  gerade  im  Gleichgewichte 
halten  würde,   und  nachher  untersucht,  für  welche  Fuge  dieser 
llorizontaldruck  ein  Maximum  wird.     Den  oberen  Grenzwerth  //, 
findet  man,  indem  man  gleichfalls  zunächst  für  eine  beliebige  Fuge 
denjenigen  Horizontaldruck  berechnet,   welcher  das  zwischen  der- 
selben und  der  Scheitelfuge  befindliche  Stück  in  Bezug  auf  Drehung 
nach    aussen   hin   gerade   im    Gleichgewichte   halten   würde,    und 
nachher  diejenige  Fuge  aufsucht,  für  welche  der  auf  solche  Weise 
zu  berechnende  Horizoutaldruck  ein  Minimum  wird. 

§  149. 
Gleichgewicht  des  Gewolbbogens  in  Bezug  auf  Cfleiteu. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  mit  H^  und  H^  bezeichneten 
Grenzwerthe  sind  jedoch  nur  dann  als  wirklich  erreichbare  Grenz- 
werthe  des  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  zu 
betrachten ,  wenn  der  Winkel ,  welchen  die  bei  Annahme  jener 
Horizontaldrücke  sich  ergebende  Druckrichtung  R  (Fig.  482)  mit 
der  Normalen  zu  der  betreflfenden  Fugenrichtuug  einschliesst,  bei 
keiner  Fuge  grösser  ist  als  der  Reibungswinkel  9.  Da  diese  Be- 
dingung nicht  unter  allen  Umständen  erfüllt  sein  wird,  so  erleidet 
der  Spielraum  für  die  Veränderlichkeit  des  wirklichen  Horizontal- 
druckes eine  weitere  Einschränkung  durch  die  Gesetze  der  Rei- 
bung; insofern  aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  in  Bezug 
aaf  Gleiten  noch  zwei  andere  Grenzwerthe  ^3  und  H^  abgeleitet 
werden  können,  von  welchen  ebenfalls  behauptet  werden  darf, 
dass  der  wirkliche  Horizontaldruck  stets  zwischen  denselben  lieger 
muss. 
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Den  unteren  Grenzwerth  H^  findet  man  nach  Fig.  488,  indem 
man  zunächst  in  Bezug  auf  eine  beliebige  unter  dem  Winkel  *i 


Fig.  488. 


Flg.  489. 


gegen  die  Vorticale  geneigte  Fuge  untersucht,  wie  gross  die  IIo- 
rizontalkraft  //  mindestens  sein  muss,  um  das  Gleiten  des  Ge- 
wichtes P  nach  innen  zu  verliindern,  und  nachher  untersucht,   für 

welche   von  allen  Fugen  der  auf  solche  Weise  zu  bestimmende 

p 
Ilorizontaldruck  Ä=r --------  ein  Maximum  wird. 

tg  (a  +  ?) 

Den  oberen  Grenzwerth  H^  findet  man  nach  Fig.  489,  indem 
man  zunächst  gleichfalls  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  unter- 
sucht, wie  gross  die  Horizontalkraft  R  hVchstens  werden  darf, 
ohne  ein  Gleiten  des  Gewichtes  P  nach   aussen  hervorzubringen, 

und  nachher  untersucht,    für   welche    von  allen  Fugen  der  auf 

p 
solche  Weise  zu  bestimmende  Horizontaldruck  H  =^       . r 

ein  Minimum  wird.  ^  l«      ?>» 

Bei  einem  im  Gleichgewichtszustande  befindlichen  Gewölbbogen 
kann  der  wirkliche  Horizontaldruck  jedenfalls  nicht  kleiner  sein 
als  der  grVssere  von  den  beiden  Grenzwerthen  i/,  und  H,  —  zu- 
gleich auch  nicht  grVsser  als  der  kleinere  von  den  beiden  Grenz- 
werthen H^  und  i/^j.  Das  Minimum  der  wirklich  erforderlichen 
Gewölbstärke  findet  man  demnach,  indem  man  den  grttsseren  von 
den  beiden  unteren  Grenzwerthen  11^^  und  H^  dem  kleineren  von 
den  beiden  oberen  Grenzwerthen  i/,  und  H^  gleichsetzt. 
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§  150. 
Unbelastetes  Halbkreis -Gewölbe. 

Berechnung    des    Grenzwerthes    //,. 
Um  zunächst  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Fuge  diejenige  Grösse 
zu   berechnen,  welche  der  in  der  Scheitelfuge  wirkende  Ilorizontal- 

druck  mindestens  haben  muss, 
um  eine  Drehung  des  zwischen 
jenen  beiden  Fugen  befind- 
lichen Gewölbstückes  nach 
innen  zu  verhindern,  hat  man 
die  statischen  Momente  der 
beiden  Kräfte  H  und  P  in 
Bezug  auf  den  Drehpunkt  J 
einander  gleichzusetzen,  und 
erhält  nach  Fig.  490  die 
Gleichung : 

1)    H{R  —  rcQ^a)  =  P.x. 

Wenn  die  rechtwinkelig  zur 
Bildfläche  gerichtete  Dimen- 
sion des  Gewölbbogens  als  Längen  -  Einheit  und  zugleich  das  Ge- 
wicht des  Gewölbbogen-Materials  pro  Cubikeinheit  als  Kraft-Einheit 
gewählt  wird,  so  ist  das  Gewicht  P  gleich  dem  Flächeninhalte  des 
Ringsectors  zu  setzen,  also: 


2)    P 


_  (R'  —  r')  a 


Nach  der  Lehre  vom   Schwerpunkte*)  hat  der  Abstand  des 
Schwerpunktes  dieser  Fläche  vom  Mittelpunkte  die  Grösse: 

2   /R^  —  r\  sin^a 


3)    ^^=-i-(l-r^) 


^« 


Der  Hebelarm  der  Kraft  P  kann  nunmehr  nach  Fig.  490  be- 
rechnet werden  aus  der  Gleichung: 


aj  =  r  sin  a  —  O/S  .  sin  ^^ a,     oder: 

A\  '  2   /R^  —  r\  (siniotV 

4)    :.  =  .sma-3-(^,_^)A_i^. 


*)  Vergl.  „Technische  Mechanik",  Gleichung  160). 
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Hierin'  kann  ^ statt  (sin^a)^  gesetzt  werden,   und  nach 

Substitution  der  obigen  Werthe  nimmt  die  Gleichung  1)  alsdann 
die  folgende  Form  an: 

5)    H{R  —  r  cos  a)  =  ( ^ J  r  a  sin  ot  —  ( ^ )  (1  —  cos  a). 

Wenn  man  diese  Gleichung  für  H  auflöst  und  zugleich  ab- 
kürzungsweise das  Verhältniss  —  gleich  n  setzt,  so  erhält  man 
die  Gleichung: 

^  \  n  —  cos  a  /     ' 

Um  den  in  §  148  mit  H^  bezeichneten  Grenzwerth  zu  be- 
rechnen, hat  man  hierin  für  ot  denjenigen  Winkel  a,  zu  substi- 
tuiren,  für  welchen  H  ein  Maximum  wird.  Man  findet  diesen 
Winkel,  indem  man  den  Differenzialquotienten  von  H^  nach  a  ge- 
nommen ,  gleich  Null  setzt.  Da  der  obige  Ausdruck  die  Form 
eines  Bruches  hat: 

7)    ^=|, 

dessen  Zähler  und  Nenner  Functionen  von  a  sind,   so  führt  das 
Null-Setzen  des  Differenzialquotienton  zu  der  Gleichung: 

0  =  N.dZ—Z.dN,    oder: 
Q\      Z        dZ        „ 

Wenn  man  hierin  für  Z  und  N  die  aus  Gleichung  6)  zu  ent- 
nehmenden Ausdrücke  einsetzt,  so  erhält  man  für  den  Grenzwerth 
H^  und  den  Bruchwinkel  a^  resp.  die  folgenden  Gleichungen: 

»)  ".={(^)(i|i;+')-(-r-)}''' 

^f\\     «1(1— «COS aj   ,                             2  /n'  — 1\ 
10)     -^^ — : ^  +  cos  a,  =  n  —  -„-  ( r-^)- 

Für  a,  =  0  wird  n  =  1  +  V^3  =  2,732  und  H^  =  0.  Hieraus  folgt, 
dass  in  einem  Gewölbbogen,  bei  welchem  R  ^  2,732  .  r  ist,  es  fiberhaopt 
keines  in  der  Scheitelfuge  wirkenden  Horizontaldruckes  bedarf,  um  eine  Drehang 
nach  innen  zu  verhindern. 
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Berechnnng  des  Orenzwerthes  H^- 

Nach  Fig.  491  erhält  man  als  Bedingung  des  Gleichgewichtes 
in  Bezug  auf  Drehung  nach  aussen  die  Gleichung: 

11)     HR(l  —  cosa)  =  Pz. 

Der  Hebelarm  2  =  jB  sin  a  —  O  S .  sin  ^  a  hat  nach  Gleichung  3) 

die  Grösse: 

2  /Ä'-  r\  (sin  Ja)' 


12)    Ä  =  Ä  sina 


\R^  _  ^2) 


und  wenn  man  ausserdem  für  P  den  in  Gleichung  2)  gefundenen 
Ausdruck  substituirt,  so  nimmt  die  obige  Gleichung,  für  H  auf- 
gelöst, die  folgende  Form  an: 


13)    Ä  =  ( 


R^—r' 


Ka  sin  a    \       / 
1  —  cos  a  /       \ 


R^  —  r- 


)■ 


2       /M— cos«/       V     3i2 

Um  den  Grenzwerth  H^  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Werth 
von    a   aufzusuchen',   für  welchen   die   Grösse  //  ihren  kleinsten 

Werth    annimmt.      Da   der 


Fig.  401. 


Werth  des  Quotienten: 

a  sin  OL     J^  a 


R 


^     1  —  cos  a       tg  (i  a) 
gleich  Eins  wird  für  a  =  0 

und  bis  auf  die  Grösse  -r 

4 

stetig   abnimmt,   wenn   der 

Winkel  a  von  Null  bis  -^ 

zunimmt,    so    ist   für    den 
obigen  Quotienten  der  Werth 

IT 

-j-  ZU  substituiren,  und  man 

erhält  für  den  Grenzwerth 
fTj,    indem    man    zugleich 


wieder  — =w.  setzt,  die  folgende  Gleichung: 

Berechnung  des  Grenzwerthes  H^. 

Nach  Gleichung  2)  und  Fig.  488  ergiebt  sich  für  diejenige 
Grösse,  welche  der  Horizontaldruck  H  mindestens  haben  muss,  um 
das  Gleiten  nach  innen  zu  verhindern,  die  Gleichung: 
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,6)    H={'^^) 


li^  —  r\    _      a 

tg  (a  +  ?) 
Uro  den  Grenzwerth  H^  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Werth 


a 


von  a  aufzusuchen,  für  welclien  die  Grösse  —  ,     ,   ^   ein  Maxi- 

tg  (a  +  ?) 

mum  wird.  Indem  man  den  Diflferenzialquotienten  dieses  Bruches 
gleich  Null  setzt,  erhält  man  —  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  in 
Bezug  auf  Gleichung  7)  gezeigt  wurde  —  die  folgende  Gleichung : 

17)  T— 7 — i — T  =  COS  (a  4-  9)',     oder: 
tg  (a  4-  9)  ^     •    ^^  ' 

18)  sin(2a  +  2cp)  =  2a. 

Wenn  man  hierin  —  dem  Reibungscoefficientcn  für  Mauer- 
werk entsprechend  —  den  Werth  <p  ^=  30"  sul)stituirt,  so  findet 
man,  dass  a  =  26"25'  zu  setzen  ist,  und  nach  Substitution  dieser 
Wertho  erhält  man  für  H^  die  Gleichung: 

19)  i?3  =  0,153  (n^—l)r^ 

Berechnung  des  Grenzwerthes  7/4. 

Durch  Vertauschung  von  -}-  9  mit  —  cp  erhält  man  aus  Glei- 
chung lü)  für  diejenige  Grösse,  welche  der  Ilorizontaldnick  H 
höchstens  erreichen  darf,  ohne  ein  Gleiten  nach  aussen  hervor- 
zubringen, den  Werth: 

Um  den  Grenzwerth  H^  zu  finden,  hat  man  denjenigen  Winkel 
aufzusuchen,  für  welchen  dieser  Ausdruck  seinen  kleinsten  Werth 
annimmt.  Für  a  =  cp  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung  der  Werth 
7/  =  00,  und  mit  wachsender  Grösse  des  Winkels  a  nimmt  der 

zugehörige  Werth  von  H  stetig  ab.     Folglich  ist  a  =  -rt-  zu  setzen, 
und  es  ergiebt  sich  für  H^  die  Gleichung: 

21)  Ä,  =  J  (iJ' -  ,•')  tg  <p. 

Wenn  man  hierin  wieder  cp  =  30"  und  —  =  n  setzt,  so  erhält 
man  für  H^  den  Werth: 

22)  Ä,  =  0,453  .  (n^  —  1)  r^ 
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§  151. 

Berechnung  der  erforderlichen  Gewölbstärke. 

Aus  den  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Gleichungen  er- 
geben sich  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlen- 
werthe : 


«, 

B, 

H, 

B* 

n 

r' 

«I 

r» 

T^ 

r' 

2,732 

0 

0 

2,82 

0,989 

2,93 

2 

0,130 

57»17' 

1,19 

0,459 

1,36 

1,5 

0,173 

64"9' 

0,454 

0,191 

0,57 

1,25 

0,128 

61"  15' 

0,1876 

0,086 

0,255 

1,2 

0,1114 

59°41' 

0,1433 

0,067 

0,188 

1,114 

0,0748 

54°  10' 

0,0748 

0,037 

0,109 

'•' 

0,0675 

53»  15' 

0,0646 

0,032 

0,095 

Der  Gleichgewichtszustand  des  Gewölbbogens  ist  nur  dann 
möglich:  wenn  der  grössere  von  den  beiden  unteren  Grenzwerthen 
H^  und  H^  nicht  grösser  ist  als  der  kleinere  von  den  beiden  oberen 

Grenzwerthen      Ä, 
^8'*®2-  uiidif,.    Die  obige 

Tabelle  zeigt,  dass 
diese  Bedingung  er- 
füllt ist,  so  lange  n 
nicht  kleiner  ist  als 
1,114,  dass  sie  da- 
gegen aufhört  er- 
füllt zu  sein,  sobald 
n  kleiner  wird  als 
1,114.  Das  Mini- 
mum der  erforder- 
lichen Gewölbstärke  entspricht  daher  dem  Werthe  n  =  1,114  oder: 

2r 
17,544  ' 

für  welchen  der  grössere  von  den  beiden  unteren  Grenzwerthen, 
nämlich  ff,,  und  der  kleinere  von  den  beiden  oberen  Grenzwerthen, 
nämlich  H^^  einander  gleich  werden. 

Ritter,  Ingeniear- Mechanik.  27 


1)     R—r 
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Bei  dieser  Stärke  des  Gcwölbbogens  würde  derselbe  an  der 
Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  sich  befinden,  insofern  bei  der  ge- 
ringsten ferneren  Verminderung  der  Gewölbstärke  auf  die  in  Fig.  492 
durch  die  Pfeile  angedeutete  Weise  der  Einsturz  erfolgen  würde. 

Dem  obigen  Werthe  von  n  entspricht  der  Bruchwinkel  a, 
=  54''  10'.  Beim  Beginnen  des  Einsturzes  werden  die  um  diesen 
Winkel  gegen  die  Verticale  geneigten  Bruchfugen  anfangen,  an 
der  Aussen -Seite  sich  zu  öffnen,  während  gleichzeitig  die  Scheitel- 
fuge und  die  beiden  Widerlagerfugen  beginnen  an  der  Innen -Seite 
sich  zu  öffnen. 

Die  obige  Tabelle  zeigt  zugleich,  dass  (bei  der  hier  ange- 
nommenen Grösse  des  Reibungswinkels)  von  den  beiden  oberen 
Grenzwerthen  stets  nur  der  Grenzwerth  H^  als  der  kleinere  von 
beiden  in  Betracht  kommt  Dieselbe  zeigt  femer,  dass  bei  kleinen 
Werthen  der  Zahl  w  stets  Ä, ,  bei  grossen  Werthen  der  Zahl  n 
dagegen  stets  H^  den  grösseren  von  den  beiden  unteren  Grenz- 
werthen bildet.  Für  n  =  1,445  werden  diese  beiden  unteren 
Grenzwerthe  einander  gleich.  Wenn  also  n  grösser  ist  als  1,445, 
so  ist  der  untere  Grenzwerth  für  den  wirklichen  Horizontaldruck 
stets  nach  der  Bedingung  des  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  Gleiten 
zu  bestimmen  und  hat  die  Grösse  ^3. 

§  152. 
Scheitrechtes  Gewölbe. 

Denkt  man  sich  von  dem  Kreisbogen -Gewölbe  durch  hori- 
zontale Schnittflächen  den  oberen  und  den  unteren  Theil  hinweg- 
geschnitten ,    so    erhält 
FiÄ.  403.  man  das  in  Fig.  493  dar- 

gestellte scheitrechte  Ge- 
wölbe. 

:  ^ Für  diejenige  Grösse, 

/  \fü  welche  der  in  der  Schei- 
telfuge wirkende   Hori- 
^  zontaldruck  mindestens 

haben  muss,  um  in  Be- 
zug auf  den  Drehpunkt«/ 
eine  Drehung  nach  innen 
zu   verhindern,     erhält 

*  man  nach  Fig.  494  die 

O 

Gleichung : 


H 


Scheitrechtes  Gewölbe. 
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1)     H.c=P.x, 

wofür  man  auch  setzen  kann  (indem  man  für  das  statische  Mo- 
ment des  Gewichtes  P  die  algebraisclie  Summe  der  statischen 
Momente  seiner  beiden  Theile  substituirt): 


2)    H,c 


cr^  tg  a'  c^  tg  a' 


2 


Fig.  494. 

gg.tgtt 

— j — ™ — I 


r.tgtt 


\ 


1 


'«i 


4)    H,  =  (3n'—l)c' 


Wenn  man  das  Verhältniss  — 

c 

^  gleich  71  setzt,  so  erhält  man 
durch  Auflösung  dieser  Glei- 
chung für  H  den  Ausdruck: 

3)   H={3n'-l)c\^~ 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  H 
um  so  grösser  wird,  je  grösser 
der  Winkel  a  angenommen 
wird.  Um  den  Grenzwerth  H^ 
zu  finden,  hat  man  demnach 
a  =  u)  zu  setzen  und  erhält 
die  Gleichung: 

tgCü' 


Da  in  Bezug  auf  den  Punkt  E  der  Hebelarm  der  Kraft  H 
die  Grösse  Null  hat,  so  würde  die  Kraft  H  selbst  dann  keine 
Drehung  nach  aussen  hervorbringen  können,  wenn  dieselbe  bis  ins 
Unendliche  vergrössert  würde.  Folglich  ist  für  diesen  Fall  der 
Grenzwerth: 

5)  H^=oo. 

Nach  Fig.  494  hat  das  Gewicht  des  zwischen  der  Fuge  JE 
und  der  Scheitelfuge  befindlichen  Stückes  die  Grösse: 

6)  P=crtga  +  -^^^. 

Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  erhält  man  aus  Fig.  488  für 
diejenige  Grösse,  welche  der  Horizontaldruck  //  mindestens  haben 
muss,  um  das  Gleiten  nach  innen  zu  verhindern,  die  Gleichung: 

tga 


7)     H=c(r  +  ^). 


tg(a+?) 


27' 
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Indem  man  den  Diffcrenzialquotienten  dieses  Ausdruckes,  nach  i 
genommen,  gleich  Null  setzt,  findet  man  (auf  dieselbe  Weise  wie 
im  §  98  in  Bezug  auf  den  Winkel  0  gezeigt  wurde)  für  a  den 
Werth : 

8)     a  -:  45-'  -  |- , 
und  nach  Substitution  desselben  erhält  man  für  den  Grenzwerth 

T 

Il^f  indem  man  zugleich  wieder  —  =  n  setzt,  die  Gleichung: 


9)    ^3  =  (n+-2)c'tg(45"--|-)'. 


Wäre  der  Winkel  co  kleiner  als  45" ^-,  so  würde  statt  dessen 

a  =  CO  zu  setzen  sein,  und  man  erhielte  für  H^  den  Werth: 

Um  den  Grenzwerth  H^  zu  finden,  hat  man  in  den  letzteren 
4  Gleichungen  die  Grösse  -|-  cp  mit  der  Grösse  —  cp  zu  vertauschen, 
und  erhält  —  je  nachdem  der  Winkel  co  grösser  oder  kleiner  ist  als 

46**  -|-  jj —  die  Gleichungen: 

II)    fl.  =  (»  +  ])»'.  tg (45'  +  I)', 


.2)  ".=(»+!)«■•  JH 


tg  (Cü  --  <f) 

Bei  Vergleichung  der  für  H^  und  H^  gefundenen  Ausdrücke 
erkennt  man  sofort,  dass  unter  allen  Umständen  //,  kleiner  ist 
als  H^.  Da  ferner  der  Grenzwerth  H^  unendlich  gross  ist,  so 
kann  der  Grenzzustand  des  Gleichgewichtes  nur  auf  die  Weise 
eintreten,  dass  H^  *=••  H^  wird.  Wenn  also  —  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll  —  der  Winkel  co  kleiner  ist  als  45*  -f  -I-, 

so  hat  man,  um  die  der  Grenze  des  Gleichgewichtszustandes  ent- 
sprechende Gewölbstärke  c  zu  finden,  die  in  den  Gleichungen  4) 
und  12)  gefundenen  beiden  Ausdrücke  einander  gleich  zu  setzen, 
und  erhält  daraus  für  n  die  Gleichung: 

14)      ä»*-'  • 


ü  ?i  -  j-  3  tg  (ü  tg  («0  —  cp) 


Ableitung  eiaer  practischeu  Formel  für  die  Gewölbstärke. 


421 


Wenn  man  den  auf  der  rechten  Seite  dieser  letzteren  Gleichung 
stehenden  Ausdruck  abkürzungsweise  mit  e  bezeichnet,  so  nimmt 
dieselbe  für  n  aufgelöst  die  folgende  Form  an: 


15) 


n  =  e  4"  r  ^ 


+  s  +  ^- 


.H 


\ 


""R 


9: 


->f^ 


"    ~l^^  L.'  «tf^ 


Für  (p  =  30°  ergeben  sich  aus  dieser  Gleichung  die  nach- 
folgend zusammengestellten  Zahlenwerthe : 

Ol  =  60°  50°  20'      42°  ötf      37°  35'       31°  50'      30° 

n  =    2,5275       5  10  20  100  oo. 

Den  auf  solche  Weise  berechneten  Werthen  der  Verhältniss- 
zahl n  =  —  entspricht  eine  Gewölbstärke  c,  bei  welcher  das  scheit- 
rechte Gewölbe  an  der  Grenze   des  Gleichgewichtszustandes  sich 

befinden     würde.       Diesem 
Pig.  495.  Grenzzustande  entspricht  die 

in  Fig.  495  dargestellte  Lage 
der  Stützlinie,  wobei  zugleich 
der  Winkel,  welchen  die  Mit- 
telkraft R  von  den  beiden 
Kräften  H  und  Q  mit  der 
Normalen  der  W^iderlager- 
fuge  einschliesst,  die  Grösse 
des  Reibungswinkels  erreicht. 
Bei  noch  kleinerer  GewÖlb- 
stärke  würde  der  Einsturz 
auf  die  Weise  erfolgen:  dass 
die  Scheitelfuge  an  der  unteren  Seite,  und  die  Widerlagerfuge  an 
der  oberen  Seite  sich  öffnet,  wobei  zugleich  ein  Gleiten  längs  der 
Widerlagerfuge  nach  aufwärts  eintreten  würde.  Die  obige  Tabelle 
zeigt  zugleich,  dass  ein  solcher  Einsturz  überhaupt  nicht  mehr 
möglich  sein  würde,  wenn  der  Winkel,  den  die  Widerlagerfuge 
mit  der  Verticalen  einschliesst,  kleiner  ist  als  der  Reibungswinkel. 

§  153. 
Ableitung  einer  practischen  Formel  für  die  Gewölbstärlie. 

Die  nach  den  Gleichungen  der  letzteren  Paragraphen  zu  be- 
rechnenden Werthe  der  Gewölbstärke  c  dürfen  nur  als  vorläufige 
Annäherungswerthe  für  die  wirklich  erforderliche  Gewölbstärke 
betrachtet  werden,  insofern  dieselben  nur  in  dem  Falle  als  wirklich 


Q 


vCüi 


'0 
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genügende  Werthe  der  Gewölbstärke  würden  gelten  können^  wenn 
der  Gewölbbogen  aus  einem  absolut  festen  Materialc  bestaude. 

Bei  Betrachtung  der  in  Fig.  492  und  Fig.  495  dargestellten 
Stützlinie  erkennt  man  sogleich,  dass  bei  dem  dort  angenommenen 
Gronzzustande  des  Gleichgewichtes  sowohl  in  der  Scheitelfuge,  als 
auch  in  der  Bruchfuge  resp.  Widerlagerfuge,  der  Druck  —  anstatt 
auf  eine  Fläche  sich  zu  vertheilen  —  auf  eine  Linie  (oder  Kaute) 
sich  concentriren  würde,  wobei  für  den  Druck  pro  Flächeneiubeit 
an  diesen  Stellen  ein  unendlich  grosser  Werth  sich  ergeben  würde. 
Um  eine  practisch  brauchbare  Formel  für  die  Gewölbstärke  zu 
erhalten,  hat  man  auf  die  Festigkeit  des  Matei*ials  Rücksicht  zu 
nehmen  und  zu  den  oben  gefundenen  Gleichungen  noch  die  Be- 
dingung hinzuzufügen:  dass  die  Druckspannung  pro  Fliicheneinh(*it 
an  keiner  Stelle  grösser  sein  darf  als  die  practisch  zulässige  Druck- 
spannung für  das  betreffende  Material. 

Die  Tabelle  des  §  151   zeigt,   dass  im  Ilalbkreisgewölbe   der 
Bruchwinkel  —  bei  solchen  Gewölbstärken,  wie  sie  in  practisch 

ausgeführten  Gewölbe-Con- 
structionen    vorzukomnifu 
pflegen  —  in  der  Regel  nur 
wenig  von  (50*  verschieden 
ist.  Weim  man  denigemäss 
annimmt,  dass  die  Bruch- 
fuge um  einen  Winkel  von 
60  Graden  gegen  die  Ver- 
ticale  geneigt  ist,  so  kann 
man    einen    Annäherungs- 
werth  für  den  in  der  Schei- 
telfuge wirkenden  Horizon- 
taldruck nach  Fig.  496  be- 
rechnen,   indem  man  den 
Mittelpunkt    der   Scheitel- 
fuge als  Angriffspunkt  des- 
selben betrachtet  und  das 
I  statische  Moment  der  Kraft 

H  in  Bezug  auf  den  Dreh- 
punkt J  gleich  dem  statischen  Momente  des  (iewichtes  Q  setzt, 
aus  der  Gleichung: 


1)   ii{f+l)  =  Q.x. 
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Dem  auf  solche  Weise  zu  berechnenden  Horizontaldrucke  würde 
die  in  Fig.  496  angegebene  Lage  der  Stützlinie  entsprechen. 

Indem  man  alsdann  bei  der 


Fig.  497. 


Fig.  498. 


Berechnung  von  Q  das  Gewicht 
des  Stückes  JjBiVP  vernachlässigt, 
begeht  man  einen  Fehler,  wel- 
cher insofern  als  unschädlich  be- 
trachtet werden  kann,  als  der 
Einfluss  desselben  darin  bestehen 
wird,  den  Werth  von  H  etwas 
zu  vergrössern  und  für  die  Stütz- 
linie eine  solche  Lagenverände- 
rung herbeizufuhren,  bei  welcher 
dieselbe  mehr  in  das  Innere  des 
Bogens  hineinrückt  (Fig.  497). 

Da  femer  der  Kreisbogen  LJ 
annäherungsweise  als  Parabel- 
bogen betrachtet  werden  darf, 
so  kann  die  in  Fig.  497  mit  F 
bezeichnete  Fläche  LKJ  gleich 

-s-  fly  und  der  Abstand   ihrer 

Schwerpunkts  -  Verticalen     von 

5 

dem  Punkte  J  gleich  -^  l  ge- 

o 

setzt  werden.*)  Hiernach  er- 
hält man  aus  Fig.  498,  indem 
man  die  Fläche  LMPJ  als 
DiflFerenz  zwischen  der  Rechteck- 
fläche KMPJ  und  der  Parabel- 
fläche KLJ  behandelt,  die  Glei- 
chung: 

V 


2)    ^(/4.^)  =  (/4.c4-A)-f -^^/Z 

welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  das  Belastungsmaterial 
dasselbe  specifische  Gewicht  hat,  wie  das  Gewölbbogenmaterial, 
dass  ferner  als  Krafteinheit  das  Gewicht  dieses  Materials  pro  Cubik- 
einheit,  und  als  Längeneinheit  die  rechtwinkelig  zur  Bildfläche  ge- 
richtete Dimension  der  Masse  gewählt  wird.     Wenn  statt  dessen 


*}  Analytische  Mechanik,  §  69. 
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angenommen  wird,  dass  diese  letztere  Dimension  1  Meter  beträgt, 
und  dass  das  Gewicht  des  Materials  pro  Cubikmeter  die  Grösse  7 
hat,  so  ist  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  noch  der 
Factor  „7"  hinzuzufügen,  und  man  erhält  durch  Auflösung  der- 
selben für  H  den  Werth: 


3)    H--il  |__  -_J. 


12/  + 

Da  der  Flächeninhalt  der  Scheitelfugenfläche,  auf  welche  der  Ho- 
rizontaldruck H  gleichförmig  sich  vertheilt,  die  Grösse  c.  1  hat, 
so  ist  zugleich: 

4)  II^S.c 

zu  setzen,  wenn  die  practisch  zulässige  Druckspannung  pro  Quadrat- 
meter dieser  Fläche  mit  S  bezeichnet  wird. 

Da  erfahrungsmässig  feststeht,  dass  schwereres  Baumaterial 
im  Allgemeinen  eine  grössere  Druckfestigkeit  besitzt,  als  leichteres, 
so  ist  es  —  innerhalb  der  Grenzen,  welche  hier  in  Beti*acht  kom- 
men —  zulässig,  diö  Grösse  S  proportional  der  Grösse  f  anzu- 
nehmen. Da  ferner  die  von  den  mobilen  Belastungen  hervor- 
gebrachten Erschütterungen,  sowie  auch  die  von  denselben  ver- 
ursachten Schwankungen  der  Stützlinie,  bei  grVsseren  Gewölbe- 
Constructionen  eine  weniger  nachtheilige  Wirkung  ausüben  als  bei 
kleineren,  so  darf  man  ausserdem  die  Grösse  S  annäherungsweise 
der  Gewölbstärke  c  proportional  setzen.  Hiernach  würde  die 
Grösse  S  zu  berechnen  sein  aus  der  Gleichung: 

5)  Ä  =  Ä; .  Y  .  c, 

in  welcher  k  einen  numerischen  Erfahrungscoefficienten  bedeutet, 
welcher  nach  practisch  ausgeführten,  bewährten  Gewölbeconstruc- 
tionen  festzustellen  ist  und  erfahrungsmässig  gleich  25  gesetzt 
werden  kann.     Nach  Gleichung  4)  ist  also: 

6)  Ä  =  25.T.c^ 

zu  setzen,  und  wenn  man  diesen  Werth  füi'  H  in  Gleichung  3) 
substituirt,  so  erhält  man  für  die  Gewölbstärke  c  die  folgende 
Gleichung: 

^^    ,._pf     /+6(c_+Ä)     \ 
^  r3U0./+15Q.c  /■ 

Um  dio  Grösse  c  aus  dieser  Gleichung  zu  berechnen,  hat  man 
zunächst  abkürzungs weise  den  Ausdruck: 

8)    300. /-{- 150.  c=C 
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zu    setzen   und  nach  Substitution  desselben   alsdann  der  obigen 
Gleichung  die  folgende  Form  zu  geben: 

Indem  man  diese  Gleichung  als  quadratische  Uleichung  behandelt, 
erhält  man  durch  Auflösung  derselben  für  c  den  Werth: 


10,  c-^+y{^)-+JL(y+m.. 

Mittelst  der  beiden  Gleichungen  8)  und  10)  kann  man  nun- 
mehr die  Grösse  c  auf  folgende  Weise  berechnen.  Indem  man 
zuerst  das  Glied  150  .  c  in  Gleichung  8)  vernachlässigt  und  dem- 
gemäss  C  =  300  .  /  setzt ,  findet  man  aus  Gleichung  10)  zu- 
nächst einen  Annäherungswerth  für  die  Grösse  c.  Nach  Substitu- 
tion dieses  Annäherungsweiihes  kann  man  aus  Gleichung  8)  den 
genaueren  Werth  von  C  berechnen,  und  mit  Benutzung  dieses 
letzteren  findet  man  nachher  aus  Gleichung  10)  den  genaueren 
Werth  von  c,  worauf  —  falls  dies  erforderlich  scheint  —  die  obige 
Correction  noch  ein  Mal  wiederholt  werden  kann. 

Die  in  den  obigen  Gleichungen  mit  /  und  l  bezeichneten 
Grössen  sind  nach  Fig.  497  und  Fig.  496  zu  berechnen  aus  den 
Gleichungen  : 

11)  /=r(l  ~cos60")  =  0,5.r, 

12)  Z  =  r  .  sin  ÜO"  =  0,8Ü6  .  r, 

welche  nicht  nur  für  volle  Halbkreis- Gewölbe  gelten,  sondern  über- 
haupt für  alle  Kreisbogen -Gewölbe,  deren  halber  Centri- Winkel  a 
zwischen  90"  und  60**  beträgt.  Wenn  dagegen  dieser  Winkel  a 
kleiner  ist  als  60",  so  hat  man  für  jene  Grössen  die  unmittelbar 
gegebenen  Werthe :  /  =  r  (1  —  cos  a)  und  Z  =  r  sin  a  zu  sub- 
stituiren. 

Hiemach  würde  man  aus  den  obigen  Gleichungen  für  r  =  0 
den  Werth  c  =  0  erhalten  und  überhaupt  für  sehr  kleine  Halb- 
messer einen  Werth,  welcher  für  die  practische  Ausführung  als 
zu  klein  verworfen  werden  müsste.  Es  empfiehlt  sich  daher  aus 
practischen  Gründen:  zu  der  berechneten  (von  r  abhängigen) 
Grösse  c  noch  das  constante  (von  r  unabhängige)  Glied  c„  hinzu- 
zufügen, und  die  definitiv  zu  wählende  Gewölbstärke  aus  der 
Gleichung : 

13)    c  =  Co  +  c 
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zu  berechnen,  in  welcher  c^  =  O",!  gesetzt  werden  kann,  als  Mi- 
nimum der  practisch  ausführbaren  Gewölbstärke,  oder  derjenige 
Grenzwerth,  welchen  die  Grösse  c  erreichen  soll,  wenn  r  =  O  wird. 
Für  die  in  Gleichung  10)  mit  h  bezeichnete  Grösse  hat  man 
diejenige  Belastungshöhe  einzusetzen,  welche  man  erhält,  indem 
man  sich  die  mobile  Belastung  durch  eine  Belastungsschicht  vom 
speciiischen  Gewichte  des  Gewölbmaterials  repräsentirt  denkt  und 
die  Höhe  dieser  Schicht  zu  der  permanenten  Belastungshöhe 
hinzu  addirt. 

Um  z.  6.  far  ein  Halbkreisgewölbe,  dessen  innerer  Halbmesser:  r  =  2°* 
und  dessen  totale  Belastungshöhe \  h  =  \^  beträgt,  die  erforderliche  Gewölb- 
stärke zu  berechnen,  hat   man   nach  Gleichung  11)  und  Gleichung  12)    die 
Werthe:  /=!"  und  Z=l"»,732  zu  substituiren.    Man  erhält  dann  nach  GJei- 
chung  8),  indem  man  zunächst  das  Glied  150 .  c  vernachlässigt,  für  die  Grösse 
C  den  Annäherungswerth  C  =  300.    Mit  Benutzung  desselben  findet  man  aus 
Gleichung  10)  für  die  Grösse  c  den  Annäherungswerth  c  =  0,296.    Hiemach 
ergiebt  sich  aus  Gleichung  8)  der  genauere  Werth :  C  =  344,  und  nach  Sub- 
stitution desselben    erhält    man    aus   Gleichung  10)   den  genaueren  Werth: 
c  =  0,275.    Für  die  wirklich  zu  wählende  Gewölbstärke  ergiebt  sich  nunmehr 
aus  Gleichung  13)  der  Werth: 

c  ==  0,1  +  0,275  =  0»,375. 

Für  r  =  lO""  und  A  =  l"*  würde  man  auf  gleiche  Weise,  indem  man 

/=5m  und  i==8",66   setzt,  zunächst  die  Annäherungswerthe :   C=1500 

und  c  =  0,892  erhalten.     Die  Anwendung   des   oben  erklärten  Corrections- 

verfahrens  führt  alsdann  zu  den  genaueren  Werthen :  C=  1629  und  c  =  0,863. 

Hiernach  ergiebt  sich  für  die  wirklich  zu  wählende  Gewölbstärke  in  diesem 

Falle  der  Werth : 

c=  0,1 +  0,863  =  0  »963. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  r  =  2"*  und  h  =  lO"^  setzt,  so  erhält  man 
auf  dieselbe  Weise  den  Werth:  c  =  0"»,795. 

Für  einen  Gewölbbogen,  dessen  halber  Centriwinkel  a  nur  30  Grad  be- 
trägt, i8t:/=r(l  — cos30°)  =  0,134  r  und  i  =  r.  sin30°  =  0,5.r  zu  setzen. 
Wenn  also  die  Spannweite  10  Meter  beträgt,  so  ist  r  =  10*"  zu  setzen; 
folglich  wird  für  diesen  Fall:  /=  1»,34  und  i  =  5"».  Hiemach  erh^t  man 
für  h  =  l^  aus  den  obigen  Gleichungen  zunächst  die  Annäherungswerthe: 
C  =  402  und  c  =  0,887.  Die  Anwendung  des  oben  erklärten  Gorrections- 
Verfahrens  führt  alsdann  zu  den  genaueren  Werthen:  C  =  517  und  c  =  0,760. 
Für  die  wirklich  erforderliche  Gewölbstärke  ergiebt  sich  hiemach  der  Werth: 
c  =  0^860.*) 


♦)  Vergl.:  v.  Kaven,  „Vorträge  über  Ingenieur- Wissenschaften**.  Erste 
Abtheilung:  „Wegebau**.  (Zweite  Auflage.  Hannover.  Carl  Rümpler.)  Das 
oben  erklärte  Verfahren  ist  dasjenige,  welches  v.  Kaven  bei  Ableitung  seiner 
(im  zwölften  Abschnitte  des  Anhanges  aufgestellten)  empirischen  Formeln  an- 
wendete. 
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Die  obigen  Gleichungen  würden  auch  bei  Halbmessern  von 
luelireren  tausend  Metern  noch  einen  bestimmten  endlichen  Werth 
für  die  Gewölbstärke  ergeben,  obwohl  nach  §  130  ein  Gewölbbogen 
von     solchen  Dimensionen   die   Grenzen   der  Ausführbarkeit  weit 
überschreiten  würde.     Die  obige  Berechnungsmethode  ist  daher  — 
^vie    überhaupt  die  Anwendung  empirischer  Formeln  —  nm*  be- 
dingungsweise zu  empfehlen,  und  man  darf  keineswegs  erwarten, 
immer  brauchbare  Werthe  mittelst  derselben  zu  erhalten.     Viel- 
melir  wird  man  —  insbesondere  bei  grösseren  Spannweiten  und 
Kelastungshöhen  —  die  mittelst  jener  Methode  berechneten  Werthe 
stets    nur   als   vorläufige   Annäherungswerthe    betrachten    dürfen, 
welche  nocli  einer  näheren  Prüfung  und  einer  Correction  mittelst 
der  früher  entwickelten  Theorien  unterworfen  werden  müssen.    Bei 
diesem  CoiTectionsverfabren  wird  man  dahin   zu  streben  haben, 
für  die  Gewölbstärke  wo  möglich  eine  solche  Grösse  aufzufinden, 
bei  welcher  die  Stützlinie  ganz  in  das  innere  Drittel  des  Bogens 
hineingelegt  werden  kann,  und  bei  welcher  zugleich  die  practisch 
zulässige  Druckspannung  an  keiner  Stelle  überschritten  wird. 


Achter  AbscliDitt. 

Hydraulik, 


§  154. 
Definitionen. 

Die  flüssigen  Körper  können  betrachtet  werden  als  elastische 
Köi:per,  in  welchen  die  Widerstände  gegen  Zug -Kräfte,  sowie  die 
Widerstände  gegen  Abscheerungs  -  Kräfte  gänzlich  fehlen,  und  bei 
welchen  zugleich  der  Reibungscoefficient  der  Ruhe  die  Grösse  Null 
hat.  Auf  ein  Flächenelement  im  Innern  einer  flüssigen  Masse 
können  daher  von  den  anliegenden  Theilchen  derselben  nur  Druck- 
Kräfte  übertragen  werden,  welche  rechtwinkelig  gegen  das  Flächeu- 
element  gerichtet  sind. 

Wenn  man  sich  durch  die  flüssige  Masse  eine  ebene  Schnitt- 
fläche hindurchgelegt  denkt  und  die  Summe  der  von  der  einen 
oder  von  der  andern  Seite  her  gegen  den  beliebig  gewählten  Theil 

F  dieser  Fläche  wirkenden  Druckkräfte  mit  P  bezeichnet,  so  wirkt 

P 
auf  jede  Flächeneinheit  dieser  Fläche  durchschnittlich  der  Druck  -„. 

Denkt  man  sich  die  Fläche  F  allmählich  abnehmend  und  schliess- 
lich zu  einem  Punkte  zusammenschrumpfend,  so  erkennt  man,  dass 

p 
der  Quotient    ,^  alsdann  einem  bestimmten  Grenzwerthc: 

1)    p  =  lim.  (-p) 

sich  nähern  wird.  Dieser  feste  Grenzwerth  p  wird  der  Druck 
pro  Flächeneinheit  in  jenem  Punkte  genannt.  Die  GrSsse  dieses 
Druckes  ist  unabhängig  von  der  Richtung  desselben,  d.  h.  unab- 
hängig von  der  Richtung  der  Normalen  jener  Druckfläche.*) 


*)  Vergl.  §  137  und  „Technische  Mechanik",  Cap.  XXVIII. 
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Wenn  ferner  mit  M  die  in  einem  bestimmten  Raumtheile  J 

enthaltene  Masse  bezeichnet  wird,   so   ist  in  jeder  Cubikeinheit 

M 
dieses    Rauminhaltes    durchschnittlich    die    Masse    -y   enthalten. 

Denkt  man  sich  den  Rauminhalt  J  allmählich   abnehmend   und 
endlich  bis  auf  einen  Punkt  zusammenschrumpfend,  so   erkennt 

man,  dass  jener  Quotient  -v-  alsdann  einem  bestimmten  Grenz- 
'werthe : 

2)    ,.=  lim.(^) 

sich  nähern  wird.  Dieser  feste  Grenzwerth  [i  wird  die  Masse  pro 
Cubikeinheit  oder  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  in  jenem  Punkte 
genannt 

Ausser  den  inneren  (Druck-)Kräften,  welche  die  benachbarten 
Flüssigkeitstheilchen  in  ihren  Grenzflächen  auf  einander  gegen- 
seitig übertragen,  werden  im  Allgemeinen  auch  noch  äussere  Kräfte 
vorhanden  sein,  welche  aus  der  Ferne  her  auf  die  Massentheilchen 
der  Flüssigkeit  einwirken.  Von  diesen  äusseren  Kräften  wird 
vorausgesetzt,  dass  Richtung  und  Grösse  derselben  nur  von  den 
Orten  der  Massentheilchen  abhängen  und  mit  den  Coordinaten  dieser 
Orte  stetig  sich  ändern.  Die  auf  einen  bestimmten  Massentheil 
wirkenden  äusseren  Kräfte  werden  alsdann  um  so  mehr  als  ein 
durch  eine  Mittelkraft  darstellbares  System  von  Parallelkräften  be- 
trachtet werden  dürfen,  je  kleiner  dieser  Massentheil  angenommen 
wird.     Wenn  mit  K  die  Grösse  dieser  Mittelkraft  für  das  Massen- 

theilchen  M  bezeichnet  wird,  so  ist  -vv  die  Kraft,  welche  durch- 
schnittlich auf  jede  Masseneinheit  dieser  Masse  M  wirkt.  Denkt 
man  sich  die  Masse  M  allmählich  abnehmend  und  den  von  der- 
selben ausgefüllten  Raum  auf  einen  Punkt  zusammenschrumpfend, 

80  erkennt  man,  dass  jener  Quotient  -vt-  alsdann  einem  bestimmten 
Grenzwerthe : 

sich  nähern  wird.  Dieser  feste  Grenzwerth  x  wird  die  in  jenem 
Punkte  wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit  genannt. 

Die  auf  solche  Weise  definirten  Grössen  p,  [i,  x  sind  als  stetige 
Functionen  der  Coordinaten  zu  betrachten.  Wenn  also  mit  u  der 
W^erth  bezeichnet  wird,  welchen  eine  dieser  Grössen  in  demjenigen 
Punkte  hat,   dessen  Coordinaten  x^y^z  sind,   und   mit  Am  der 


3)     x  =  liin.(^) 


430  Achter  Abschnitt    §  155. 

Zuwachs,  welchen  die  Grösse  u  erhält,  wenn  die  Coordinate  x  um 
die  Grösse  Aa?  vergrössert  wird,  so  kommt  auf  jede  Längeneinheit 

der  Strecke  Aa?  durchschnittlich  die  Zunahme  t — .     Der  partielU 
Differenzialquotient : 

du         ,.      /Ati 


^    ~dx  \Äif  / 


bedeutet  also  die  Zunahme  der  Grösse  u  pro  Längeneinheit  in 
der  Richtung  der  X-Achse  für  jene  Stelle.  Um  die  uncmllich 
kleine  Aenderung  zu  erhalten,  welche  die  Grösse  n  erleidet,  wenn 
die  Coordinate  x  um  die  unendlich  kleine  Grösse  dx  zunimmt, 
hat  man  demnach  jenen  Differenzialquotienten  mit  der  Grösse  djc 
zu  multipliciren.  Auf  analoge  Weise  sind  die  Aenderungen  der 
Grösse  u  in  Bezug  auf  die  Richtungen  der  anderen  beiden  Coor- 
dinaten-Achsen  zu  bestimmen. 

§  155. 
Allgemeine  Differenzialgleichung  des  hydrostatischen  Druckes. 

Wenn  mit  [i  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  mit  p  der  Druck 
pro  Flächeneinheit,  mit  x  die  Kraft  pro  Masseneinheit  bezeichnet 
wird  in  demjenigen  Punkte,  dessen  Coordinaten  x^y^z  sind,  so 
können  die  auf  ein  daselbst  befindliches  Flüssigkeitstheilchen  wir- 
kenden Kräfte  auf  folgende  Weise  berechnet  werden.  Denkt  man 
sich  das  von  diesem  Theilchen  erfüllte  Raumelement  dJ  von  der 
Form  eines  Parallelepipedons,  dessen  Kanten  dx^  dy,  dz  sind,  so 
erhält  man  für  die  in  diesem  Raumelemente  enthaltene  Masse  dAl 
dep  Ausdruck : 

1)     dM  =  [1  .  dJ  =  II .  dx  ,dy  ,  dz. 

Auf  dieses  Massenelement  wirkt  von  aussen  her  die  Kraft: 
X  .  dM.  Wenn  also  mit  X,  F,  Z  die  drei  Seitenkräfte  der  Kraft  x 
bezeichnet  werden,  so  ergiebt  sich  für  die  in  der  Richtung  AX 
auf  das  Massenelement  wirkende  Seitenkraft  der  in  Fig.  499  an- 
gegebene Werth :  X .  dM.  Ausserdem  wirken  auf  dieses  Massen- 
element noch  die  rechtwinkelig  gegen  die  Seitenflächen  des  Pa- 
rallelepipedons  gerichteten  Flächendrücke,  und  zwar  parallel  zur 
Achse  AX  die  Drücke  gegen  diejenigen  beiden  Seitenflächen, 
welche  der  Ebene  A  YZ  parallel  sind.  Nach  der  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Erklärung  ergeben  sich  für 
diese  beiden  Flächendrücke  die  in  Fig.  499  angegebenen  Werthe. 
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Indem  man  nunmehr  die  algebraische  Summe  sämmtlicher  parallel 
zur  Achse  AX  gerichteten  Seitenkräfte  gleich  Null  setzt,  erhält 
man  die  Gleichung: 

2)    0  =  X.dM-^(^).dx.dy.dz, 

und  wenn  man  hierin  für  dM  den  in  Gleichung  1)  angegebenen 
Werth  substituirt,   so  erhält  man  für  den  partiellen  Differenzial- 

quotienten  von  p,  nach  x 
Fig.  499.  genommen,  den  folgenden 

''  Ausdruck: 

i^IIy  H^l-^     "~x5Är      ^^f  gleiche  Weise  findet 


T 


'X 


man  in  Bezug  auf  die  an- 
deren beiden  Coordinaten- 
Achsen  die  Gleichungen: 

Nachdem  auf  solche  Weise  die  Werthe  der  drei  partiellen 
Differenzialquotienten  gefunden  sind,  kann  man  das  totale  Diffe- 
rcnzial  von  p  berechnen  aus  der  Gleichung: 

'^^elche  nach  Substitution  der  obigen  drei  Ausdrücke  die  folgende 
Form  annimmt: 

7)  dp  =  |x  \Xdx  +  Ydy  +  Zdz\ , 

und  in  dieser  Form  die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  einer 
ruhenden  flüssigen  Masse  oder  das  hydrostatische  Grundgesetz  darstellt. 
Diese  Gleichung  kann  man  auf  zweierlei  Weise  benutzen,  um 
das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der  Druck  pro  Flächeneinheit 
im  Innern  der  flüssigen  Masse  sich  ändert.  Wenn  man  für  die 
Grössen  fi,  X^  F,  Z,  welche  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
gebenen Erklärung  als  Functionen  der  Cciordinaten  zu  betrachten 
sind,  die  dem  gegebenen  Falle  entsprechenden  Ausdrücke  in  der 
obigen  Gleichung  substituirt,  so  erhält  man  durch  Integration 
derselben  eine  Gleichung  von  der  Form: 

8)  p=F{x,y,z), 
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welche  die  Grösse  p  als  Function  der  drei  Coordinaten  x,y,« 
darstellt  und  in  dieser  Form  zur  Berechnung  des  in  jedem  be- 
liebigen gegebenen  Punkte  stattfindenden  Druckes  pro  Flächen- 
einheit direct  benutzt  werden  kann. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  in  der  obigen  Gleichung  die 
Grösse  dp  —  als  diejenige  unendlich  kleine  Druck -Aenderung, 
welche  den  beliebig  gewälüten  unendlich  kleinen  Coordinaten- 
Aenderungen  dx^  dy,  dz  entspricht  —  gleich  Null  setzt,  so  werden 
durch  diese  Bedingungsgleichung  jene  Coordinaten -Aenderungen 
in  solcher  Weise  beschränkt,  dass  die  Grössen  dx^  dy^  dz  nunmehr 
ausschliesslich  solche  Combinationen  von  Coordinaten-Aenderungen 
repräsentiren ,  mit  welchen  keine  Aenderung  des  Druckes  p  ver- 
bunden ist.    Die  Gleichung: 

9)  Xdx'\-Ydy^Zdz  =  Q 

ist  demnach  als  DifFerenzialgleichung  eines  Flächenelementes  zu 
betrachten,  welches  einer  Fläche  constanten  Druckes  (oder  einer 
sogenannten  Niveau -Fläche)  angehört,  und  durch  Integration  der- 
selben erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

10)  /  (a?,  y,  «)  =  Const., 

Avelche  die  Gleichung  der  Fläche  selbst  darstellt.  Jedem  Werthe 
der  Constanten  entspricht  eine  besondere  Niveau- Fläche.  Dem 
Uebergange  von  einer  Fläche  zur  andern  entspricht  eine  Aenderung 
des  Druckes.  In  den  Punkten  einer  und  derselben  Niveau-Fläcbe 
aber  hat  der  Druck  überall  gleiche  Grösse.  Zugleich  ergiebt  sich 
aus  §  44  der  „analytischen  Mechanik",'  dass  die  oben  mit  x  be- 
zeichnete Mittelkraft  der  drei  Kräfte  X,  F,  Z  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  rechtwinkelig  zu  derselben  gerichtet  ist. 

§  156. 
Einflnss  der  Schwerkraft  anf  den  Drnck  tropfbar  flüssiger 

Körper. 

Bei  allen  flüssigen  Körpern  wächst  die  Dichtigkeit  mit  zu- 
nehmendem Drucke.  Bei  den  sogenannten  „tropfbaren  Flüssig- 
keiten^, als  deren  Repräsentant  das  Wasser  betrachtet  werden 
kann,  sind  jedoch  diese  Dichtigkeitsänderungen  so  klein,  dass 
unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  bei  solchen  Flüssigkeiten  die 
Dichtigkeit  jx  als  eine  nach  Raum  und  Zeit  unveränderliche  Grösse 
l)ehandelt  werden  darf.  Für  den  Fall,  dass  die  von  aussen  her 
auf  die  Massentheilchen  der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  in  den 
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Gewichten  derselben  bestehen,  hat  man  die  im  vorigen  Paragraphen 
mit  X  bezeichnete  Kraft  pro  Masseneinheit  gleich  g  zu  setzen,  und 
wenn  zugleich  das  Coordinaten- System  so  gelegt  wird,  dass  die 
Achse  A  Z  mit  der  Richtung  der  Schwere  zusammenfallt,  so  wird : 

-X:  =  0,  F=0,  Z  =  g. 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  im  vorigen  Para- 
graphen gefundene  allgemeine  Differenzialgleichung  die  folgende 

Form  an: 

1)  dp  =  [ig  dz. 

Hierin  bedeutet  das  Product  \i.g  das  Gewicht  einer  Masse,  deren 
Rauminhalt  gleich  der  Cubikeinheit  ist.  Wenn  also  mit  ^  das 
Gewicht  der  Flüssigkeit  pro  Cubikeinheit  bezeichnet  wird,  so  ist 
ji.  ^  =  Y  zu  setzen,  und  es  wird : 

2)  dp  =  Y  .  dz. 

Indem  man  hierin  dp  =  0  setzt,  erhält  man  für  die  Niveau-Flächen 
oder  die  Flächen  constanten  Druckes  die  Gleichung: 

3)  dz  =  0    oder    z  =  Const. 

Die  Niveau -Flächen  sind  also  in  diesem  Falle  horizontale 
Ebenen.  Jedem  bestimmten  Werthe  der  Constanten  entspricht 
eine  bestimmte  Horizontal-Ebene,  in  deren  Punkten  der  Druck  p 
eine  bestimmte  überall  gleiche  Grösse  hat.  Diejenige  Horizontal- 
Ebene,  in  welcher  der  Druck  p  die  Grösse  Null  hat,  bildet  die 
freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit.  Wenn  also  der  Anfangspunkt  des 
Coordinaten -Systems  in  die  freie  Oberfläche  gelegt  wird,  so  ist 
p  =  0  zu  setzen  für  a  =  0,  und  durch  Integration  der  Gleichung  2) 
erhält  man  für  den  von  der  Schwere  hervorgebrachten  hydrosta- 
tischen Druck  pro  Flächeneinheit  im  Abstände  z  von  der  freien 
Oberfläche  die  folgende  Gleichung: 

4)  p  =  Y  .  «. 

Der  Druck  gegen  ein  im  Abstände  z  von  der  freien  Oberfläche 
befindliches  Flächenelement  dF  hat  also  die  Grösse: 

5)  p.dF  =^zdF. 

Da  der  Gleichgewichtszustand  der  Flüssigkeit  nicht  gestört 
wird,  wenn  durch  dieselbe  eine  feste  Wandfläche  hindurchgelegt 
wird,  so  erkennt  man,  dass  die  obige  Gleichung  auch  dann  noch 
gültig  bleibt,  wenn  das  Flächenelement  der  inneren  Wandfläche 
eines  die  Flüssigkeit  enthaltenden  Gefässes  angehört. 
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Fig.  500. 


Fig.  601. 


dz 
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§  157. 

Drack  des  Wassers  gegen  ebene  Flächen. 

Um   den  Gesammtdruck  des  Wassers    gegen    eine   verticale 
Rechteckiläche  zu  berechnen,  hat  man  sich  dieselbe  auf  die  in 

Fig.  500  angedeutete 
Weise  in  horizontale 
Streifen  von  unendlich 
kleiner  Höhe  zerlegt 
zu  denken,  und  die 
gegen  die  einzelnen 
Flächenstreifen  wir- 
kenden Drücke  zu- 
sammen zu  addircn 
(Fig.  501).  Der  Druck 
gegen  den  in  der  Tiefe 
z  unter  dem  Wasserspiegel  befindlichen  Streifen  hat  nach  Glei- 
chung 5)  des  vorigen  Paragraphen  die  Grösse: 

1)    dK=^z,bdz. 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  erhält  man   für  den  Druck 
gegen  die  ganze  Fläche  AB  den  Ausdruck: 


HK<r 

K< 

B 


I 


2)     K=-;b  Czdz=ib(^ 


2 


) 


Den  Abstand  des  Angriffspunktes  J  von  dem  Wasserspiegel 
findet  man  —  auf  dieselbe  Weise  wie  in  §  102  der  Angriffspunkt 
des  Erddruckes  bestimmt  wurde  —  indem  man  das  statischo 
Moment  der  Kraft  K  in  Bezug  auf  den  Drehpunkt  O  gleich  der 
Summe  der  statischen  Momente  der  gegen  die  einzelnen  Flächen- 
streifen wirkenden  Drücke  setzt,  aus  der  Gleichung: 


=/ 


3)     Kl  =  l  '(zbdz  .  2,     oder: 


H 


4)    Kl  =  ^b 


i  z^dz  =  ^(b  i 


H'  —  h' 


)■ 


Wenn  man  hierin  für  A'  den  oben  gefundenen  Ausdrack  einsetzt, 
so  erhält  man  für  den  Hebelarm  l  den  Werth: 

2  /H'-P 


^^    ^  -  3  (S^^A^) 
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Fig.  502. 


Auf  analoge  Weise  kann  der  Druck  gegen  die  in  Fig.  502 
dargestellte  Dreieckfläche  ABC  berechnet   werden.     Der  Druck 

des  Wassers  gegen  den 
—  im  Abstände  z  vom 
Wasserspiegel  befind- 
lichen Flächenstreifen 
hat  die  Grösse: 

6)   dK=  -^z  ,  udz  = 


6  C 

gegen  die  ganze  Dreieckfläche  den  Ausdruck: 

n 


und  durch  Integration 
dieser  Gleichung  erhält 


man    für    den    Druck 


/ 


7)    K  =  jr _  7    \  {H — z)zdz,    oder: 

welchem   man   nach  Substitution   des  Werthes  H  —  h  =  a  auch 
die  folgende  einfachere  Form  geben  kann: 


9)    K  = 


6 


Der   Abstand  des   Angriffspunktes  J  vom   Wasserspiegel   ist 
nunmehr  zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 


X-  H 


11 


10) 


Kl  =  CdK .  z  ==  ji^^^   f(H -  z)  z' dz ,    oder : 


11)  Kl-  fi-i^(^'-*')_/^:-i'^i 

ii;  ^'■- H-h\      3         l    4   vr 


I 


/ 


aus  welcher  man  nach  Substitution  des  oben  für  K  gefundenen 
Ausdruckes,  indem  man  zugleich  wieder  // — h  =  a  setzt,  für  l 
den  folgenden  Werth  erhält: 


6Ä-f2a 


\ 


28' 
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Fig.  603. 


s 


Um   die  andere  Coordinate  des  Angriffspunktes  J  zu  finden, 
hat  man  sicli  die  Dreieckfläche   auf  die   in  Fig.  503   angedeut4.'to 

Weise    in    verticale    unendlich 
schmale  Flächenstreifen   zerlegt 
zu  denken.     Der  Druck  gegen 
^  den   im   Abstände  x   von   dem 

Eckpunkte  A  befindlichen  Streifen 
hat  nach  Gleichung  2)  des  vo- 
rigen Paragraphen  die  Grösse: 


\ 


13)  rfir=,*oK^+f-"'!. 

und  indem  man  das  statische 
Moment  der  Kraft  AT  in  Bezug 
auf  die  Verticale  des  Punktes  A  gleich  der  Summe  der  statischen 
Momente  der  gegen  die  einzelnen  Flächenstreifen  wirkenden  Drücke 
setzt,  erliält  man  die  Gleichung: 

(Al+«)'-*'U,  ' 

a 


14)     Ka 


=  j  Trfaj|- 


wolcher  man  nach  Substitution  des  Werthes  « 
folgende  Form  geben  kann: 


.  X  auch  die 


15)    Kh 


J 
26 


^-^C(2bhx-\-a 


x^)xdx^     oder: 


16)    Ks  =  tab'{^^+1)- 


Wenn  man  hierin  für  K  den  oben  gefundenen  Ausdruck  einsetzt, 
so  erhält  man  für  s  den  Werth: 


1•7^  /   HÄ-f3a\, 


+ 

Aus   den   Gleichungen  12)   und  17)   ergeben   sich   z.  B.  für 


h  =  Q  die  Werthe:   i  = 


a 


und  s  =  --6.*) 
4 


§  158. 
Druck  im  Innern  einer  tropfbar  flfissigen  KugeL 

Nach  §  41  der  ^analytischen  Mechanik^  ändert  sich  die  von 
einer  homogenen  Kugel   auf  einen   materiellen  Punkt  ausgeübte 


')  Vorgl.  „Technische  Mechanik**,  §  154. 


Druck  im  luuern  einer  tropfbar  flüssigeu  Kugel. 
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Anziehungskraft  im  Innern  der  Kugel  proportional  dem  Abstände 
vom  Mittelpunkte  derselben.  Wenn  also  mit  A  der  Werth  be- 
zeichnet wird,  welchen  die  in  §  155  mit  x  bezeichnete  ;,Kraft  pro 

Masseneinheit"  im  Abstände 
Fig.  504.  „Eins"  vom  Mittelpunkte  an- 

Z  nimmt,   so   ist   für  die   im 

Abstände  p  vom  Mittelpunkte 
befindliche  Stelle: 

I)     x  =  ^p 

zu  setzen,  und  für  die  drei 
Seitenkräfte     dieser    Kraft 
ergeben   sich  aus  Fig.  504 
^  die  Werthe : 


2)  X=—Af^ 

3)  Y=—Aj^ 

4)  Z=r— ^p 


P 

y_ 

p 

z 


=  -A 


x\ 


y^ 


—  =  —  Az, 
P 
Nach  Substitution   derselben  nimmt  die   allgemeine  DiiFerenzial- 

gleichung  des  hydrostatischen  Druckes  die  folgende  Form  an: 
5)     dp  =  —  \i.A{xdx-\-ydy'\-  zdz)  =  —  fi -4  p dp. 

m 

Wenn  man  hierin  dp  =  0  setzt ,  so  erhält  man  die  Gleichung : 
t/(p'^)  =  0  oder  p  =  Const.,  welche  zeigt,  dass  die  Flächen  con- 
stanten  Druckes  in  diesem  Falle  Kugelflächen  sind.  Der  Gleichung 
p  ==  r  entspricht  diejenige  Kugelfläche,  in  welcher  der  Druck  gleich 
Null  ist,  nämlich  die  freie  Oberfläche  der  flüssigen  Kugel. 

Indem  man  die  obige  Gleichung  integrirt  —  auf  der  linken 
Seite  zwischen  den  Grenzen  0  und  p,  auf  der  rechten  zwischen 
den  zugehörigen  Grenzen  r  und  p  —  gelangt  man  zu  der  folgenden 
Gleichung : 


6) 


1  dp  =  —  II A  J  p  rfp ,    oder : 


7)    p  =  ,Ä{L^tJ) 


2  2 

—  P 


2 

Wenn  mit  g  der  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  die   Grösse  x 
an  der  Oberfläche  der  Kugel  annimmt,  so  ist  die  Coustante  A  zu 
berechnen  aus  der  Gleichung: 
S)    Ar  =  g, 
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und  nach  Substitution  des  hieraus  für  A  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  man  der  vorhergehenden  Gleichung  die  folgende  Form  geben: 


»)^=T  (■-:".)■ 


Hierin  bedeutet  das  Product  jigr  die  Kraft,  mit  welcher  die  in 
der  Cubikeinhcit  enthaltene  Flüssigkeitsmasse  au  der  Oberfläche 
der  Kugel  von  letzterer  angezogen  wird,  und  wenn  man  diese 
Kraft  mit  7  bezeichnet,  so  wird: 


10) , = f  (1  -  ^: ) 


Für  p  =  0  wird  p  =  -^  - .    Der  Druck  pro  Flächeneinheit  im 

Mittelpunkte  der  Kugel  beträgt  also  die  Hälfte  von  demjenigen 
Drucke,  welchen  eine  Flüssigkeits-Säule,  deren  Höhe  gleich  dem 
Halbmesser  der  Kugel  ist,  an  ihrer  Grundfläche  ausüben  würde, 
wenn  das  Gewicht  pro  Masseneinheit  (oder  die  Fallbeschleunigung) 
längs  der  ganzen  Höhe  der  Säule  die  constante  Grösse  g  hätte. 

Denkt  man  sich  die  flüssige  Kugel  in  eine  feste  Kugel  ver- 
wandelt, so  erkennt  man,  dass  die  von  derselben  ausgeübte  An- 
ziehungskraft dabei  keine  Aenderung  erleiden  würde.  Wenn  also 
die  Erde  als  eine  homogene  Kugel  betrachtet  werden  dürfte,  so 
würde  man  die  obige  Gleichung  —  indem  man  darin  für  7  das 
Gewicht  eines  Cubikmeters  Wasser  setzt  —  benutzen  können,  um 
bei  einem  mit  Wasser  gefüllten  bis  zum  Erdmittelpunkte  reichenden 
Schachte  den  hydrostatischen  Druck  in  einer  gegebenen  Tiefe 
daraus  zu  berechnen. 

§  159. 
Relatives  Gleichgewicht  einer  rotirenden  Wassermasse. 

Eine  Wassermasse,  welche  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o) 
um  eine  verticale  Drehachse  gleichförmig  sich  dreht,  befindet  sich 
in  relativem  Ruhezustande  in  Bezug  auf  einen  Raum,  welcher  die 
gleiche  Drehbewegung  ausführt.  Um  die  Bedingungen  des  relativen 
Gleichgewichtes  zu  finden,  hat  man  zu  den  wirklich  vorhandenen 
Kräften  noch  die  jener  Drehbewegung  entsprechenden  Centrifugal- 
kräfte  hinzuzufügen  und  alsdann  die  Wassermasse  als  im  absoluten 
Ruhezustände  befindlich  anzusehen.  Die  Centrifugalkraft  eines  im 
Abstände  p  von  der  Drehachse  befindlichen  Massentheilchens  dM 
hat  die  Grösse:  dMpm^',   folglich  hat  die  Centrifugalkraft  pro 
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Fig.  605, 


^f  sksseneinheit  an  dieser  Stelle  die  Grösse  p  a>^     Die  wirklich  vor- 
lia.iidene  Kraft  ist  die  Schwerkraft,  welche  pro  Masseneinheit  überall 

die  Grösse  g  hat.  Hiemach 
ergeben  sich  aus  Fig.  505  und 
Fig.  506  für  die  drei  Seiten- 
kräfte der  in  §  155  mit  x  be- 
zeichneten Kraft  die  Werthe: 

1)  X=p(i>'.  cosa  =  co'x', 

2)  F=  po)^ .  sin  a  =  to'y, 

3)  Z  =  -g, 

und  nach  Substitution  derselben 
nimmt  die  allgemeine  Differen- 
*zialgleichung  des  hydrostatischen 
Druckes  die  folgende  Form  an: 

4)  dp=^^\m^{xdx-{-ydy)^gdz\^ 

oder: 

5)  dp  =  ji  }o)^ .  pcfp  —  g  .  dz\. 

Durch  Integration  dieser  Glei- 
chung erhält  man  für  den  Druck 
an  der  im  Abstände  p  von  der 
Drehachse  und  in  der  Höhe  z 
über  der  Bodenfläche  befindlichen 
Stelle  die  Gleichung: 


Fig.  606. 


\ 


y-2 9^f  -{^  Const 

Für  p  =  0  und  z=h  wird  p  =  0; 
also  ist  die  Constante  zu  berech- 
nen aus  der  Gleichung: 

7)    0  =  —  H-flfA-}*  Const. 
Wenn  man  diese  letztere  Gleichung  von  der  vorhergehenden  sub- 
trahirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


8)     p  =  ^{j^^g(h-z)}, 


welcher  man  nach  Substitution  der  Werthe  ci>p  =  v  und  ji^^  =  y 
aucTi  die  folgende  Form  geben  kann: 


0)    i'  =  T(-|v+Ä-4 
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In  dieser  Gleichung  bedeutet  v  die  Peripheriegeschwind^eit 
des  im  Abstände  p  voß  der  Drehachse  befindlichen  Punktes,  und 
-T —  die  derselben  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe.  Wenn  die 
Drehbewegung  nicht  stattfände,  so  würde  die  dem  Drucke  p  ent- 
sprechende Druckhöhe  die  Grösse  k  —  z  haben.  Die  obige  Glei- 
chung zeigt  also,  dass  durch  den  Einfluss  der  Drehbewegung  diese 
Druckhöhe  um  jene  Geschwindigkeitshöhe  vergrössert  wird. 

Wenn   man   in  Gleichung  5}  die 
Fig.  507.  Grösse  dp  gleich  Null  setzt,  so  kann 

man  derselben  die  Form  geben: 

10)    </ü  =  — .prfp, 

und  durcli  Integration  derselben  er- 
hält man  für  die  Fläche  constanten 
Druckes  die  folgende  Gleichung: 

1.)    ,  =  |i  +  o. 

in  welcher  die  Constante  c  denjenigen 
Werth  von  z  bezeichnet,  welcher  dem 
Werthe  u  =  0  entspricht,  oder  die 
Coordinate  desjenigen  Punktes,  in  welchem  jene  Fläche  die  Dreli- 
achse  schneidet  (Fig.  507).  Die  obige  Gleichung  zeigt,  dass  die 
Flache  coustanten  Druckes  eine  Paraboloid-Oberfläche  bildet,  welche 
man  sich  durch  Umdrehung  einer  Parabel  um  ihre  Achse  ent- 
standen denken  kann.  Die  Höhcndifi'erenz  zwischen  dem  in  der 
Drehachse  Hegenden  Scheitelpunkte  und  einem  ausserhalb  der 
Drehachse  befindlichen  Punkte  dieser  Fläche  ist  stets  gleich  der 
Geschwind  igkeitshühe  des  letzteren.  Wenn  man  in  der  obigen 
Gleichung  für  die  Constante  c  den  Werth  Ä  einsetzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche. 

§  160. 
Druck  der  atmosphärischen  Laft. 

Während  bei  den  tropfbar  flüssigen  Köriiern  die  Dichtigkeit 
[i  als  eine  nach  Kaum  und  Zeit  unveränderliche  Grösse  betrachtet 
worden  konnte,  hat  man  bei  den  gasförmigen  Flüssigkeiten  —  als 
deren  Repräsentant  die  atmosphärische  Luft  gelten  kann  —  die 
Grösse  ja.  als  eine  Function  des  Druckes  p  zu  behandeln.    Nach 
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dem  Mariotte'schen  Gesetze  ist  im  Innern  einer  ruhenden  Gasmasse 
von  constanter  Temperatur  der  Druck  überall  proportional  der 
Dichtigkeit  derselben.  Wenn  also  mit  f  der  Druck  bezeichnet  wird, 
welcher  der  Dichtigkeit  fi'  entspricht,  so  kann  das  Mariotte'sche 
Gesetz  ausgedrückt  werden  durch  die  Gleichung: 

V         ^ 

und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  ^  sich  ergebenden 
VVcrthes  nimmt  die  allgemeine  Differenzialgleichung  des  hydrosta- 
tischen Druckes  die  folgende  Form  an: 

2)  d'p  =  ^'p(Xdx-\'Ydy^Zdz). 

um  den  Einfluss  der  Schwerkraft  auf  den  atmosphärischen 
Druck  zu  bestimmen  und  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  der 
Luftdruck  mit  der  Höhe  über  der  Erdoberfläche  sich  ändert,  hat 
man  in  der  obigen  Gleichung  —  indem  man  sich  die  Z- Achse 
vertical  aufwärts  gerichtet  denkt  —  die  Werthe: 

zu  substituiren,  und  erhält  alsdann  für  die  Druckzunahme  d'p^ 
welche  der  Höhenzunahme  dz  entspricht,  die  Gleichung: 

3)  dp  = ~  .  iig  ,  dz. 

Hierin  bedeutet  das  Product  ^i  g  =  Y  das  Gewicht  eines  Gubik- 
meters  Luft  bei  der  dem  Drucke  p'  entsprechenden  Dichtigkeit. 
Nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben : 

p'     dp 


—  - 1 


4)    dz  =  - 

T       P 

und  wenn  man  dieselbe  nunmehr  integrirt  —  auf  der  linken  Seite 
zwischen  den  Grenzen  z^  und  z^^  auf  der  rechten  zwischen  den 
zugehörigen  Grenzen  pj  und  pj  —  so  erhält  man  die  Gleichung: 


5)    /^^=-v/p-'     «<*-= 


Pi 


«)    .,-..  =  f  .Ig(f^) 
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Bei  mittlerem  Barometerstande  hat  in  der  Höhe  des  Meeres- 
spiegels der  atmosphärische  Druck  pro  Quadratmeter  die  Grösse: 

7)  p'=  10336  KiL, 

und  bei  der  Temperatur  Null  Grad  (Celsius)  hat  das  Gewicht  eines 
Cubikmeters  Luft  von  der  diesem  Drucke  entsprechenden  Dichtig- 
keit die  Grösse: 

8)  y  =  1,293  Kil. 

Der  Quotient  -  /  hat  also  für  atmosphärische  Luft  bei  einer  Tem- 
peratur von  Null  Grad  die  Grösse: 

9)  ^  =  7992. 
T 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  nimmt  die  oben  gefundene  Glei- 
chung die  folgende  Form  an: 

10)  ^,-^,  =  7992.1g(?i). 

Mittelst  dieser  Gleichung  würde  man  die  einem  gegebenen  Druck- 
verhältnisse entsprechende  Höhendifferenz  berechnen  können,  wenn 
die  Luft-Temperatur  überall  Null  Grad  betrüge,  und  die  Atmosphäre 
frei  von  Wasserdämpfen  wäre. 

Indem  man  dp  =  0  setzt,  findet  man  (auf  dieselbe  Weise  wie 
in  §  löG),  dass  die  P'lächen  constanten  Druckes  Horizontal-Ebenen 
sind,  und  da  die  Dichtigkeit  eine  P^unction  des  Druckes  ist,  so 
sind  die  Flächen  constanten  Druckes   zugleich  Flächen  constanter 

Dichtigkeit. 

'      §  161. 

Berflckslchtlgnng  der  YeränderUchkeit  der  Schwerkraft. 

Nach  dem  Newton'schcn  Gravitationsgesetze  ändert  sich  die 
von  der  Erdkugel  auf  einen  ausserhalb  derselben  befindlichen  ma- 
teriellen   Punkt    ausgeübte 
Flg.  508.  Anziehungskraft   umgekehrt 

proportional  dem  Quadrate 


seiner  Entfernung  vom  Erd- 
mittelpunkte. Wenn  also  mit 
a  eine  noch  näher  zu  bestim- 
/     ^     mende  Constante  bezeichnet 
/  wird,  so  kann  für  eine  ausser- 


f 


X 


-X 


.  ^Z^'  halb  der  Erdoberfläche  im 

Abstände  p   vom    Erdmittelpunkte   befindliche   Stelle   die   daselbst 
wirkende  Kraft  pro  Masseneinheit: 
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1)  »=f, 

gesetzt  werden,   und  für  die  drei  Seitenkrüfte  derselben  ergeben 
sich  nach  Fig.  508  die  Werthe: 

P  P  P  P  P  P 

Nach  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  allgemeine  Differenzial- 
gleichung  des  hydrostatischen  Druckes  die  folgende  Form  an: 

2)  dp  =  ^^ap^  +  yfy  +  "^"j,    oder: 

3)  dp  =  — ji.;a-f-. 

Für  p  =  r  wird  x  =  ^ ,  also  ist  die  Constante  a  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

4)  5^  =  72-' 

und  nach  Substitution  des  hieraus  für  a  zu  entnehmenden  Werthes 
erhält  man  die  Gleichung: 

5)  dp  =  —  jijrr^ .  — ^,     oder: 

6)  dp^-p^.^. 

P         P 

Wenn  man  hierin  (wie  im  vorigen  Paragraphen)  wieder  yig  =  y' 
setzt,  so  kann  man  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  Form  geben : 

7)  z;.^  =  _,^^e., 

TP  P 

und  indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  r  und  p,  auf  der  linken  zwischen  den  zu- 
gehörigen Grenzen  p'  und  p  —  erhält  man  die  Gleichung: 


In  dieser  Gleichung  bedeutet  p  die  Grösse  des  atmosphärischen 

Druckes  an  der  Erdoberfläche,  und  für  den  Quotienten  —^  ist  der 

T 
in  Gleichung  9)  des  vorigen  Paragraphen  angegebene  numerisch  p 
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Werth  zu  substituiren.  Man  erhält  alsdann  für  das  Verbältiiiss 
des  Druckes  p  zu  dem  gewöhnlichen  atmosphärischen  Drucke  den 
Werth:  ^W^-l^ 

10)  A-  =  e''^^'      '•^ 
P 

Da  die  Länge  des  Erdhalbmessers  ungefähr  G  370  000  Meter  be- 
trägt, so  ergiebt  sich  hieraus  für  p  =  oo  der  Werth : 

_  6370 000 
H\         P  795»2~'  —  7*J7  1/i— -Wß 

11)  -^=e  =e         =10 
P 

Wenn  man  also  annehmen  dürfte,  dass  das  Mariotte'sche  Gesetz 

auch   für  beliebig  kleine   Drücke    noch    seine   Gültigkeit  behält, 

so   würde  aus   der   obigen   Rechnung   zu   folgern   sein,   dass  die 

Höhe  der  Atmosphäre  unendlich  gross  ist,   und  dass  der  Druck 

derselben  im  unendlich  fernen  Weltenraume  10  Atmosphären 
beträgt. 

Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  würde  man,  da  dem  Werthe 
p  =  2  r  nach  obiger  Gleichung  der  Werth : 

6  370  000 

12)  -^-  =  e     *"-^^^=  g-3»8»^--«  10"  ^'^ 

p' 

entspricht,  zu  dem  Resultate  gelangen,  dass  an  einer  Stelle,  deren 
Höhe  über  der  Erdoberfläche  gleich  dem  Erdhalbmesser  ist,  der 

Luftdruck  10        Atmosphären  beträgt. 

Um  das  Gesetz  zu  finden,  nach  welchem  im  Inneren  der  Erd- 
kugel —  z.  B.  in  einem  mit  der  äusseren  Atmosphäre  comniuni- 
cirenden  bis  zum  Erdmittelpunkte  hinab  reichenden  verticalen 
Schachte  —  der  Luftdruck  mit  der  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche 
zunimmt,  würde  man  in  der  Gleichung  5)  des  §  158  für  |i  den 

Werth  J>  p  zu  substituiren  und  nachher  die  Integration  derselben 

auszuführen  haben.  Man  gelangt  alsdann  zu  den  folgenden  Glei- 
chungen : 

13)  dp  =  —  p  .  ' ,  A  .  pdp^ 


14)    -  f:,  I  3  =  I  P  '^P , 


1^)    h"^--"^ 


'     p'^ 
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Wenn  man  hierin  für  die  Constante  A  den  aus  der  Gleichung  8) 

des  §  158  zu  entnehmenden  Werth  —  substituirt,  so  kann  man 

der  obigen  Gleichung,  indem  man  zugleich  wieder  \lg  =  y'  setzt, 
auch  die  folgende  Form  geben: 


TT     ^P 


17)     7992.  lg  (^) 


?  ^2 


r*  — 


P' 


p  /  2r 

Hierin  bedeutet  p  den  Druck  im  Abstände  p  vom  Erdmittel- 
punkte und  p'  den  Druck  an  der  Erdoberfläche.  Für  den  Druck 
p„,  welcher  dem  Werthe  p  =:  0  entspricht,  erhält  man  hiemach 
die  Gleichung: 

18)     %  =  e™=  e'^«>-'=  10"^ 
P 
Wenn  also  angenommen  werden  dürfte,    dass  das  Mariotte'sche 

Gesetz  auch  für  beliebig  grosse  Dichtigkeiten  noch  seine  Gültigkeit 
behält,  so  würde  hieraus  folgen,  dass  der  Druck  am  Boden  jenes 
Schachtes  (d.  h.  im  Erdmittelpunkte)  10*^'  Atmosphären  betragen 
würde. 

§  162. 
Relatives ,  Gleichgewicht  einer  rotirenden  Lnftmasse. 

Die  Gleichung  5)  des  §  159  behält  auch  dann  noch  ihre 
Gültigkeit,  wenn  das  in  Fig.  505  dargestellte,  um  seine  verticale 
Drehachse  rotirende  Gefäss  —  statt  mit  Wasser  —  mit  Luft  ge- 
füllt angenommen  wird.  Da  jedoch  in  letzterem  Falle  der  Einfluss 
der  Schwerkraft  —  insofern  die  Wirkung  derselben  lediglich  darin 
bestehen  wird,  eine  geringe  Zunahme  des  Luftdruckes  in  der  Rich- 
tung von  oben  nach  unten  hervorzubringen  —  bei  der  voraus- 
zusetzenden geringen  Höhe  des  Gefässes  unberücksichtigt  gelassen 
werden  darf,  so  kann  man  das  die  Wirkung  der  Schwerkraft  re- 
präsentirende  Glied  gdz  in  jener  Gleichung  auch  fortlassen.  Man 
erhält  alsdann  für  den  vorliegenden  Fall  die  Gleichung: 

1)     rfp  =  [iü>*p  rfp, 

welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Dichtigkeit  a  aus  dem 
Mariotte'schen  Gesetze  sich  ergebenden  Werthes  -^  p,  indem  man 
zugleich  wieder  [ig  =  7'  setzt,  auch  die  folgende  Form  geben  kann : 


p'      dp 


o> 


2 


2)     -  ,  '  —^  = .  p  dp, 

1       P  9 
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Indem  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Softe 
zwischen  den  Grenzen  Null  und  p,  auf  der  linken  zwischen  den 
entsprechenden  Grenzwerthen  p^  und  p  —  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Gleichungen: 


s)  ::/?-= -;-/;4, 


Po  0 

2^2 


4)  p.uiÄ^^^yi 


Wenn  man  hierin  die  der  Peripheriegeschwindigkeit  pm^^  v 
entsprechende  Geschwindigkeitshöhe : 


v^ 


setzt,  und  zugleich  für  den   Quotienten  -—  dessen   numerischen 

T 
Werth  substituirt,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  in  der  Form : 

h 

a\        V  799« 

Po 

benutzen,  um  das  Verhältniss  der  beiden  Drücke  p  und  p^  daraus 
zu  berechnen. 

So  z.  B.  erhält  man  für  h  =  160  *"  aus  dieser  Gleichung  den  Werth 

^-  =  1,02 ,  und  da  dem  Werthe  ä  =  160  •"  nach  Gleichung  5)  der  Werth 

17  =  56*°  entspricht,  so  folgt  hieraus:  dass  an  dcijenigcn  Stelle,  deren  Pe- 
ripheriegeschwindigkeit 56  Meter  beträgt,  der  Druck  1,02  mal  so  gross  ist 
als  in  der  Drehachse. 

§  163. 
Elnflnss  der  Temperatur  auf  den  Druck  der  Luft. 

Wenn  eine  Gasmasse,  deren  Temperatur  ursprünglich  Null 
Grad  (Celsius)  betrug,  bei  unverändert  bleibendem  Drucke  p^  bis 
auf  eine  Temperatur  von  t  Graden  (Celsius)  erwärmt  wird,  und 
in  Folge  dieser  Erwärmung  der  Rauminhalt  derselben  von  der 
Grösse  J^  bis  zu  der  Grösse  J^  zunimmt  >  so  ist  nach  dem  Gay- 
Lussac'schen  Gesetze  das  Ausdehnungsverhältniss  zu  berechnen 
aus  der  Gleichung: 

1)  ^A  =  «.,, 
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in  welcher  a  das  Ausdehnungsverhältniss  für  #  =  1 "  oder  den 
Temperatur-Ausdehnungs-Coefficientcn  bedeutet.  Dieser  Coefficient 
hat  nahezu  für  alle  Gasarten  den  gleichen  Werth: 

Nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  verhalten  sich  bei  unver- 
ändert bleibender  Temperatur  die  Drücke  wie  die  Dichtigkeiten 
oder  umgekehrt  wie  die  entsprechenden  Rauminhalte.  Wenn  also 
die  Gasmasse,  nachdem  deren  Rauminhalt  in  Folge  der  Temperatur- 
Erhöhung  die  Grösse  J»  erreicht  hatte,  nachher  bei  unverändert 
bleibender  Temperatur  durch  Vergrösserung  des  Druckes  auf  den 
kleineren  Rauminhalt  J  zusammengepresst  wird,  so  ist  der  diesem 
neuen  Rauminhalte  entsprechende  Druck  p  zu  berechnen  aus  der 
Gleichung: 

3)    ^=4, 

welcher  man  nach  Substitution  des  für  die  Grösse  J»  aus  Glei- 
chung 1)  zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende  Form 
geben  kann: 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Grösse  des  auf  der  linken  Seite 
stehenden  Quotienten  stets  unverändert  bleibt  —  wie  auch  immer 
Druck,  Rauminhalt  und  Temperatur  sich  ändern  mögen. 

A^enn  mit  ^  das  dem  Rauminhalte  J  —  und  mit  7^  das  dem 
Rauminhalte  J^  —  entsprechende  Gewicht  pro  Cubikmeter  be- 
zeichnet wird,  so  hat  das  Gewicht  der  ganzen  Gasmasse  die  Grösse: 

5)       Y«/=To«^rM 

und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  J  zu  entneh- 
menden Ausdruckes  kann  man  der  obigen  Gleichung  auch  die 
folgende  Form  geben: 

6)     -^=:-P-^(l-f  aO. 

Nach  §  160   ist    für    atmosphärische   Luft:    ^  =  7992  zu 

setzen,  und  wenn  man  zugleich  für  den  Coefficienten  a  den  oben 
angegebenen  numerischen  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 
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7)  ^  =  7992(1+2^3),     oder: 

8)  ^  =  29,27  (273  +  t). 

In  letzterer  Gleichung  bezeichnet  der  eingeklammerte  Ausdruck 
diejenige  Grösse,  welche  man  für  die  Temperatur  erhalten  würde, 
wenn  man  den  einer  Temperatur  von  —  273"  (Celsius)  ent- 
sprechenden Punkt  der  Temperatur -Scala  als  Nullpunkt  gewälilt 
hätte.  Dieser  Punkt  wird  der  absolute  Nullpunkt  der  Temperatur, 
und  die  Grösse: 

9)  273"+/^=  r 

wird  die  absolute  Temperatur  genannt.  Nach  Einfühning  dieser 
Bezeichnungsweise  kann  man  der  Gleichung  8)  auch  die  folgende 
Form  geben: 

10)  -P^-  =  29,27. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  auf  der  linken  Seite  stehende 
Function  der  drei  veränderlichen  Grössen  p,  7,  T  den  constanten 

Werth : 

11)  C==  29,27 

atots  beibehält  —  wie  auch  immer  jene  drei  Grössen  sich  ändern 
mögen.     Man  kann  daher  diese  Gleichung  in  der  Form: 

12)      /y=C 

benutzen,  um  irgend  eine  dieser  drei  veränderlichen  Grössen  zu 
berechnen,  sobald  die  Werthe  der  beiden  anderen  gegeben  sind. 

Da  nach  obiger  Gleichung  der  Druck  nicht  nur  eine  Function 
der  Dichtigkeit  ist,  sondern  auch  zugleich  eine  Function  der  Tem- 
peratur, so  sind  bei  einer  im  Gleichgewichtszustande  befindUchen 
Luftmasse  die  Flächen  constanten  Druckes  auch  zugleich  Flächen 
constanter  Dichtigkeit  und  Flächen  constanter  Temperatur. 

§  164. 
Mechanisches  Aeqnlyalent  der  Wärme. 

Diejenige  Wärme-Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einer 
Masse  von  1  Kil.  Gewicht  eine  Temperatur-Erhöhung  von  1  Grad 
(Celsius)  zu  ertheilen,  wird  die  Wärme-Capacität  oder  die  specifische 
Wärme  des  betreffenden  Stoffes  genannt.     Als  Wärme-Einheit  pflegt 
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man  hierbei  die  Wärme-Capacität  des  Wassers  zu  wählen:  nämlich 
diejenige  Wärme -Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einem 
Kilogramm  Wasser  eine  Temperatur-Erhöhung  von  1  Grad  (Celsius) 
zu  ertheilen. 

Wenn  mit  dQ  die  unendlich  kleine  Wärme-Quantität  bezeich- 
net wird,  welche  einer  Masse  von  1  Kil.  Gewicht  die  unendlich 
kleine  Temperatur-Erhöhung  dT  ertheilt,  so  ist: 

diejenige  Wärme-Quantität,  welche  dieser  Masse  eine  Temperatur- 
Erhöhung  von  1  Grad  ertheilen  würde,  oder  die  specifische  Wärme 
des  betreffenden  Stoffes. 

Für  die  specifische  Wärme  der  Luft  ergeben  sich  zwei  ver- 
schiedene Werthe^  je  nachdem  bei  Zuführung  der  Wärme  entweder 
der  Rauminhalt  oder  der  Druck  unverändert  erhalten  wird.  Die 
specifische  Wärme  der  Luft   bei  consiantem  Rauminhalte  hat  die 

Grösse: 

2)  c,  =  0,1687. 

Die  specifische  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Drucke  hat  dagegen 
den  grösseren  Werth: 

3)  C2  =  0,2377. 

Die  Wärme-Quantität,  welche  erforderlich  ist,  um  einem  Kilogramm 
Luft  bei  constantem  Rauminhalte  die  Temperatur -Erhöhung  dT 
zu  ertheilen,  hat  also  die  Grösse: 

4)  dQ,  =  c,  .  dT. 

Bei  dieser  Temperatur -Erhöhung  wird  gleichzeitig  die  Druck- 
vergrösserung  dp  hervorgebracht  Die  Wärme  -  Quantität ,  welche 
erforderlich  ist,  um  bei  constantem  Drucke  jene  Temperatur -Er- 
höhung hervorzubringen,  hat  die  Grösse: 

5)  dQ^  =  c^.dT. 

Bei  dieser  letzteren  Art  der  Wärmezuführung  wird  zugleich  die 
Rauminhaltsvergrösserung  dJ  hervorgebracht,  wobei  von  dem  con- 
stantem Drucke  p  die  unendlich  kleine  mechanische  Arbeit: 

6)  d^  =  p.dJ 

verrichtet  wird.  Nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  hat  man 
die  Ursache  des  Unterschiedes  zwischen  jenen  beiden  erforder- 
lichen Wärme-Quantitäten  darin  zu  suchen,  dass  bei  dem  letzteren 
Falle   von   der  zugefiihrten  Wärme    nicht   nur   die   Telnperatur- 
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Erhöhung  dT,  sondern  zugleich  auch  die  mechanische  Arbeit  d^ 
hervorgebracht  wird.  Man  kann  den  letzteren  Vorgang  so  auf- 
fassen, als  ob  die  zugefiihrte  Wärme  -  Quantität  dQ^  gleichsam  in 
zwei  Theile  sich  zerlegt,  von  denen  der  eine  Theil  dQ,  auf  da« 
wirkliche  Hervorbringen  der  Temperatur -Erhöhung  dT  verwendet 
wird,  während  der  andere  Theil: 

7)  dQ,-dQ,=(v.,~c,)dl\ 

welcher  als  Wärme  verschwindet,  gleichzeitig  in  mechanische  Arbeit 
umgewandelt  wird. 

Nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  steht  in  allen  solchen 
Fällen,  wo  Wärme  in  mechanische  Arbeit  umgewandelt  wird,  die 
hervorgebrachte  mechanische  Arbeit  in  einem  constanten  Verhält- 
nisse zu  der  verschwindenden  Wärme-Quantität.  Wenn  also  mit  ^l 
das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme -Einheit  bezeichnet  wird, 
so  ergiebt  sich  für  die  der  verschwindenden  Wärme -Quantität 
dQ^  —  dQj  entsprechende  mechanische  Arbeit  der  Werth: 

8)  d'ä  =  A{dQ,'-dQ^)  =  A(c,  —  c,)dT, 

und  durch  Gleichsetzung  der  beiden  für  die  Grösse  dÄ  gefundenen 
Werthe  erhält  man  die  Gleichung: 

9)  p,dJ  =  A{c^-'C^)dT. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  dJ  diejenige  Rauminhaltsver- 
grösserung,  welche  bei  constantem  Drucke  eintritt,  wenn  die  Tem- 
peratur-Erhöhung dT  stattfindet.  Da  das  Gewicht  der  Luftmasse 
gleich  1  Kil.  angenommen  wurde,  so  hat  man  nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  angewendeten  Bezeichnungsweise: 

10)  yJ=1 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  7 
zu  entnehmenden  Werthes  kann  man  der  Gleichung  12)  des  vo- 
rigen Paragraphen  auch  die  folgende  Form  geben: 

11)  J=   ^^ . 

P 

Für  den  partiellen  Differenzialquotienten  von  J,  nach  T  genommen, 
ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung  der  Werth: 

12)  '^^  -  ^ 
^^^     dT-  p' 

und  wenn  man  den  hieraus  für  die  Grösse  pdJ  zu  entnehmenden 
Werth  CdT  in  Gleichung  9)  substituirt,  so  erhält  man  die  folgende 
Gleichung : 
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13)     Cdl  =  A(c^-'C,)dT,    oder: 

14^     A  = -^-    = ^^'^'-^ =^424 

^  c^—c^        0,2377  —  0,1087 

l>as  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit  betrtlgt  demnach 
424  Meterkilogramm. 

§  165. 
Poisson'sehes  Gesetz. 

In  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen  bedeutete  J  den 
Rauminhalt  eines  Kilogrammes  Luft  bei  dem  Drucke  p  und  der 
absoluten  Temperatur  T.  Jene  Gleichung  nimmt  für  T  aufgeh'ist 
die  folgende  Form  an: 

1)     T=P^, 

und  zeigt,  dass  die  Grösse  T  als  eine  Function  der  beiden  ver- 
änderlichen Grössen  p  und  J  betrachtet  werden  kann.  Für  die 
beiden  partiellen  DiflFerenzialquotienten  dieser  Function  erhält  man 
aus  obiger  Gleichung  die  WerÜie: 

2) 

3) 

Um  diejenige  Wärme  -  Quantität  dQ^  zu  berechnen,  welche 
einem  Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss,  wenn  bei  constantem 
Rauminhalte  die  Temperatur- Erhöhung  dT  in  demselben  hervorge- 
bracht werden  soll,  hat  man  in  der  Gleichung  4)  des  vorigen 
Paragraphen  für  dT  den  aus  Gleichung  2)  zu  entnehmenden  Werth 
zu  substituiren ;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

4)    dQ^  =  -^-^,dp. 

Um  diejenige  Wärme  -  Quantität  dQ^  zu  berechnen,  welche 
einem  Kilogramm  Luft  zugeführt  werden  muss,  wenn  bei  con- 
stantem Drucke  die  Temperatur-Erhöhung  dT  in  demselben  hervor- 
gebracht werden  soll,  hat  man  in  der  Gleichung  5)  des  vorigen 
Paragraphen  für  dT  den  aus  Gleichung  3)  zu  entnehmenden  Werth 
einzusetzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 


dT 

J 

dp 

C 

dT 

P 

dJ  ~ 

c 

5)  dQ^  =  -'';  .dj. 


p 
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• 

Die  Wärme -Quantität  dQ^  vergrössert  den  Druck  um  die 
Grösse  dp,  lässt  aber  den  Rauminhalt  J  unverändert.  Die  Wärme- 
Quantität  dQj  vergrössert  den  Rauminhalt  um  die  Grösse  dJ^  lässt 
aber  den  Druck  p  unverändert.  Diejenige  Wärme -Quantität  d(i 
welche  erforderlich  ist,  um  gleichzeitig  die  Druck- Vergrösserung  dp 
und  die  Raum -Vergrösserung  dJ  hervorzubringen,  ist  gleich  der 
Summe  jener  beiden  Wärme-Quantitäten  zu  setzen;  also  ist: 

Um  die  Beziehung  aufzufinden,  welche  zwischen  der  Dnick- 
Aenderung  dp  und  der  Raum-Aenderung  dJ  in  demjenigen  Falle 
stattfinden  würde,  wenn  gar  keine  Wärme  zugeführt  wird,  hat  man 
dQ  gleich  Null  zu  setzen;  man  erhält  dann  die  Gleichung: 

7)    0  =  c^  Jdp  -f-  ^jP  ^«^• 

Das   Verhältniss   der  beiden   Wärme -Capacitäten  c,   und   c,  hat 

nach   den  Gleichungen  2)   und  3)    des   vorigen   Paragraphen   die 

Grösse : 

^,  c,         0,2377         ,  . , 

«)    ^  =  t  =  "0,1687  =  1'^1- 

Hiernach  kann  man  der  obigen  Gleichung,  indem  man  dieselbe 
durch  c,  dividirt,  auch  die  folgende  Form  geben: 

9)     .^/^^_t)^f. 
p  J 

Wenn  man  diese  Gleichung  integrirt  —  auf  der  rechten  Seite 
zwischen  den  Grenzen  J,  und  Jj,  auf  der  linken  zwischen  den 
zugehörigen  Grenzwerthen  p,  und  p,  —  so  gelangt  man  zu  den 
folgenden  Gleichungen: 

10) 

11)    lg(^;-)=-»lg(:;;),     oder: 


>^)  ;:<j) 


Aus  letzterer  Gleichung  kann  man  die  einer  gegebenen  Raum- 
Aenderung  entsprechende  Druck -Aenderung  für  solche  Fälle  be- 
rechnen, in  welchen  jene  Aonderungen  ohne  Zuführung  von  Wärme 
stattfinden. 
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Wenn  mit  T^   die  anfängliche  und  mit  T^   die  nachherige 
Temperatui*  bezeichnet  wird,  so  ist  nach  Gleichung  1): 

13)     T,=-P^-,  14)     r,=  P^^f^-,    also: 

Indem   man   hierin   das   eine  Mal    für  das   Verhältniss  — ,  das 

J  Pi 

andere  Mal  für  das  Verhältniss  —~-    den    aus.  Gleichung  12)    zu 

entnehmenden  Werth  substituirt,  erhält  man  die  folgenden  Olei- 
cliungen : 

'«'    -?"  =  (7')"' 


I— !- 


welche  man  zur  Berechnung  der  bei  obigem  Vorgange  eintretenden 
Temperatur-Aenderung  benutzen  kann. 

§  166. 
Mechanische  Arbelt  des  Luftdruckes. 

Wenn  ein  Kilogramm  Luft  ohne  Zuführung  von  Wärme  sich 
ausdehnend  aus  der  anfänglichen  Temperatur  T,  in  die  niedrigere 
Temperatur  T^  übergeht,  und  dieser  Luftmasse  nachher  bei  un- 
verändert bleibendem  Rauminhalte  so  viel  Wärme  zugeführt  wird, 
als  erforderlich  ist,  um  die  ursprüngliche  Temperatur  Tj  wieder 
herzustellen,  so  ist  nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  als  me- 
chanisches Aequivalent  dieser  zugeführten  Wärme -Quantität  die 
vorher  bei  jener  Ausdehnung  von  dem  Luftdrucke  verrichtete  me- 
chanische Arbeit  zu  betrachten. 

Nach  §  164  hat  die  bei  constantem  Rauminhalte  zum  Hervor- 
bringen der  Temperatur-Erhöhung  T,  —  T^  erforderliche  Wärme- 
Quantität  die  Grösse: 

Die  von  dem  Luftdrucke  verrichtete  mechanische  Arbeit  ist  also 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

2)    «  ==  ^  .  Q  =  i4 c,  (T,  —  7\),    oder: 

3)   a  =  ^c,r.(i--p). 
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T 

Wenn  man  hierin  für  das  Verhältniss  -^^   den  in  Gleichung  16) 

des  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Werth  einsetzt,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

welcher  man  nach  Substitution  der  in  §  164  für  die  Grössen  A 
und  c,  angegebenen  numerischen  Werthe  auch  die  folgende  Form 
geben  kann: 

5)  9t  =71,53.  r,{i-(;J|)'  "j. 

Nach  derselben  Gleichung  würde  man  auch  den  absoluten  Wertli 
derjenigen  mechanischen  Arbeit  berechnen  können,  welche  er- 
forderlich ist,  um  ein  Kilogramm  Luft  von  dem  ursprünglichen 
Rauminhalte  J,  auf  den  kleineren  Rauminhalt  J,  zusammen/u- 
pressen,  falls  bei  diesem  Zusammenpressen  keine  Wärme-Ableitung 
stattfindet. 

Wenn  z.  B.  T,  =  273  *  gesetzt  wird  (entsprechend  einer  Anfangstempe- 
ratur von  Null  Grad  Celsius),  so  ergiebt  sich  für  %  der  Werth: 


»>)    «=  19527  |l 


-«;)'"•}■ 


Für  -,.  -  =  Qo   wird  hiernach :   ?l  =  19  527 ,  d.  h.  wenn  ein  Kilogramm  Luft 

von  der  ursprünglichen  Temperatur  J,  =  273"  ohne  Zuführung  von  Wärme 
bis  ins  Unendliche  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der  Druck  derselben  eine 
mechanische  Arbeit  von  19  527  Meterkilogrammen.  Die  ganze  ursprünglich 
in  der  Luftmasse  vorhanden  gewesene  Wärme-Quantität:  CiT^  ^=  0,1*>H7  .  273 
=  40  Wärme -Einheiten  wird  dabei  in  mechanische  Arbeit  umgewandelt,  und 
die  absolute  Temperatur  der  Luftmasse  würde  bis  auf  Null  Grad  sinken. 

Für   jT  —10  wird  ^  =  11931,  d,  h.  wenn  ein  Kilogramm  Luft  von 

der  ursprünglichen  Temperatur  T,  =  273"  ohne  Zuführung  von  Wärme  auf 
das  Zehnfache  des  Kauminhaltes  sich  ausdehnt,  so  verrichtet  der  Druck  der- 
selben eine  mechanische  Arbeit  von  11931  Meterkilogrammen.  Nach  Glei- 
chung 16)  des  vorigen  Paragraphen  sinkt  dabei  die  absolute  Temperatur  von 
273''  bis  auf  106  ",2»  und  nach  Gleichung  12)  des  vorigen  Paragraphen  siukt 

der  Druck  von  der  Grösse  p,  bis  auf  die  Grösse:  2^2  =  \k  7  * 

J  "^ 

Für  -~  =  0,1  wird  ?l  =  —  30  665,  d.  h.  wenn  ein  lülogramm  Luft  von 

der  ursprünglichen  Temperatur  T^  =  273 "  bis  auf  den  zehnten  Theil  des 
Rauminhaltes  zusammcngepresst  werden  soll,  so  ist  hierzu  eine  mechanische 
Arbeit  von  30  (>65  Meterkilogrammen  erforderlich,  falls  bei  diesem  Zusammen- 
treffen keine  Ableitung  von  Wärme  stattfindet.    Die  absolute  Temperatur  der 
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Luftmasse  würde  (nach  Gleichung  16)  des  vorigen  Paragraphen)  dabei  von 
273 "^  bis  auf  701  ",7  steigen,  und  der  Druck  würde  (nach  Gleichung  12)  des 
vorigen  Paragraphen)  von  Pi  bis  P2  =  25,7  .  p,  zunehmen. 

T 

Wenn  man  für  das  Verhältniss  -tJ-  den  in  Gleichung  17)  des 

vorigen  Paragraphen  gefundenen  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt, 
so  kann  man  derselben  auch  die  folgende  Form  geben: 

7)    «  =  71,53.2-,  {l-(-^^-)''>'j, 

und  dieselbe  in  dieser  Form  zur  Berechnung  der  mechanischen 
Arbeit  31  in  solchen  Fällen  benutzen,  wo  statt  des  Raumverhält- 
nisses -/  das  Druckverhältniss  —  gegeben  ist. 

Für  Ti  =  273^*  und  ^  =  10   wird    hiernach:    ?[  =  —  18  617,    d.  h. 

Pi 
wenn  ein  Kilogramm  Luft  von  der  ursprünglichen  Temperatur  T,  =  273**  so 

weit  zusammengepresst  werden  soll,  dass  der  Druck  auf  das  Zehnfache  steigt, 
so  ist  hierzu  eine  mechanische  Arbeit  von  18  617  Meterkilogrammen  erforder- 
lich, falls  bei  diesem  Zusammenpressen  keine  Ableitung  von  Wärme  statt- 
findet.   Dabei  würde  die  absolute  Temperatur  von  273**  bis  533 ""»d  zunehmen 

j 

und  der  Rauminhalt  von  J,  bis  J2  =  Xio~  abnehmen. 

§  167. 

Temperatur  -  Erhöhung  an  der  Yorderfläche  eines  in  die 
Erdatmosphäre  eindringenden  Meteoriten. '^) 

Der  Widerstand  einer  Flüssigkeit  gegen  einen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V  in  derselben  sich  bewegenden  Körper  kann  be- 
rechnet werden  aus  der  Gleichung: 

1)    w=iiFV, 

in  welcher  F  die  rechtwinkelig  zur  Bewegungsrichtung  genommene 
grösste  Querschnittsfläche  des  bewegten  Körpers,  [i  die  Dichtigkeit 
der  Flüssigkeit  und  V  eine  noch  näher  zu  bestimmende  Function 
der  Geschwindigkeit  v  bedeutet.  Indem  man  die  obige  Gleichung 
durch  F  dividirt,  erhält  man  für  den  mittleren  Widerstand  oder 
Druck  pro  Flächeneinheit  der  Fläche  F  den  Werth: 

W 

2)  //- ;;.=ixF. 


•)  Vergl.  Schiapparelli:   „Entwurf  einer  astronomischen  Theorie  der 
Sternschnuppen." 


>«>»  ^  IrÄ.  (/.-:•  L-.T.^  12  ,  Mt  die  Dicbtid^eit  d«r 
riv;fi€Ti  L'.rt  bei  A*^  ah^tr^ieu  T*:TDpt'ratar  T  uimI  deoi  Dncke  / 


CT 


und  fiacb  Sab^^titation  fkr»  hieraus  für  die  GrTis:^  ^  zu  entneb* 
menilen  Wertbc;»  kann  man  der  obigeD  Gleicbang  auch  die  fo^endt: 
Form  geben: 

'    r'~gCT- 

In  dieser  Gleicbang  bedeatet  p  den  Drack  der  comprimirten  Luft 
an  d^-r  Vorderfläthe  dch  bewegten  Körpers  und  p  den  Dmck  der 
nicht  comprimirten  atmosphärischen  Lnft  in  der  Umgebong  des- 
«eitlen.  Wenn  man  für  die  Constanten  g  und  C  ihre  nomerischen 
Wertbe  einnetzt,  so  erhält  man  für  das  Veriialtniss  jener  beiden 
Drücke  den  Werth: 

//  V 

P  T 

Nach  den  Versuchen  von  St.  Robert  ist  bei  sehr  grossen  Ge- 
schwindigkeiten (für  Körper  von  annähernd  kugelförmiger  Gestalt) 
die  Geschwindigkeitsfunction: 

ß)    K-o.!>'J3.;.,,'.ji-i-(gyj' 

ZU  setzen^  wenn  mit  v  die  GeHchwindigkeit  in  Metern  pro  Secunde 
bezeichnet  wird.  Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  nimmt  die 
obige  Gleichung  die  folgende  Form  an: 

7)    ;=-o,ooi(.23r,.!;.{i  +  (-^^)| 

Nach  Schiapparolli  kann  die  grösste  beobachtete  Geschwindig- 
keit der  Meteoriten  beim  Eintritte  in  die  Erdatmosphäre  gleich 
72 (KK)  Meter  pro  Secunde  und  die  Temperatur  an  der  oberen 
Grenze  der  Atmosphäre  gleich  —  150  Grad  (Celsius)  angenommen 
werden.  Wenn  man  domgemäss  die  Werthe:  v  -^  72000  und 
T  —  123  Bubstituirt,  so  erhält  man  für  jenes  Druckverhältniss 
den  Werth: 

H)    /''-  =461675000. 
P 
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Diesem  Zusammendrückungs-Verhältniss  entspricht  (nach  §  165, 
Gleichung  17)  das  Temperaturen- Verhältniss : 

9)  -P  =  46 1  675 OOo' ~ '*'=  330,7. 

Für  die  absolute  Temperatur  der  comprimirten  Luft  an  der  Vorder- 
fläche des  Meteoriten  ergiebt  sich  hiemach  der  Werth: 

10)  r  =  330,7  .  123  =  40Ü7G", 

d.  h.  die  nach  dem  Celsius'schen  Thermometer  gemessene  Tem- 
peratur steigt  von  —  150^  bis  +  40403^ 

§  168. 
Stabiler  und  labiler  Gleichgewichtszustand  der  Atmosphäre.*) 

Wenn  mit  y  das  Gewicht  eines  Cubikmeters  Luft,  und  mit  p 
der  Luftdruck  in  der  Höhe  z  über  der  Meeresfläche  bezeichnet 
wird,  so  ist  nach  §  160: 

1 )  dp  =  —  "(dz 

zu  setzen,  und  wenn  man  hierin  für  y  den  aus  der  Gleichung,  12) 
des  §  163  zu  entnehmenden  Werth  substituirt,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 

2)  dp  =  -^. 

Da  im  Allgemeinen  anzunehmen  ist,  dass  die  Temperatur  der 
atmosphärischen  Luft  mit  der  Höhe  über  der  Meeresfläche  sich 
ändert,  so  ist  die  Grösse  T  als  eine  Function  von  z  zu  betrachten, 

und  der  Diflferenzialquotient  -j—  bedeutet  die  Temperaturzunahme 

pro  Längeneinheit  der  Höhenzunahme.  Wenn  in  Wirklichkeit  das 
Gesetz  dieser  Aenderung  so  beschaffen  ist,  dass  einer  Höhen- 
Zunahme  von  1*°  eine  Temperatur -Abnahme  von  h  Graden  ent- 
spricht, so  ist: 

dT 


3) 


n 


dz 

zu  setzen,  und  nach  Substitution  des  hieraus  für  die  Grösse  dz 
zu  entnehmenden  Werthes  kann  man  der  obigen  Gleichung  die 
folgende  Form  geben: 

.     dT  ^    dp 


*)  Vergl.  Reye:  „Die  Wirbel  stürme,  Tornados  und  Wettersäulen  in  der 
Erdatmosphäre/    Hannover.    Carl  Rümpler.    1872. 
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Bei  geringer  Höhenzunahme  darf  ein  gleichfttrmiges  Abuebnien 
der  Temperatur  von  unten  nach  oben  vorausgesetzt,  und  demgemäss 
die  Grösse  n  als  eine  von  z  unabhängige  Constante  behandelt 
werden.  Indem  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  obige  Glei- 
chung integrirt  —  auf  der  rechten  Seite  zwischen  den  Grenzen 
p,  und  p„  auf  der  linken  Seite  zwischen  den  zugehörigen  Grenz- 
werthen  jT,  und  T.^  —  gelangt  man  zu  den  folgenden  Gleichungen : 


o)    j     ,,   =.6j    ^,, 


(5)     lg  (5))=« 6- lg  (['■■),     oder: 

Denkt  man  sich  ein  Kilogramm  atmosphärischer  Luft  ohne 
Wärmezuführung  von  der  Höhe  2,  bis  zu  der  grösseren  Höhe  z^ 
aufsteigend,  so  erkennt  man  (nach  §  165,  Gleichung  17),  dass  die 
Temperatur  dieser  Luftmasse  während  des  Aufsteigens  abnehmen 
wird,  insofern  dieselbe  von  dem  grösseren  Drucke  Pj  in  den  kleineren 
Druck  P2  übergeht  und  in  Folge  dessen  sich  ausdehnen  wird.  Die 
neue  Temperatur  Tj,  welche  das  aufgestiegene  Luftkilogramm  in 
der  Höhe  z^  anuehmen  wird,  ist  nach  §  1(35  zu  berechnen  aus 
der  Gleichung: 


«'  r;  =(;:;) 


t> 


Wenn  T^  kleiner  ist  als  Tj,  so  wird  die  aufgestiegene  Luft- 
masse schwerer  sein  als  die  umgebende  Luft  und  in  Folge  dessen 
wieder  hinabsinken.  Wenn  dagegen  TJ  grttsser  ist  als  T,^  ^^ 
wird  die  aufgestiegene  Luftmasse  fortfahren  zu  steigen  und  von 
ihrer  früheren  Gleichgewichtslage  noch  weiter  sich  zu  entfernen. 
Der  Gleichgewichtszustand  der  Atmosphäre  ist  also  ein  stabiler 
oder  labiler,  je  nachdem  T^  kleiner  ist  oder  grBsser  als  Tj.  Der 
indifferente  Gleichgewichtszustand  entspricht  dem  Falle,  in  welchem 
Tj  gleich  T^  ist,  und  aus  den  oben  gefundenen  beiden  Gleichungen 
ergiebt  sich  für  diesen  Fall  die  Bedingungsgleichung: 

9)     hC'---=1— — , 
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welcher  man  nach  Substitution  der  numerischen  Werthe  für  die 
Constanten  C  und  D  auch  die  folgende  Form  geben  kann: 

Die  Atmosphäre  befindet  sich  also  im  stabilen  Gleichgewichts- 
zustande, wenn  einer  Höhenzunahme  von  mehr  als  100,66  Metern 
eine  Temperatur -Abnahme  von  einem  Grade  Celsius  entspricht; 
im  labilen  Gleichgewichtszustande  dagegen,  wenn  einer  Höhen- 
zunahme von  weniger  als  100,66  Metern  schon  eine  Temperatur- 
Abnahme  von  einem  Grade  Celsius  entspricht. 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Untersuchung,  dass  bei 
stabilem  Gleichgewichtszustande  der  Atmosphäre  eine  bergan  ge- 
richtete Luftströmung  als  kalter  Wind,  eine  bergab  gerichtete  Luft- 
strömung dagegen  als  warmer  Wind  sich  bemerkbar  machen  wird, 
während  bei  labilem  Gleichgewichtszustande  das  Umgekehrte  statt- 
finden wird. 

Die  oben  gefundenen  Gleichungen  gelten  fOr  trockene  atmosphärische 
Luft.  Mit  Berücksichtigung  des  in  der  Atmosphäre  stets  und  Überall  vor- 
handenen Wasserdampfes  würde  man  zu,  dem  Resultate  gelangen,  dass  unter 
Umstanden  schon  bei  erheblich  kleineren  Werthen  von  n  der  labile  Gleich- 
gewichtszustand eintreten  kann. 

Wenn  man  in  Gleichung  7)  für  das  Temperaturen- Verhältniss 
den  in  §  165  (Gleichung  15)  angegebenen  Ausdruck  einsetzt,  so 
erhält  man  eine  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form 
geben  kann: 

7  ^      nC— 1 

")  ^=©  ■ 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  J,  den  Rauminhalt  eines  Kilo- 
grammes  Luft  in  der  Höhe  z^ ,  und  J,  den  Rauminhalt  eines 
Kilogrammes  Luft  in  der  Höhe  z^  über  der  Meeresfläche.  Indem 
man  J.^  =  ^x  setzt,  findet  man  für  n  den  Werth: 

12)    n  =  J,  =       ^ 


C  ~~  29,27  ' 

Hieraus  folgt,  dass  die  Atmosphäre  in  jeder  Höhe  über  der 
Meeresfläche  dieselbe  Dichtigkeit  besitzen  würde,  wenn  das  Gesetz 
der  Temperatur-Aenderung  so  beschaflFen  wäre,  dass  einer  Höhen- 
zunahme von  29,27  Meteni  überall  eine  Temperatur-Abnahme  von 
1  Grad  Celsius  entspricht. 
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§  169. 

Barometrische  Höhen -Bestimmuiigeiu 

Da  bei  kleinen  Höhendifferenzen  ein  gleichfttrmiges  Abnehmen 
der  Temperatur  von  unten  nach  oben  vorausgesetzt  werden  darf, 
so  ist  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gewählten  Bezeich- 
nungsweise : 

T  —  r 


1)     n  = 


z^—z, 


zu  setzen,  und  nach  Substitution  dieses  Werthes  kann  man  der 
Gleichung  6)  des  vorigen  Paragraphen  auch  die  folgende  Form 
geben : 

^')    '8(^)=C«(^;l3lg(;;;),    oder: 

^  C'(2;-r,)ig(P-^) 

3)    2j      «j  =    -  'T 


'«(r:) 


Aus  dieser  letzteren  Gleichung  kann  man  die  Höhendifferenz 
zweier  Punkte  berechnen,  sobald  die  atmosphärischen  Drücke  und 
die  Temperaturen  an  diesen  beiden  Punkten  aus  directen  Baro- 
meter- und  Thermometer-Beobachtungen  bekannt  sind. 

Wenn  z.  B.   die  Werthe:    2\  =  :i93 ',    Tj  =  283"   und  ^^  = -^J^- 

beobachtet  wurden,  so  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Höhen  -  Differenz  der 
Worth  ; 

29,27  (293  -  283)  lg  (^j^.^") 
4)    ^,  -.,=--  -        '        ,,3       ^'^'^'"'^  =  lH80-,9. 

^8(283) 

Für  die  Temperatur  T',  mit  welcher  eine  von  der  unteren  nach  der 
oberen  Station  versetzte  Luftmasse  daselbst  ankommen  würde,  wenn  derselben 
unterwegs  keine  Wärme  zugeführt  wurde,  erhält  man  aus  der  Gleichung  8) 
des  vorigen  Paragraphen  den  Werth: 

1 


und  für  die  Temperatur  T' ,  welche  eine  von  der  oberen  nach  der  unteren 
Station  versetzte  Luftmasse  bei  ihrer  Ankunft  an  der  letzteren  annehmen 
würde,  erhält  man  unter  gleichen  Voraussetzungen  den  Werth: 
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1 
1- 


0    7';=r,.(-^-;)     \    oder 


1- 


"  n-«-©  '•'-«■■ 


Eine  von  unten  nach  oben  gerichtete  Luftströmung  wflrde  also  an  der  oberen 
Station  die  Lufttemperatur  um  8*^,4  (Celsius)  erniedrigen,  und  eine  von  oben 
nach  unten  gerichtete  Luftströmung  würde  an  der  unteren  Station  die  Luft- 
temperatur um  9°  (Celsius)  erhöhen. 

Statt  der  Gleichung  3)  würde  man  zur  Berechnung  der  Höhen- 
diflFerenz  z^  —  z^  auch  die  Gleichung  6)  des  §  160  benutzen  können, 

indem   man   darin   statt   des   Quotienten  -^   den   aus   der   Glei- 

T 
chung  12)  des  §  163  zu  entnehmenden  Ausdruck: 

8)    ^  =  CT 
Y 

einsetzt  und  zugleich  in  letzterem  für  T  das  arithmetische  Mittel 

der  beiden  Temperaturen  T,  und  T^  substituirt;  jene  Gleichung 

nimmt  alsdann  die  folgende  Form  an: 

Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommenen  Zahlenwerthe  würde  man 
aus  dieser  letzteren  Gleichung  den  Werth:  z^  —  Zy  =  1881™,0  erhalten.  Es 
zeigt  sich  also,  dass  bei  Höhendifferenzen,  welche  nicht  mehr  als  einige 
tausend  Meter  betragen,  ohne  Bedenken  auch  die  letztere  Berechnungsmethode 
angewendet  werden  kann. 

Die  obigen  Gleichungen  gelten  für  trockene  atmosphärische  Luft.  Bei 
genaueren  Höhenberechnungen  würde  man  auf  den  Wasserdampfgehalt  der 
Atmosphäre  Rücksicht  zu  nehmen  haben. 

§  170. 

Ausflussgeschwindigkeit  der  Luft. 

Wenn  zwei  mit  Luft  gefüllte  Gefässe  A  und  B  durch  ein 
Communicationsrohr  mit  einander  verbunden  sind,  und  der  Druck 
p^  in  dem  Gefässe  A  grösser  ist  als  der  Druck  p^  in  dem  Gefasse 
B^  so  wird  ein  Ausströmen  der  Luft  von  A  nach  B  stattfinden 
(Fig.  509).  Die  Geschwindigkeit  des  Ausströmens  kann  nach  dem 
Principe  der  lebendigen  Kraft  berechnet  werden,  insofern  man 
annehmen  darf,  dass  nach  eingetretenem  Beharrungszustande  die 
ganze  während  des  Zeittheilchens  dt  von  den  wirkenden  Kräften 
verrichtete  mechanische  Arbeit  dazu  verwendet  wird,  der  während 
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P. 


\        Ti 


^.L] 


A 


A-^ 


>v 


^-S)/ 


c 


./. 


dicHOS  Zeitthoilchens  ausfiicsscnden  Luftmassc  JM  die  der  Aus- 
flussgeschwindigkeit entsprechende  lebendige  Kraft  mitzutheilen. 

Wenn  mit  / 
der  Querschnitt 
des  Ausflussrohres, 
und  mit  v  die 
dem  Beharrungs- 
zustande entspre- 
chende Ausflussge- 
schwindigkeit be- 
A  B  zeichnet  wird,    so 

ist  f  ,vdt  der  Kauminhalt  der  wahrend  des  Zeittheilchens  dt  aus- 
fliessenden Luftmasse,  und  wenn  man  einstweilen  annimmt,  dass 
die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Uebergange  aus  dem  grosseren 
Drucke  p^  in  den  kleineren  Druck  p^  sich  nicht  ändert  —  was 
bei  geringer  (rrösse  der  Druckdiff'erenz  annäherungsweise  zulässig 
ist  so  ergiebt  sich  für  die  in  der  Zeit  dt  ausfliessendc  Luft- 
massc der  Werth: 

1)    dA/^-^'--^"^^. 

// 

Diese  Luftmasse  hatte  in  dem  Gefässe  A  die  Geschwindigkeit  Null 

und  erlangt  bei  dem  Ausflusse  in  das  Gefsiss  /i  die  (ieschwindig- 

keit  V,     Die   während    des   Zeittheilchens   dt    erzeugte    lebendige 

Kraft  hat  also  die  Grösse: 


2) 


dM .  v' 
2 


Indem  man  diese  lebendige  Kraft  der  von  dem  Druck-Ueberechusse 
(/?, — P2)/  während  des  Zeittheilchens  dt  verrichteten  mecha- 
nischen Arbeit  gleichsetzt,  erhält  man  die  (ileichung; 


oder : 


4)  .^-V'2,^;  (.-;;;): 

welcher  man  nach  Substitution  des  aus  §  163,  Gleichung  12),  für 
den  Quotienten  --  zu  entnehmenden  Werthes  auch  die  folgende 
Form  geben  kann: 


r,)     v-^\^ZgüT,[\-i;^'y 
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Wenn  z.  B.  ~^-  =  J^^.  gesetzt  wird,  und  Ti  =  295  (entsprechend  einer 

Temperatur  von  -j~  22  °  Celsius) ,  so  ergicbt  sich  für  die  Ausflussgeschwindig- 
keit der  Werth; 

6)  V  =^2.  9,81  .  29,27  .  295  (l  -  ||'^)  =  152". 

In  Gleichung  3)  bedeutet  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
die  während  des  Zeittheilchens  dt  erzeugte  lebendige  Kraft,  und 
der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  die  während  dieses  Zeit- 
thcilcliens  von  der  Druckdifferenz  verrichtete  mechanische  Arbeit. 
Das  Gewicht  der  während  des  Zeittheilchens  dt  ausströmenden 
Luftmasse  hat  nach  Gleichung  1)  die  Grösse: 

7)  dM  ,g  =  ^,fvdt.     . 

Indem  man  jene  Gleichung  durch  diese  letztere  Grösse  dividirt, 
erhält  man  die  Gleichung: 

8)  ^=P^P^. 

in  welcher  nunmehr  der  Ausdruck  für  die  erzeugte  lebendige  Kraft 
und  der  Ausdruck  für  die  verrichtete  mechanische  Arbeit  auf  den- 
jenigen Zeitraum  sich  beziehen,  in  welchem  ein  Kilogramm  Luft 
ausfiiesst.  Es  wird  jedoch  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
nur  dann  annäherungsweise  die  ganze  während  dieses  Zeitraumes 
von  den  wirkenden  Kräften  verrichtete  mechanische  Arbeit  dar- 
stellen, wenn  die  Druckdifferenz  p^  —  pj  so  klein  ist,  dass  die 
bei  dem  Ausflusse  stattfindende  Dichtigkeitsänderung  des  aus- 
fliessenden Luftkilogrammes  vernachlässigt  werden  darf.  Um  eine 
genauere  Gleichung  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  zu  erhalten, 
hat  man  zu  dem  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Ausdrucke  für 
die  mechanische  Arbeit  noch  eine  Grösse  hinzu  zu  addiren,  welche 
auf  folgende  Weise  bestimmt  werden  kann. 

Nach  §  166  verrichtet  ein  Kilogramm  Luft,  wenn  dasselbe 
ohne  Wärme-Zuführung  von  dem  Rauminhalte  J,  auf  den  Raum- 
inhalt t/j  sich  ausdehnt  und  die  Temperatur  desselben  in  Folge 
dieser  Ausdehnung  von  T^  bis  auf  T,  abnimmt,  die  mechanische 

Arbeit: 

9)  «  =  c-,  ^  (T.  -  T,). 

wofür  man  nach  §  164,  indem  man  für  die  Grösse  A  ihren  Werth 
substituirt,  auch  setzen  kann: 
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10)    « 


^c,C(T,-T,)^    oder: 


^2  —  ^  I 


Diese  mechanische  Arbeit  kann  man  sich  in  zwei  Theile  zerlej;t 
denken,  von  denen  der  eine  Theil: 

12)  a' =  p,  (j,  -  j.) 

auf  Ueberwindung  des  constanton  Gegendruckes  p,  verwendet  wird, 
während  der  andere  Theil: 

13)  r'  =  ?i-a'=-— ^-»--y^ 

mit  dazu  beitrügt,  die  lebendige  Kraft  der  ausfliessenden  Luft- 
masse zu  vergrössorn.  Da  als  Gewicht  dieser  Luftmassc  1  Kilo- 
gramm angenommen  wurde,  so  ist:  Ti'^i=l  =  Y2'A  ^^  setzen. 
Man  kann  daher  dem  obigen  Ausdrucke  auch  die  folgende  Form 
geben : 

0  —  1  ^'\^,       Y,/ 

Wenn  man  diese  Grösse  in  Gleichung  8)  zu  dem  auf  der 
rechten  Seite  stehenden  Ausdrucke  für  die  mechanische  Arbeit 
hinzufügt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


IR\        f    ^    Ih     _    Pj       I        ^''C^l- 


1 


Nach  §  163  ist  hierin      -  =  CT,  und    -'  =CT,  zu  setzen;  man 
kann  daher  dieser  Gleicnung  auch  die  folgende  Form  geben: 


'«)  .°l-(;^.)'••^.(■-T^)■ 


T 
und  wenn  man  hierin   für  den  Quotienten  -«,-  den  aus  §  165  zu 

I 

entnehmenden  Ausdruck  substituirt,  so  ergiebt  sich  aus  der  obigen 

Gleichung  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  t;  der  Werth: 


17)    0  = 


=l^^»C)'-'^.(--(^:r) 


Aiisäiiss  des  Wassora.  4(ij 

Mit  Beibehaltung  der  oben  angenommen cn  Zahlenwerthe  erhält  man  aus 
dieser  Gleichung  für  die  AuafluBsgeachwiDdlgkeit  den  genaueren  Werth: 

,8,  ,=|/...e>.(iJ^).n«.«{.-(»r  }  =  .... 

I)cj  VcTgleichung  desselben  mit  dem  in  Gleichung  6)  gefundenen  Werthe 
r  --^  lös™  erkennt  man,  dass  nur  bei  grossen  Druckdifferenzen  es  ciforderlich 
ist,  die  bei  dem  Ausflüsse  stattfindende  Dicbtigkeitsilnderung  zu  berücksich- 
tigen, während  man  bei  kleinen  Druckdifferenzen  die  Ausflussgeschwindigkeit 
ohne  Bedenken  nach  Gleichung  5)  berechnen  darf. 

Für  das  Vcrhältniss  der  beiden  absoluten  Temperatnren  erhält  man  nach 
§  li>5  die  Gleichung: 

welche  zeigt,  dass  bei  dem  Ausflusse  der  Luft  die  absolute  Temperatur  der- 
selben von  395"  bis  auf  283"  abnehmen  wird. 

§  171. 
Ansfloss  des  Wassers. 

Da  bei  dem  Ausflusse  des  Wassers  eine  DichtigKeitsiiiidorung 
nicht  stattfindet,  so  ist  füi-  diesen  Fall;  7,  =t,  ^'V  zu  setzen, 
und  die  Ausflussgeschwindigkeit  kann  unmittelbar  aus  der  Glci- 
pjg  510  cbung  8}  des  vorigen 

Paragraphen  berech- 
net werden ,  welche 
für  V  aufgelöst  die 
Form  annimmt: 


Wenn  die  Drücke 
j>,  und  p,  von  der 
Schwerkraft  hervor- 
gebracht werden,  so 
kann  man  nach  §  156 
statt  der  Quotienten  ■—  und  —   auch    die    jenen    Drücken    ent- 

y  '( 

sprechenden  Druckhöhen   substituiren ;   man   erhält  alsdann   nach 
Fig.  S10  die  Gleichung: 

2)  ü  =  ]/^2^\k,  —  A,},     oder: 

3)  v^VW- 
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Flg.  612. 


Da  (lio  Drückt!  ;;,  und  />,  nur  von  den  Di'uckkühen  abhUngiii 
und  im  Uebrigen  unabhängig  sind  von  den  Formen  der  beiden 
Gefässe,  so  gilt  die 
'1  '       '  n  obige  Gleichung  auch 

für    den    in   Fig.  SU 
dargestellten  Fall,  bei 
welchem   die   Druck- 
höhen in  den  beiden 
g         ücfiisBen    A    und    B 
3   ; '   durch     die    Wasser- 
i   ^      stiindshühen    in    den 
j         beiden      aufgesetzten 
~         verticalen  Rohren  ver- 
anschaulicht sind. 
Für  den  in  Fig.  512  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die  Aus- 
HusRoffnung   in   der  horizontalen  Bodenwaiid  des  Gefässes  A   sich 
befindet  und  der  Ausfluss  in  den  leeren  Raum 
erfolgt,  ist  A,  =  0  und  k^^k  zu  setzen.    Die 
Ausflussgoschwindigkeit  kann  daher  auch  für 
diesen  Fall  aus  Gleichung  3)  berechnet  werden. 
Die   pro   Socundc   ausflicsscnde   Wasser- 
masso   kann   als   eine   prismatische  Wasser- 
säule betrachtet  werden,  deren  Länge  gleich 
der  A  uti flussgeschwind igkeit  und  deren  Quer- 
schnitt gleich  der  Ausflussöffnung  ist.     Der 
liauminhalt    dieser    Wassermasse    hat    also 
I,  die  Grösse: 

4)  Q-^f.V2,ih. 
Die  auf  solche  Weise  berechnete  Ausflussmenge  wird  die  „theore- 
tische Ausflussmenge"  genannt.  Da  die  Voraussetzungen,  aus 
welchen  die  obigen  Gleichungen  abgeleitet  wurden,  in  der  Wirk- 
lichkeit nicht  genau  erfüllt  sind,  so  hat  man,  um  die  „wirkliche 
Ausflussmenge"  zu  erhalten,  den  obigen  Ausdruck  noch  mit  einem 
Erfahrungscoeffici eilten  zu  multipliciren ,  welcher  der  ,.\u8fluss- 
coefficient"  genannt  wird.*)  Wenn  dieser  AusHusscoefficient  mit 
[I.  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  für  die  wirkliche  Ausflussmenge 


der  Werth: 


5)    Q'  = 


../.I/23A. 


•)  Vcrgl.  „Technische  Meclinnik",  g 
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§  172. 

Theoretische  Ausflussmenge. 

Um  für  den  in  Fig.  513  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
AusflussöiFnung  in  der  verticalen  Wand  des  Gefässes  sich  befindet 
und  der  Ausfluss  in  den  leeren  Raum  erfolgt,  die  theoretische 
Ausflussmenge  zu  berechnen,  hat  man  sich  die  Querschnittsfläche 

des  ausfliessenden  Wasser- 
S'iß-  513.  Fig.  514.        Strahles  auf  die  in  Fig.  514 

angedeutete  Weise  in  ho- 
rizontale- Flächenstreifen 
von  unendlich  kleiner 
Höhe  zerlegt  zu  denken 
und  die  pro  Secunde 
durch  diese  unendlich 
kleinen  Querschnittstheile 
fliessenden  Wasserquanti- 
täten nachher  auf  dem 
Wege  der  Integration  zu 
Summiren.  Im  Abstände 
z  vom  Wasserspiegel  hat  die  Ausflussgeschwindigkeit  die  Grösse: 

1)  v  =  V2^, 

und  die  pro  Secunde  durch  den  an  dieser  Stelle  befindlichen 
Flächenstreifen  ausfliessende  Wasserquantität  hat  nach  Fig.  514 
die  Grösse: 

2)  dOl  =  xdzY2gz. 

Die  ganze  pro  Secunde  ausfliessende  Wassermenge  ist  also  zu  be- 
rechnen aus  der  Gleichung: 


3)     Q=  CxdzY'Zgz. 


Hiernach  erhält  man  z.  B.  für  den  in  Fig.  515  dargestellten 
rechteckigen  Querschnitt,  indem  man  h  statt  x  setzt,  die  Gleichung : 


n 


4)     Q  =  6  |/2  .7  Cz^  dz,     oder : 


^) 


Q  =  ^hV2g(H^-h\ 


30' 


4G8 


Achter  Abschnitt.    §  172. 


Flg.  516. 


Für  den  Fall,  in  welchem  die  obere  Seite  des  Rechtecks  in 
der  Höhe  des  Wasserspiegels  liegt,  würde  man  hierin  h  =  0  zu 

setzen  haben.  Die  pro  Secunde  durch 
einen  rechteckigen  Wandeinschnitt 
(oder  bei  einem  Ueberfallswehre)  aus- 
fliessende Wassermenge  hat  demnach 
die  Grösse: 

6)    Q  =  6//.  l  |/2(///, 


T 


/'o 


a 


U 


also  dieselbe  Grösse,  welche  man  €*r- 

halten   würde,   wenn   man   annähme, 

dass  die  Ausflussgeschwindigkeit  in  allen  Punkten  des  Querschnittes 

2 
die  Grösse  ^  1^2^//  hat. 

•^  a  a 

Wenn  man  //  =  ä^  -[-  -.-  und  h  =  A„  —  -^  setzt,    so    kann 

man  der  Gleichung  5)  auch  die  folgende  Form  geben: 

7)  Q=^l.tKV2ghJp  +  {J-{X-^^j\,    oder: 

8)  U.=  al.  V2iK  {l  -  i  •  (f/-  2^  •  C/-  .  .  .}. 

Für        ==  0  wird  der  eingeklammerte  Ausdruck  gleich  Eins.  Wenn 

also  die  Höhe  der  Ausflussöftnung  sehr  klein  ist  im  Verhältniss 
zu  dem  Abstände  des  Schwei-punktes  vom  Wasserspiegel,  so  kann 
man    die    Ausflussmenge    annäherungsweise    berechnen    aus    der 

Gleichung :  

9)     Q  =  ah,V2g\, 
welche  man  erhalten  würde,  wenn  man  annähme,  dass  sämmtlicho 
Flg.  516.  Wassertheilchen  mit  der  Geschwindig- 

kcit  l/2^Ä„  ausfliessen,  welche  der 
Druckhöhe  des  Schwerpunktes  ent- 
spricht. 

Für   die   in   Fig.  516    dargestellte 
ff    dreieckige  Ausflussöffnung  hat  man: 


)fiZ 


10)   ";,= 


H—h 


zu  setzen,  und  wenn  man  den  hieraus 
für  X  zu  entnehmenden  Werth  in  Gleichung  3)  substituirt,  so  er- 
hält man  die  folgende  Gleichung: 
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H 


11)    Q 


(H  —  z)  z^  dz ,     oder : 


12)    Q 


Für  den  Fall,  in  welchem  die  obere  horizontale  Seite  des 
Dreiecks  in  der  Höhe  des  Wasserspiegels  liegt,  hat  man  hierin 
Ä  =  O  zu  setzen.  Die  Wassermenge,  welche  pro  Secunde  durch 
einen  dreieckigen  Wandeinschnitt  ausfliesst,  hat  also  die  Grösse: 

13)     Q=-^bHV2jH. 

Um  die  wirklichen  Ausflussmengen  zu  erhalten,  hat  man  die 
oben  gefundenen  Werthe  noch  mit  dem  Ausflusscoefficienten  [i  zu 
multipliciren. 

§  173. 
Theoretische  Ausflusszeit. 

Der  Rauminhalt  der  während  des  Zeittheilchens  dt  durch  die 
Bodenöffnung  des  in  Fig.  517  dargestellten  cylindrischen  Gefässes 

pro  Secunde    ausfliessenden  Wasser- 
masse hat  die  Grösse: 

1)  dQ=f,vdt 
Der  sinkende  Wasserspiegel  legt  wäh- 
rend dieses  Zeittheilchens  die  Strecke 
w  dt  zurück.  Der  Rauminhalt  der  in 
dem  Gefässe  enthaltenen  Wassermasse 
vermindert  sich  also  während  des 
Zeittheilchens  dt  (nach  Fig.  517)  um 
die  Grösse: 

2)  dQ^F.wdt. 
Durch    Gleichsetzung    dieser    beiden 
Ausdrücke    erhält   man   für   die   Ge- 
schwindigkeit w  die  Gleichung: 

3)  w  =  y  .  ü, 

welche  nach  Substitution  des  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  in 
der  Figur  angegebenen  Werthes  die  folgende  Form  annimmt: 


Pig.  517. 


w 


E 


v^Stgz 


4)        „;=  4-1^2.7 


z. 
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Die  Geschwindigkeit  des  sinkenden  Wasserspiegels  kann  als 
Geschwindigkeit  des  Abnehmens  —  oder  als  negative  Geschwindig- 
keit des  Zunehmens  —  der  Wasserstandshöhe  z  aufgefasst  werdcu ; 
folglich  ist: 

5)  «^  =  --^ 

zu  setzen,  und  durch  Gleichsetzung  der  obigen  beiden  Ausdrücke 
erhält  man  eine  Gleichung,  welche  für  dt  aufgelöst  die  folgende 
Form  annimmt: 

6)  dt  '^^ ,     ,  .  2    •.  dz. 

f  V  2g 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  H  bis  h  ab- 
nimmt, hat  also  die  Grösse: 

h 

F     r   \ 

7)  i—^ :    \  z    ^dz.     oder: 

n 

8)  <-^-/'\(l///-V'A). 

Indem  man  hierin  /e  =^  ü  setzt,  erhält  man  für  die  ganze  Ausfluss- 
zeit den  Werth: 

Hierin  bedeutet  FIl  =  J  den  ganzen  Rauminhalt  der  ausge- 
flossenen Wassermasse,  und  \2(jH=^  V  die  anfängliche  Grösse 
der  Ausflussgeschwindigkeit  v.  Man  kann  daher  der  obigen  Glei- 
chung auch  die  folgende  Form  geben: 

10)       t=2.yy. 

und  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  dass  die  Ausflusszeit  das  Dop- 
pelte von  derjenigen  Zeit  beträgt,  in  welcher  dieselbe  Wassermasse 
bei  unverändert  bleibender  Druckhöhe  ausgeflossen  sein  würde. 

Für  den  in  Fig.  518  dargestellten  Fall,  bei  welchem  die 
Wasserspiegelfläche  cp  mit  der  Wasserstandshöhe  z  abnimmt,  hat 
man  der  Gleichung  6)  die  folgende  Form  zu  geben: 

11)    dt=z "^    .,z~Kdz, 
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und  darin  für  cp  die  der  Form  des  Gefässes  entsprechende  Function 
von  z  zu  substituiren.     Wenn  z.  B.  die  Wasserspiegelflächen  wie 

die    n-ten     Potenzen     der 
^  Wasserstandshöhen  sich  ver- 
halten, so  ist  (nach  Fig.  518): 

12)     -^  =  ^ 
'     F       H" 

jl  zu  setzen,  und  nach  Sub- 
stitution des  hieraus  für  «p 
zu  entnehmenden  VVerthes 
erhält  man  die  Gleichung: 


13)    dt  = 
F 


»-\ 


V=\iffZ 


fH^V^g 


-  .  z 


.  dz. 


Die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  H  bis  h  abnimmt, 
hat  also  die  Grösse: 


14)    t-. ^  _ 


V-  fz-'-^dz, 


oder: 


15)    t  = 


Indem  man  hierin  A  =  0  setzt,  erhält  man  Hir  die  ganze  Aus- 
flusszeit den  folgenden  Ausdruck: 


16)    t 


FH 


{n-\-i,)fV2gH 


Der  Rauminhalt  der  ganzen  ausgeflossenen  Wassermasse  ist 
zu  berechnen  aus  der  Gleichung: 

17)    J=.C\dz-^^-_^'-  '''' 


i 


F  r 


dz  = 


n  -\-  1 


Nach  der  in  Gleichung  10)  eingeführten  Bezeichnungsweise  kann 
man  daher  dem  obigen  Ausdrucke  für  die  Ausflusszeit  auch  die 
folgende  Form  geben: 


1H^     /_/2n+2x    J 
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Der  Werth  /*  =  0  entspricht  dem  in  Fig.  5T7  dargestellten 
Falle,  für  welchen  man  wieder  den  in  Gleichung  10)  gefundenen 
Werth  erhält. 

Für  ein  Gefäss  von  der  Form  eines  Rotations -Paraboloides 
(oder  auch  eines  dreiseitigen  Prismas  mit  horizontalen  Kanten) 
hat  man  n  =  1  zu  setzen  und  erhält  die  Gleichung : 

19)  <=g-.-.^. 

Für  ein  Gefäss  von  der  Form  eines  Kegels  (oder  auch  einer 
Pyramide)  hat  man  n  =  2  zu  setzen  und  erhält  die  Gleichung: 

20)  '  =  |-/t.- 

Um  die  wirklichen  AusÜusszeiten  zu  erhalten,  würde  man  die 
oben  gefundenen  Wertlie  noch  durch  den  Ausflusscoefficienten  zu 
dividiren  haben. 

Wenn  das  Gefäss  die  Form  eines  Parallelepipedons  hat,  und 
der   Ausäuss  durch   einen   bis    zu   der  horizontalen   Bodenfläche 

hinabreichenden  rechteckigen 
verticalen  Wandeinschnitt  er- 
folgt, 80  hat  bei  der  Wasser- 
standshöhe z  die  pro  Secunde 
ausfliessendeWassermenge  nach 
§  172  (Gleichung  6)  und  nach 
Fig.  519  die  Grösse: 

21)     Q=^bzy2^z  = 

rpdz 


Fig.  610. 


._y 


/ 


Um  die  Zeit  zu  berechnen,  in 
welcher  die  Wasserstandshöhe 
von  //  bis  A  abnimmt,  hat  man  die  obige  Gleichung  für  dt  auf- 
zulösen und  hernach  die  Integration  zwischen  den  Grenzen  H  und 
h  auszuführen.    Man  gelangt  alsdann  zu  den  folgenden  Gleichungen: 


3         F 

22)    dt  =  —~ ^ —  . 


2      .  dz, 


23) 


24) 


2  ■  b  y'2g 


f 


z    *.  dz, 


1 
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Für  Ä  =  0  wird  <  =  » .  Es  würde  also  — ■  wenn  die  Voraussetzungen, 
aus  welchen  die  obigen  Gleichungen  abgeleitet  wurden,  in  aller  Strenge  erfüllt 
wären  —  hieraus  folgen,  dass  der  sinkende  Wasserspiegel  erst  nach  unendlich 
langer  Zeit,  d.  h.  mit  anderen  Worten  niemals,  die  Bodenfläcbe  des  Gefässes 
erreicht. 

§  174. 
Hydraulischer  Druck. 

Bei  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  auf  die 
Berechnung  der  Ausflussgeschwindigkeit  wurde  in  Bezug  auf  die 
in  Fig.  512  und  Fig.  511  dargestellten  Fälle  die  Voraussetzung  ge- 
macht, dass  die  Wassertheilchen,  bevor  dieselben  zum  Ausflüsse 
gehängten,  im  Ruhezustände  sich  befanden.  Für  diesen  Fall  kann 
man  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  indem  man  dieselbe  auf 
die  Bewegung  eines  Wassertheilchens  von  der  Masse  m  anwendet, 
auch  die  folgende  Form  geben: 

1)  2 0=mgJL 

Wenn  statt  dessen  angenommen  wird,  dass  die  Wassertheilchen 
vor  dem  Ausflusse  schon  die  Anfangsgeschwindigkeit  c  besassen, 
so  führt  die  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  zu  der 
Gleichung : 

2)  -g -^=:mgh, 

• 

in  welcher  die  Geschwindigkeit  c  aus  dem  Verhältnisse  der  Quer- 
schnittsflächen der  bewegten  Wassermasse  zu  berechnen  ist.  Da 
annäherungsweise  angenommen  werden  darf,  dass  in  allen  Punkten 
einer  und  derselben  Querschnittsfläche  des  ausfliessenden  Wasser- 
strahles die  Wassertheilchen  mit  derselben  Geschwindigkeit  sich 
bewegen,  und  die  gleiche  Voraussetzung  auch  in  Bezug  auf  die 
Bewegung  des  Wassers  innerhalb  des  Ausflussgefässes  gemacht 
werden  darf,  so  kann  die  Geschwindigkeit  c  berechnet  werden 
aus  der  Gleichung:  ^ 

3)  Fc=//;, 

in  welcher  F  die  rechtwinkelig  zur  Bewegungsrichtung  genommene 
Querschnittsfläche  der  Wassermasse  innerhalb  des  Ausflussgefässes 
bedeutet  (also  in  Fig.  512  die  horizontale  Querschnittsfläche  des 
Gefässes  und  in  Fig.  511  die  verticale  Querschnittsfläche  des 
Rohres  A),    Nach  Substitution  des  hieraus  für  c  zu  entnehmenden 
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Werthes  erhält  man  aus  Gleichung  2)  für  die  Ausflussgeschwindig- 
keit den  folgenden  Ausdruck: 

4)    v  = 


Fig.  520. 


ir       ■    -■ 


^1/ 


^ 


F 

welcher  zeigt,  dass  die  Gültigkeit  der  Gleichung  3)  des  §  171  auf 
solche  Fälle  sich  beschränkt,   in  welchen  die  Fläche  F  im  Ver- 

hältuiss  zu  der  Fläche  /  so  gross  ist,  dass  das  Glied  ^^^2  ^^  Nenner 
vernachlässigt  werden  darf. 

Wenn  man  die  Gleichung  2)  direct  für  v  auflöst,  so  erhält 
man  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  die  Gleichung: 

5)    -=}/^9{^+4^> 

welche  zeigt,  dass  das  Vorhan- 
densein der  Anfangsgeschwindig- 
keit c  denselben   Einfluss    hat, 

wie  wenn  die  Druckhöhe  h  um 

•> 
c* 
die    Geschwindigkeitshöhe    -^ — 

vergrössert  wäre.     Zugleich  er- 
kennt man  aus  Fig.  520,  indem 
.^  man  der  obigen  Gleichung  die 
1^  folgende  Form  giebt: 

dass  die  Diff'erenz  der  hydraulischen  Druckhöhen  gleich  der  Diffe- 
renz der  Geschwindigkeitshöhen  ist. 

Dasselbe  Gesetz  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  die  Quer- 
schnittsfläche und  die  Geschwindigkeit  der  fliessenden  Wassermasse 
stetig  sich  ändern.  Für  den  in  Fig.  521  dargestellten  Fall  ergeben 
sich  aus  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  die  Gleichungen: 


r+ 


1 


F 


r 


c 


6)    A 


7)    H-x=: 


10 


2^        2j/' 


welche  zeigen,  dass  die  hydraulische  Druckhöhe  ihren  kleinsten 
Wcrth  uu  derjenigüu  iStcUe  aiminimt,  an  welcher  die  Geschwiiidig- 
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Fig.  521. 


i 


HtJC 


^ 


i 


keit    ihren    grössten   Werth   erreicht.      Die  pro  Secunde   durch- 
fliessende  Wassermasse  hat  deu  ßauminhalt : 

9)    Fe  =  {fw  =  fv. 

Die  Geschwindigkeiten  ver- 
halten sich  also  umgekehrt 
wie  die  Querschnitte.  Hieraus 
folgt,  dass  die  hydraulische 
Druckhöhe  an  der  engsten 
Stelle  des  Rohres  ihren  klein- 
sten Werth  annimmt.  Aus 
Gleichung  9)  ergeben  sich  für 
die  Geschwindigkeiten  c  und 
tb  die  in  Fig.  521  angegebenen 
W^erthe;  man  kann  daher 
den  Gleichungen  7)  und  8), 
^  „  indem   man   zugleich   abkür- 

zungsweise -^=4  und  4-  =  n  setzt,  auch  die  folgenden  Formen 
geben :  ^ 


10)     H  —  x 


V 


2ff 


(«■^  -  *:'), 


V 


11)  ^/-/'=,,-(l 


A=). 


und  wenn   man   die  erstere  durch  die  letztere  dividirt,   so   erhält 

man  die  Gleichung: 


— »-'■ 


II    X 


■Torar 


Plg.  522.  U  —  x   _n'—k' 

^^^   u-h  ~~r^k' ' 

nach  welcher  man  das  Verhält- 
If-rh  niss  der  Druckhöhen- Differen- 

zen aus  den  gegebenen  Quer- 
schnittsverhältnissen berechnen 
kann.  Zugleich  ergiebt  sich  für 
die  Ausflussgeschwindigkeit  v 
aus  Gleichung  11)  der  Werth: 

]       13)    v=-\/M^^fi. 

1  '^ 

lü^nv  ^  Wenn  der  Querschnitt  der 

^•=A^  fliessenden  Wassermasse  nicht 

allmählich,  sondern  sprungweise  von  cp  bis  /  zunimmt,  und  in  Folge 
dessen    die    Geschwindigkeit    derselben    an    der   Uebergangsstelle 


'f 


/' 
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plötzlich  von  w  bis  v  abnimmt  (Fig.  522),  so  entsteht  durch  den 
St088  des  rascher  fliessenden  Massentheilchens  m  gegen  die  lang- 
samer vorangehende  Wassermasse  ein  Verlust  au  lebendiger  Kraft 
von  der  Grösse*): 

14)    33--=^-^'-^-^^. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  nimmt  also  für  diesen  Fall 
die  folgende  Form  an: 

lo)     -g ^    =  mg  {H'-h) ^-g ,   oder: 

16)     //_A  =  |^(l-Ä:^  +  (n-l)'}. 

Statt  der  Gleichungen  12)  und  13)  erhält  man  hiernach  für  den 
in  Fig.  522  dargestellten  Fall  die  folgenden  Gleichungen: 

,-s     H^x nl--k'_ 


18)  v=.\^_^d^-''} 


+  (n-\y 

Wenn  z.  B.  ä  =  0  und  n  =  2  gesetzt  wird ,  so  ergeben  sich  aus^  den 
obigen  Gleichungen  die  Werthe :  H  —  x^^iH  —  h)  und  i?=t/2^(  |. 

Für   y  =  0  oder   «  =  »    wird    Jf  —  x  =  H  —  h.      Wenn  also    das 

Wasser  durch  ein  Zuflussrohr  von  sehr  kleinem  Querschnitte  in  ein  Gefass 
von  sehr  grossem  Querschnitte  hineinfliesst,  so  wird  die  hydraulische  Druck- 
höhe in  dem  Zuflussrohre  gleich  der  Wasserstandshöhe  in  dem  Gefässe  sein. 
Die  ganze  lebendige  Kraft  des  zufliessenden  Wassers  wird  in  diesem  Falle 
durch  den  Stoss  gegen  die  in  dem  Gefässe  ruhende  Wassermasse  vernichtet. 

§  175. 
Zasammenflass  zweier  Wasserstrahlen.   (Wasserstrahlpnmpe.) 

•  Wenn  die  beiden  aus  den  Gefässen  A  und  B  mit  ungleichen 
Geschwindigkeiten  aüsfliessenden  Wasserstrahlen  innerhalb  des  ge- 
meinschaftlichen Ausflussrohres  C  zu  einem  Wasserstrahle  von  der 
Querschnittsfläche  /  sich  vereinigen,  so  wird  an  der  Stelle  des 
Zusammentreflfens  eine  Ausgleichung  der  Geschwindigkeiten  ein- 
treten, und  zugleich  wird  durch  den  Stoss  der  aus  dem  Gefässe  A 
mit  der  grösseren  Geschwindigkeit  to  dort  ankommenden  Wasser- 
theilchen  gegen  die  in  dem  gemeinschaftlichen  Ausflussrohre  C 

•)  Vergl.  „Technische  Mechanik",  §  13H  und  §  177. 
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mit  der  kleineren  Geschwindigkeit  v  sich  bewegende  Wasscniiasse 
ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  entstehen  (Fig.  523). 

Fig.  523. 
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Die  Querschnittsfläche  des  gemeinschaftlichen  Ausflussrohres 
kann  man  sich  in  die  beiden  Theile  e/  und  (1  —  s)/  zerlegt 
denken,  von  denen  der  erstere  durch  den  vom  Gefässe  A,  und  der 
letztere  durch  den  vom  Gefässe  B  herkommenden  Theil  des  Wasser- 
strahles ausgefüllt  wird.  Die  ganze  während  des  Zeittheilchens 
dt  in  das  Gefäss  D  hineinfliessende  Wassermasse  m  setzt  sich 
demnach  zusammen  aus  dem  Theile  em,  welcher  von  dem  Gefässe 
A  herkommend,  und  dem  Theile  (1  —  e)  »w,  welcher  von  dem  Ge- 
fässe B  herkommend  dorthin  gelangte.  Wenn  also  die  Quer- 
schnittsflächen der  beiden  Gefässe  A  und  B  so  gross  angenommen 
werden,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeiten  vernachlässigt  werden 
dürfen,  so  führt  die  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft 
zu  der  Gleichung: 

1)    _^-.  _0==eTHj(//— A)  +  (l— e)w^(2;  — A) 2~ 

Da  auch  hier  wieder  angenommen  werden  darf,  dass  in  einem 
und  demselben  Wasserstrahle  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt 
wie  die  Querschnitte  sich  verhalten,  so  ergeben  sich  für  die  Ge- 
schwindigkeiten, welche  die  beiden  Wasserstrahlen  vor  ihrer  Ver- 
einigung besassen,  aus  den  in  Fig.  523  angegebenen  Querschnitts- 
flächen die  Werthe: 

2)     fc  =  —  .  i; ,  3)     u  =  y \  v. 


a 
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Hiernach  kann  man  der  Gleichung  1),  indem  man  für   die   Ge- 
schwindigkeit w  den  obigen  Werth  substituirt,   auch  die  folgende 

Form  geben: 

y    _  ^{H-z)-{h-z) 

^     2g- 


l  +  «(f-0 


Wenn  man  nunmehr  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch 
auf  die  Berechnung  der  beiden  Ausflussgeschwindigkeiten  to  und  u 
anwendet,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


')  «—£=(:■)'■  I 


9       \a/     ^9 
'         -1  — e-' 


6)      >'-^=^i^  =  (-^-).{- 


und  gelangt,  indem  man  die  letztere  von  der  ersteren  subtrahirt, 
zu  einer  Gleichung,  welcher  man  die  folgende  Form  geben  kann: 

7)  -;=    "-' 


''  (:-)-(-:') 


Durch  Gleichsetzung  der  beiden  in  Gleichung  4)  und  Gleichung  7) 


v' 


für  die  Grösse  -^  -  gefundenen  Ausdrücke  erhält  man  endlich  eine 

Gleichung,   aus   welcher  für  das  Verhältniss  der  beiden  Grössen 
A  —  z  und  //  —  z  der  folgende  Werth  sich  ergiebt : 

,,  »-.        l'+«(|-0" 


W-f^)' 


Wenn  man  hierin  —  =  -  setzt,  so  wird:  .,         =  —  x  ,     oder: 

e  =  II,  entsprechend  dem  Falle,  in  welchem  die  beiden  ausfliessenden  Wasser- 
strahlen mit  gleich  grossen  Geschwindigkeiten  in  dem  Rohre  C  zusammen- 
treffen und  ohne  einander  gegenseitig  zu  stören  ihre  Bewegung  daselbst  f^e- 
meinschaftlich  fortsetzen. 

Der  Werth  e  =  1  entspricht  dem  Falle,  in  welchem  aus  dem  Gefässc  li 
gar  kein  Wasser  zum  Ausflusse  gelangt.  Nach  Gleichung  S)  wird  für  diesen 
Fall: 

also  wenn  z.  B.  a  -~  ist,  so  wird  h  —  z  ^-  JJ  —  h  oder  £  =  71  —  {H—h\ 
d.  h.  der  Wasserspiegel  des  Gefdsses  B  liegt  um  die  Höhe  H  —  h  tiefer  als 
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der  AYasserspiegel  des  Gefasses  Z>,  und  nach  Gleichung  7)  hat  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit in  diesem  Falle  die  Grösse: 


10) 


•=v^^ 


115 
Wenn  man  e  =  — ,  o  =  -,  u>  =  —  setzt,   so  ergiebt  sich  aus  Glei- 

-ebb 


chimg  8)  der  Werth : 


h  —  e 


11 


also   wenn   h  —  z  =  H"*  ist ,   so   wird 


2f  —  z        72  ' 

i?  —  r  =  52'",36   und    H  —  h  =  44™,36.      Nach  Gleichung  7)   hat   die   Aus- 
flussgeschwindigkeit in   diesem   Falle   die  Grösse:   t7=10'",904,  und   wenn 

f=Q     fii  i8t,  so  fliesst  aus  jedem  der  beiden  Getässe  A  und  B  pro  Se- 
cunde  eine  Wassermenge  ab,  deren  Rauminhalt  0,05452  Kubikmeter  beträgt. 

Fig.  524. 
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Die  hydraulische  Druckhöhe  in  dem  Rohre  E  hat  nach  Gleichung  5)  die 
Grösse :  x  =  H  —  54",545.  Da  von  negativem  hydraulischen  Drucke  selbst- 
verständlich nicht  die  Rede  sein  kann,  so  dürfen  die  obigen  Resultate  nur 
dann  als  gültig  betrachtet  werden,  wenn  zugleich  die  Höhenlage  des  Ausfluss- 
rohres E  so  gewählt  ist,  dass  die  von  dem  höchsten  Punkte  seines  Quer- 
schnittes aus  gemessene  Druckhöhe  H  grösser  ist  als  54*",545  (oder  die  auf 
gleiche  Weise  gemessene  Druckhöhe  z  grösser  als  2"',182). 

Die  WirkuDg  des  atmosphärischen  Druckes  auf  den  Wasser- 
spiegel kann  man  sich  durch  eine  aufgelegte  Wasserschicht  von 
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der  Höhe  h„  =  lO^iSSG  vcranschauliclien.  Die  oben  gefundenen 
Gloichungeii  könnt'n  daher  auch  für  don  in  Fig.  524  diirgesteÜtra 
Fall  als  gültig  betraclitet  werden,  bei  welchem  die  WasRcrspiegel- 
flächen  in  den  Gefassen  A,  D,  F  der  Wirkung  des  atmospbjiriscbcfi 
Druckes  ausgesetzt  sind  und  in  Folge  dessen  ein  jeder  um  ilie 
Höhe  /(„  tiefer  liegt  als  der  Wasserspiegel  in  dem  betrdfeudefl 
luftleeren  Uohrc,  dessen  Wasserstiindshöhe  die  wirkliehe  Dnick- 
liölic  anzeigt.  Durch  den  aus  dem  flefasso  A  mit  grosser  Citi- 
schwindigkeit  ausfliessenden  Wasserstrahl  wird  an  der  AusIIüss- 
mündung  desselben  eine  Erniedrigung  der  lijdraulisehen  Druekliölie 
hervorgebi-nclit  und  dadurch  bewirkt,  dass  das  Wasser  aus  dfi" 
Gefiisse  /■',  getrieben  durcli  den  atmosphSi-ischen  Druck ,  zu  dem 
höher  gelegenen  Wasserbehälter  D  hinaufsteigt.  Da  bei  AblciluDf 
der  ol)igen  Gleichungen  die  I>ruckhühenvcrliiste,  welche  duicli  Xa 
Reibung  des  Wassers  an  den  Itöhienwiliidcii *)  verursacht  mTileü, 
unlterücksichtigt  gehlieben  sind,  ao  wird  die  ju^o  Secnnde  gffiinifirto 
Wassermenge  in  Wirklicbkeit  etwas  kleiner  ausfallen  als  die  (Mp 
Iteohnung  ergab. 

§  176. 
Gleichförmige  Bew^uiig  des  Wa.sser8  in  Knnäleii. 
Die   in   den  vorigen  Paragraphen  mehrrach  aiigcwrndeto  ver- 
einfachende Hypothese,  nach  welcher  die  Wassertlieilvliiin  in  allen 
Punkten  einer  und  derselben  (Juorsclinittstiiiehe   der   aljHiesseuil"' 
Wasserniassc   mit   gleichen  Geschwindigkeiten   sirh  bewegen,  da" 
annäherungsweise  auch  für  den  in  Fig.  525  dargestellten  Fall  al* 
gültig        betrachtet 
Pig-  B25.  werden,  bei  welciiem 

^^^^^H^^^^^^^^^^^^^^^^^^~^^^   nacli  dem  tiefer  ^^' 

Bl=       ~""      die    Itewegung    d*' 

nale  eine  gleichlSrmige  sein  wird,  sobald  die  Querschnittsfläclic  f%^ 
ahflicsscnden  Wassermassß  überall  dieselbe  Grösse  hat.     Bei  eine? 

•)    Vcrgl.  „TccliniBclic  Mechanik",  g  ISO. 
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geradlinigeu  prismatischen  Kanäle  wird  diese  Bedingung  erfüllt 
sein,  wenn  die  Wassertiefe  an  den  beiden  Enden  des  Kanales  die- 
selbe Grösse  hat. 

Diejenige  Grösse,  welche  die  Höhendifferenz  der  beiden  Wasser- 
spiegel haben  muss,  wenn  das  Wasser  mit  der  Geschwindigkeit  c 
abfliessen  soll,  kann  annäherungsweise  berechnet  werden  nach  der 

Erfahrungsformel : 

P     c' 
1)    ^  =  ^'^''F2^^ 

in  welcher  C  einen  Erfahrungscoefficienten,  F  die  Querschnittsfliiche 
der  abÜiessenden  Wassermasse  und  P  den  sogenannten  Wasser- 
perimeter  LMNR  bedeutet  oder  denjenigen  Theil  des  Querschnitts- 
umfanges,  in  welchem  die  Querschnittsfläche  durch  den  Boden  und 

die    Seitenwände    des 
^  ^^*     ®'  ^       Kanales  begrenzt  wird 

f  "%,  ^y-''    (Fig.  526).      Der   Ei- 

^j^J^"-^.';r'; v^     "^/Ij  fahrungscoefficient      C 

^^mMj^^  °S-^^:^f;';:'''i^  hat     im     Mittel     die 

^mmr^'f-^'-  ~; -1--  ~^^M , ,ii'''      ;  h rosse : 


ö:ii';ii;iLii:ix:i 


. ,.  ;.:t..;  ui..i.«.Ai#  2)      C  =  0,()08. 

Bei  grosser  Stromgeschwindigkeit  hat  derselbe  einen  etwas  kleineren 
Werth,  bei  kleiner  Stromgeschwindigkeit  einen  etwas  grösseren 
Werth.  Den  genaueren  Werth  dieses  Coefficienten  kann  man  be- 
rechnen aus  der  Erfahrungsformel: 

3)  c==  0,00741(1  +  ^^), 

welche  zeigt,  dass  der  obige  Mittelwerth  einer  Stromgeschwindig- 
keit von  0,734  Metern  pro  Secunde  entspricht 

Nach  Fig.  525  kann  -,  =  sin  a  gesetzt  werden ;   man  kann 

daher  der  Gleichung  1),  indem  man  dieselbe  für  c  auflöst,  auch 
die  folgende  Form  geben: 

4)  c=  l/^^.?  ^-  ^*5JL , 

und  dieselbe  in  dieser  letzteren  Form  zur  Berechnung  der  Strom- 
geschwindigkeit benutzen,  indem  man  aus  derselben  mit  Benutzung 
des  in  Gleichung  2)  für  C  angegebenen  Mittelwerthes  zunächst  einen 
Annäherungsw(u-th  von  c  berechnet  und  hernach  mit  dem  aus 
Gleichung  3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthe  von  C  die  Rech- 
nung wiederholt. 

Ritt  er,  InKenieiir-McchHiiik.  31 
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§  177. 

Yortheilhaftestes  Kanalprofll. 

Für  (l(;n  Wasscrquerfichnitt   F  und  den   Wasserperimeter    P 
crhiilt  man  nach  Fig.  526  die  Gleichungen: 


1)   ^=«(^+Jo) 


tg 

''  ^  sin  0 

AuR  <lor  crstcron  (ilcichung  crRiol)t  sich  für  die  Breite  dos   Ka- 
naloH  am  Hoden  der  Ausdruck: 

3)  i  =  /--  /-, 
^  a         tg  0 

und  nach  Suhstitution  dieses  Werthes  nimmt  die  zweite  Gleichung 
die  folgende  Form  «an: 

4)  P^-^'.-,",   +   2«. 

^  a         tg  0    '    sin  0 

Die  Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen  zeigt,  dass  zum 
Hervorbringen  einer  vorgeschriebenen  Stromgeschwindigkeit  c  unter 
sonst  gleichen  Umständen  ein  um  so  kleineres  Gefalle  ausreicht, 
je  kleiner  der  Wasseiperimeter  P  ist.  Da  der  Wasserquerschnitt  F 
und  der  Neigungswinkel  0,  welchen  die  Seitenwände  mit  der  Hori- 
zontalen einschliessen  sollen,  als  gegebene  Grössen  zu  betrachten 
sind,  so  hnt  man  in  Gleichung  4)  die  Grösse  P  als  eine  Function 
der  AVassertiefe  a  zu  behandeln,  und  erhält,  indem  man  den  Diflfe- 
renziahiuotienten  derselben  (nach  a  genommen)  gleich  Null  setzt, 

die  Gleichung: 

i''  1  2 

ö)    0  = ,-  —  ^    ,   -4-   .   -  • 

^  a'         tg  0    '    sin  0 

Für  die  vortheilhafteste  Wassertiefe  ergiebt  sich  aus  dieser  Gl<'i- 
chung  der  Werth: 


.,.  1/ '  F sin  0" 

^2  —  cos  ö 


Die  zugehörigen  Werthe  Cur  Grössen  6  und  P  kann  man  nunmehr 
aus  den  (ileichungen  3)  und  4)  berechnen,  indem  man  darin  für  a 
diesen  Werth  substituirt. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergeben  sich  die  in  der  folgen- 
den Tabelle  zusammengestellten  Zahlen  werthe: 


linglnirbfürmigc  nrwo(;iiiic  dos  Wassprs  in  Kanfilcn. 


Vi'- 


0,707      0.7G0      0.740      0,697      0,604 


.  =      1,414      0,877      0,613     0,439      0,3M 


2,828       2,C32      2,704      2,870      3,012. 


35°  (Tpgcbpn  sind,  so  erbfilt 
14  lind  b  =  C",»?«,  welchen 


VF 

P 

VT 

Wenn  z.B.  die  Werthe:  F  =  iP'°  und 
man  aus  der  obigen  Tabelle  die  Werthe:  a  ^ 
der  'WaBserperinicter;  P  =  5",74  enttpricht 

Um  für  das  auf  solche  Weise  bestimmte  Kantüprofil  diejeiÜKe  Stroni- 
Kcschwiedigkeit  zu  bcreclmcn.  welche  dem  Werthe:  sin  i  ^  0,00t  entspricht, 
hat  mao  in  der  Gleichung  4)  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  C  =  0,0OR  r.a 
aeizcn,  und  erhält  daraus  7.un:ichst  den  Annilherungswcrth:  c  =  l^.St.  Dieser 
Rtrom^cesch windigkeit  entspriirlit  nach  der  Gleiclinng  3)  des  vorigen  Paragraphen 
der  Werth:  C  =  0,00774,  und  mit  Benutzung  desselben  findet  man  durch 
Wiederholnng  der  Rechnung  fOr  die  Stromgeschwindigkeit  den  genaueren 
Wcrth:  c  =  l^.Sit.  Für  den  Rauminhalt  der  pro  Secunde  abfliessenden 
Wassermenge  ergiebt  sich  hiernach  der  Werth:  y  =  4. 1^33  =  5^2  Cubikmeter. 


§  178. 
UngleichfSrmige  Bew^nng  des  Wassers  in  Kanülen. 

Wenn  die  Wassertiefe  („  am  oberen  Ende  des  Kannles  grOsser 
ist  als  die  Wassertiefe  t,   am   unteren   Endo  (Fig.  527),  so  wird 
die  Geschwindigkeit 
^8-  537.  „^  am  oberen  Ende 

kleiner  sein  als  die 
Geschwindigkeit  v, 
am  unteren  Ende; 
die  Rewegung  des 
.ibfliessendon  Was- 
sers ist  ftlso  in  die- 
sem Falle  eine  be- 
schleunigte. 
;  —  "'  Während  bei  der 
gleichförmigen  Bewe- 
gung des  Wassers  (las  ganze  Gefälle  auf  Ueborwiudui^  des  Wider- 
standes der  Ueibung  des  Wassers  an  den  Kanalwänden  verwendet 
wird,  kann  man  sich  hei  dem  Falle  der  beschleunigten  Bewegung 
das  Gei^Alle  in   zwei  Theilo  zerlegt  denken,  von   denen  der  eine 


«Sr- 
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auf  Ueherwiiidung  der  Iinibuiigawideretände,  und  der  andere  auf 
Vergrüsserung  der  lebendigen  Kraft  der  abfliesscndcn  Wassermasso 
verwendet  wird.  Die  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft  auf  die  Bewegung  des  Wassers  längs  des  in  Kig.  528  dar- 
gestellten unendlich  kleinen  Tiit 
nach  zu  der  Gleichung: 

1)    dz^üdx-^ 


F  2, 


der  Knnalstrccke   führt  hier- 

iv±dvy  _  „> 

Flg.  B28.  '"  welcher  F  und  P  resp.  den 

Wasserqueisehnitt  und  den  Wüs- 
aerperimeter  im  Abstände  a;  von 
'^  dem  oberen  Rndc  des  Kanal<'s 
bedeuten.  Da  die  Differenz  der 
letzteren  beiden  <}lieder  dieser 
(jleichung    hIs    Differenzial   der 

',i*dt   (irösso  Vi  -  '^^  betrachten  ist.  so 

kiinnmanstattdessenauchsetzen: 


2)   dz  =  ',<ix 


,+ 


Die  pro  Secunde  abfliessende 
Wassermasse  hat  den  Raum- 
inhalt: Q  =  i''w;  folglich  ist: 

Wenn  der  Kanal  ein  rechteckiges  Profil  von  der  Breite  b  bat,  so 
ist:  F=bt  und  dF^bdl  zu  setzen,  hiernach  wird: 

4)     ^„•^-^-'■^ 

und   die   Gleichung   2)   i 
die  folgende  Form  an: 


immt   nach   Substitution   dieses  Werthcs 


5)     dz  =  l-k-^ 


2dt\ 


Nach    der  in  Fig.  528   angegebenen   Bezei<;hnungsweise    hat    ilus 
GeHtllc  des  Wasserspiegels  die  Giiisse; 

6)     dz  ^  dx .  sin  a  —  dt. 
Indem  man  die  obigen  beiden  Wertho  von  dz  einander  gleich  setzt, 
erhält  man  eine  Gleichung,  aus  welcher  für  de«  Differenzinhpio- 
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«tiä 


tieuten  vod   t   (nach 
crgiebt : 


Flächeninba 

1'  ^=  li  -\-2t  =  Vi".  Wenn  ferner:  ain  n  —  -^L,-  ist,  so  ergiebt  sich  für  die 
Geschwindigkeit  der  glelchWrinlgwi  Bewegung,  wulche  bei  fiberall  gleich  grosser 
WasäCrtiofe  von  l"  staltfinden  würde,  (nach  §  176,  Gleichung  4)  der  Weith: 
(,-  =  l",OI5,  uud  für  die  pro  Secunde  abfliessende  Wassermenge  der  Werth; 
I-'  ,  c  =  10,15  Cubikmeter.  Bei  dieser  gleichfürmigeu  Bewegung  würde  das 
Lüuigeuprofil  des  Wasserspiegels  eine  dem  Kanalboden  parallele  gerade  Linie 
bilden, 

Indeni  man  dem  Wasserapiegel  ein  grttsseres  Gefälle  giebt,  knnn  man 
bewirken,  dass  die  Uescbwiniltgkeit  den  grüsseren  Werth:  t>  =  l^A,  nnd  ilje 
abfliessende  Wassermenjte  den  grösseren  Werlh:  (^=10.1,4  =  14  Cubik- 
r  pro  Secunde  erreicht.     Der 


X  genommen)   der   folgende   Ausdruck   sich 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  bei  gegebener  Wasser- 
tiei'*!  (  diejenige  Grosse  dt  berechnen,  um  welche  Iü,ugs  der  unend- 
lich kleinen  Strecke  dji  die  Wassertiefe  sich  ändern  muss,  wenn 
das  Wasser  mit  der  gegebenen  fiescliwindigkeit  >i  durch  den 
betreffenden  Querschnitt  hindurchfliessen  soll. 

,  ]"'  und  6  ~  10"  ist,   ao  hat  der  Wasaerquerechiiitt  deu 
:  6i  =  10°",    und   der  Wasserperimeter    die    Länge: 


Flg.  sag. 


Geschwindigkeit 

spricht  (nach  g  176,  Gleichung  ü) 
der  Coefficient:  C  =  0.007  72,  und 
nach    Gleichung  7)    der    Werth: 

'—  =  ~  0,000533.    Die  Wasser- 

tiefe   muss   also  in  der  Richtung 

stromabwärts  um  0°,000  533    pro 
Meter  der  Kanalstrecke  abnehmen. 
Da  für  eine  verhält DissmüBsig  kurze 
Strecke  das  Längeoprofil  des  Was- 
serspiegels bei   dem  hier  voraus- 
gesetzten gerin geu  Gefälle  annähe- 
rungsweise als  geradlinig  angesehen 
werden  darf,   so  erhält  mau  nun- 
mehr  nach  Fig.  B27,   indem  man 
darin:    x  =  lOO""  ==  I  —  j:    und 
(  =  1'"  setzt,  für  die  Waasertiefen  an  den  beiden  Enden  des  Kauales  die 
Werilie;    („  =  r',0-j:i3  und   (,  =  (r,0i(i7.    D.is  ganze  Gefälle  des  Wasser- 
spiegels hat  hiernach  die  Grüsse;  I  sin  i  +  t„  -  (,  =  0,1 -h  0,10(i(i  =  0",Si066. 
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Der  Wassertiefe    f„  =:  1^,0533  entspricht  die  Geschwindigkeit:   Vq  = 

-  ^;^    -  =  1"'^29,  und  die  Geschwiudigkeitshöhe :  ^/-  =  O^/JÖ.    Wenn  also 

der  Querschnitt  des  Wasserbehälters  A  so  gross  ist,  dass  die  Wassermasse 
in  demselben  als  ruhend  betrachtet  werden  darf,  so  wird  die  Oberfläche  der- 
selben um  0,09  Meter  höher  liegen,  als  der  Wasserspiegel  am  oberen  Ende 
des  Kanales  (Fig.  529).  Die  ganze  Ilöhendifferenz  der  beiden  Wasserspiegel 
A  und  B  in  Fig.  527  muss  demnach:  0,2906  Meter  betragen,  wenn  eine 
Wassermenge  von  14  Cubikmetern  pro  Sccunde  durch  den  Kanal  von  A  nach 
B  abfliessen  soll. 

Wenn  man  ein  anderes  Mal  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  den  kleine- 
ren Werth :  v  =  0",7  annimmt  (welchem  der  Coefficient  ^  =  (),(X)8  03  entspricht), 

so  erhält  man  auf  gleiche  Weise  den  Werth:  --  =  -f  0,000272  7.  Die  Be- 
wegung  des  Wassers  ist  in  diesem   Falle    eine   verzdgerte,    und    es    wird: 

<„  =  (r,972  73,  ti  =  1",027  27,  o„  =  0"\7196,  ^;    =  0",02G4.      Das   Gefalle 

des  Wasserspiegels  hat  die  Grösse:  <,  —  i„  =0'",054  54;  die  ganze  Höhen- 
differenz der  beiden  Wasserspiegel  beträgt  in  diesem  Falle:  0,181  Meter,  und 
bei  dieser  HöhcudifTcrenz  werden  nur  7  Cubikmeter  pro  Secunde  abfliessen. 

§  179. 

Grenzbedingungen  der  beschleunigten  Bewegung. 

Die  Bewegung  des  Wassers  in  dem  Kanäle  ist  eine  beschleu- 

Ja 

nlgte,  wenn  der  Differenzialciuotient  ,  -  negativ  ist.  Nach  der  im 
vorigen  Paragraphen  gefundenen  allgemeinen  DifFerenzialgleichung: 


,  p    «' 

1) 

dt       '•"''       '^F'29 
dx                .        w' 

~  gl 

wird  diese  Bedingung  erfüllt  sein,  sobald  von  den  beiden  im 
Zähler  und  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  stehen- 
den ürössen  die  eine  positiv,  die  andere  negativ  ist. 

Wenn   mit   c  derjenige   Werth  von  v   bezeichnet  wird,    für 
welchen  der  Zähler  gleich  Null  wird,  so  ist: 

2)  c^y^^^^^, 

also  (nach  §  176,  Gleichung  4)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Werthen  t]  P  und  sin  a  für  den  Fall  der  glelchfürml- 
gen  Bewegung  entsprechen  würde. 
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Wenn  mit   C  derjenige  Werth   von   v  bezeichnet  wird,   für 
welchen  der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  ist: 


3)    (7  =  l/2ff(|), 


also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welcher  die  halbe  Wasser- 
tiefe als  Geschwindigkeitshöhe  entsprechen  würde. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  525  das  Wasser  anfangs  in  gleich- 
fttrmiger  Bewegung  von^  A  nach  B  abfliessend  und  nachher  in 
Folge  einer  Senkung  des  Wasserspiegels  B  in  eine  beschleunigte 
Bewegung  übergehend,  so  erkennt  man  sogleich,  dass  bei  diesem 
neuen  Bewegungszustande  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  an 
jeder  Stelle  des  Kanales  grösser  sein  wird  als  diejenige  Geschwin- 
digkeit, mit  welcher  das  Wasser  im  Falle  der  gleichförmigen  Be- 
wegung bei  gleich  grosser  Wassertiefe  an  dieser  Stelle  vorbeifliessen 
würde.  Wenn  also  eine  beschleunigte  Bewegung  wirklich  statt- 
findet, so  wird  V  jedenfalls  grösser  sein  als  c;  folglich  wird  der 
Zähler   des   obigen  Ausdruckes   in   diesem  Falle   einen   negativen 

Werth  annehmen,   und  der  Nenner  muss  positiv  sein,   wenn  -y— 

negativ  werden  soll.  Der  Nenner  würde  aber  negativ  werden, 
wenn  v  grösser  als  C  wäre.  Hieraus  folgt,  dass  eine  Beschleuni- 
gung überhaupt  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  v  zugleich  grösser 
als  c  und  kleiner  als  C  ist.  Diese  Bedingung  hört  auf  erfüllbar 
zu  sein,  wenn  c  =  C  ist.  Durch  Gleichsetzung  der  oben  für  diese 
beiden  Grössen  gefundenen  Ausdrücke  erhält  man  für  diesen  Grenz- 
fall die  Bedingungsgleichung: 


4)  y^f^=y2,(-;), 

welcher  man  nach  Substitution  der  Werthe  F=bt  und  P=6-f-2< 
auch  die  folgende  Form  geben  kann: 


5)     sina  =  -2-(l-f-^) 


Eine  beschleunigte  Bewegung  wird  also  nur  dann  möglich  sein, 

wenn  sin  a  kleiner  ist  als  -.-  (l  +  -j-y 

Dass  eine  fernere  Geschwindigkeitsveränderung  nicht  mehr 
eintreten  kann,  sobald  die  Geschwindigkeitshöhe  gleich  der  halben 
Wassertiefe  geworden  ist,  lässt  sich  auch  direct  mittelst  der  beiden 
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Gleichungen    2)    und    4)    des    vorigen    Paragraphen    nachweisen. 

Wenn  man    die   Geschwindigkeitshöhe   -^~   mit  H  bezeichnet,  so 

kann  man  jenen  beiden  Gleichungen  auch  die  folgenden  Formen 
geben : 

P    v^ 

6)  dz  =  !^  (Ix  ^,  "2  ~  "^  ^^' 

7)  äll=--'''/'. 

Nach  Fig.  528  besteht  das  ganze  Gefälle  dz  aus  zwei  Theilen, 
von  denen  der  eine  gleich  dem  Gefälle  des  Kanalbodens  und  der 
andere  gleich  der  Wassertiefenänderung  ist.  Der  erstere  Theil 
des  Gefälles  würde  bei  der  kleiuerrn  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung  zur  l'eberwinduug  der  Reibungswiderstüude 
gerade  ausreichen.  Bei  der  wirklich  vorhandenen  grösseren  Ge- 
schwindigkeit V  wird  derselbe  nicht  mehr  dazu  ausreichen;  es  wird 
vielmehr  zur  Ueberwindung  der  Reibungswideretände  auch  noch 
ein  Theil  der  Wassertiefenänderung  in  Anspruch  genommen  werden. 

Die  Gleichung  7)  zeigt  aber,  dass  dH=  —  dt  wird,  sobald  //^^ 

ist,  dass  also  für  diesen  Fall  zum  Hervorbringen  einer  beliebigen  Ge- 
schwindigkeitsvergrösserung  de  ein  Gefälle  erforderlich  sein  würde, 
welches  gleich  der  ganzen  zugehörigen  Wasseiiiefenänderung  ist. 

Es  kann  daher  eine 
Geschwindigkeits- 
-'  r  ^>  vergrösserung  über- 

haupt nicht  stattfiu- 

,    den,  wenn  H  ^^  ^^ 

h    ist,  und  noch  weni- 

.       ger,  wenn  //  ^    ^- 

"t  ist.  Die  Bewegung 
de?i  Wassers  von  A 
nach  B  wiixl  daher  eine  gleichflinnige  bleiben,  wie  tief  auch  immer 
der  rnterwasseiNpio^el  B  sinken  mö^o.  sobald  der  Neigungswinkel  a 
df'U  aus  der  lUnliniZunirsi^leichunü:  ö^  zu  bereclmenden  Werth 
erriMoht  oder  übortrilVt  iFii;.  530.  Die  Bewegung  längs  der  gan- 
.•ou  Kanal^liwko  wird  auch  dann  noch  eine  gleichtormige  bleiben. 


^^^ 


Beschleuuigte  Bewegung  in  bergau  steigeudem  Kauale.  489 

• 

wenn  der  Unterwasserspiegel  B  bis  unter  den  Kanalboden  herab- 
sinkt und  demgemäss  die  Wasserbewegung  am  unteren  Ende  des 

Kanales  in  einem 
^^'  ^^^'  Wasserfalle      ihren 

Abschluss        findet 

(Fig.  531). 

Wenn  z.  B»   wieder 

-T    <  =  1"    und   6  =  10"" 

gesetzt  wird,  so  ergiebt 

•^    sich   aus   Gleichung  3) 

:     derWerth:C=3"a32. 

~lj   Dieser  Geschwindigkeit 

^   "   entspricht  (nach  §  17B, 

i.<~/,      -^    Gleichung  3)  der  Co effi- 

cient;  C  =  0,00755. 
Hiernach  erhält  man  aus  der  für  den  Grenzwinkel  a  gefundenen  Gleichung  5) 
den  Werth: 


^^^il^ 


^'A 


V 


^^ 


0,007  55 


sm  a  =  --,,-- 


(l  +  -|j-)  =  0,004  53. 


Wenn  also  der  Kanalboden  bei  einer  Lauge  von  1000  Metern  ein  Gefalle  von 
-1,.03  Metern  hat,  so  wird  das  Wasser  gleichförmig  mit  einer  Geschwindigkeit 
von  3,132  Metern  pro  Secunde  von  A  nach  B  auch  dann  noch  abfliessen, 
wenn  der  Unterwasserspiegel  B  um  eine  beliebige  Grösse  s  sich  senkt  (Fig.  531). 
Der  obere  Wasserspiegel  A  wird  in  diesem  Falle  um  die  Geschwindigkeitshöhe 

"-  =  0,5  Meter  höher  liegen  als   der  Wasserspiegel  am  oberen  Ende  des 

Kanales. 

§  180. 

Beschleunigte  Bewegung  in  bergan  steigendem  Kanäle. 

Da  die  Geschwiudigkeitshöhe  niemals  über  die  halbe  Wasser- 
tiefe hinaus  wachsen  kann  —  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  von 
vornherein  einen  kleineren  Werth  hatte  —  so  wird  iii  der  all- 
gemeinen Differenzialgleichung: 

P       v^ 
,         sin  a  —  C  -ET-  •   cT- 

1)     A  == _^._.  _2?. 

^      dx  1        ^^ 


der  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  immer  positiv 
sein,  wenn  der  Neigungswinkel  a  kleiner  ist  als  der  aus  Glei- 
chung 5)  des  vorigen  l^aragraphen  zu  berechnende  ürenzwerth. 

Der  Diflferenzialquotient  -.  -  wird  daher  immer  negativ  sein,  wenn 

sin  a  negativ  ist.     Hieraus  folgt,  dass  die  Bewegung   unter  allen 
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Umständen  eine  beschleunigte  sein  wird,  wenn  das  Wasser  in 
l^ezug  auf  den  ansteigenden  Kanalboden  bergan  fliesst  statt  bergab. 
Indem  man  „ —  sin  a"  statt  ^+  ^^^  ^"  setzt,  erhält  man  für  diesen 
Fall  die  Gleichung: 

sm  a  -{-  C  ^- 


2)      *=-i 

^^      dx  ' 


'  2<7 


1  — 


9^ 


Mit  Doibclialtung  der  am  Schlüsse  des  §  178  angenommenen  Zaiilenwerthe : 

<  =r  1"",    6  =  10"*,    P  =  12*",    F  =  10°'",    sin  a  =  0,(M)05,    v  =  0",7  und 

C  =  0,00803  erhält  man 
aus    obiger    Gleichung 

den    Werth:     -,  -     = 
-  y         -=■-  /£  dx 

"-'  ''^-    '*-.^    —  0,000  78,  und  wenn 


Fig.  532. 


J 


i-.^ 


'^A 


// 

/ 
V  . 


'(ffi///^..,  >^ 


_—    man   wie   dort:    x    = 
^:^~^    lOO"  =  /  —  a:  setzt,  so 
wird:  ^)=l",078  und 
t,  =  0"*,922.    Hiernach 
hat  das  Gefälle  des  Was- 
serspiegels die  Grösse : 
«0  —  «I  —  i  sin  a  =  0,156  —  0,1  =  ^S^fUS.     Die  Geschwindigkeit  hat  am 
oberen  Endo  des  Kanales  die  Grösse:  v^  =  0"',65,  und  am  unteren  Ende  die 
Grösse:  t?,  =^  O'^JQ,    Der  Wasserspiegel  A  liegt  um  die  Geschwindigkeits- 


höhe: 


V 


^"    =  o'",02ir)  höher  als  der  Wasserspiegel   am  oberen  Ende  des 

Kanales.  Die  ganze  Höhendifferenz  der  beiden  Wasserspiegel  A  und  B  muss 
also:  0,0775  Meter  betragen,  wenn  die  der  angenommenen  mittleren  Geschwin- 
digkeit: V  =  0'",7  entsprechende  Wassermeuge  von  7  Cubikmetem  pro  Socundc 
abfliesseu  soll. 

Die  obige  Gleichung  bleibt  auch  dann  noch  gültig,  wenn  der 
Neigungswinkel  des  Kanalbodens  die  Grösse  Null  hat.  Hiernach 
erhält  man  für  die  Bewegung  des  Wassers  in  einem  horizontalen 
Kanäle  die  Gleichung: 


»)  t= 


c 


V 


F    2g 


1  — 


7^ 


dt 


Bei    den   oben    angenommenen  Zahlenwerthen   wird    für   diesen  Fall: 


".  =0,0002536,  also  ««=  1",02536  und  ^,  =  0",97464,  folglich  Uo  =  0  ,6827, 

v^  =  0"',7182  und    ."    =  0™,()237.    Kür  das  Gefälle  des  Wasserspiegels  er- 

giebt  sich  hiernach  der  Werth:  i„  —  ij  =  0",05072,  und  für  die  ganze  Höhen- 
differenz der  beiden  Wasserspiegel  Ä  und  B  der  Werth:  0",0735. 
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§  181. 
Läbgenprofll  des  Wasserspiegels. 

Nur  bei  geringem  Gefälle  des  Wasserspiegels  darf  das  Längeu- 
profil  desselben  für  eine  kurze  Strecke  aunäberungsweise  als  gerad- 
lini|;  betrachtet  werden.  Um  die  genauere  Korm  dieses  Laugen- 
profiles  zu  bestimmen,  hat  man  sich  die  ganze  Länge  l  in  mehrere 
Tbeile:  l^,  l^  ...  Z„  zerlegt  zu  denken  und  die  allgemeine  DilTe- 
renzialgleiehung  7)  des  §  178,  welcher  man  nach  Substitution  der 
Werthe:  F=bt  und  P=6-|-2(  auch  die  folgende  Form  geben 
kann: 


^)     1^= j_„ 

ff' 
alsdann   der  Reihe  nach   auf  jede  einzelne   dieser  Strecken  anzu- 
wenden,  indem   man   für  die   Grossen  v  und  (   ihre  jedesmaligen 
Mittelwerthe  einsetzt  {Fig.  533). 


Flg.  533. 


Wen»  die  von  dem 
Kanäle   pro  Secunde 
^■i^lfc,^^,^^  "^  fortzuführende    Was- 

■^  =-  '         ,.  sermenge    Q    vorge- 

'  "         ,■  schrieben,     und     die 

—  ■  -  "  .  Wassertiefe     t^     am 

^^^        r     '  ',  s.  oberen  Ende  gegeben 

■7  '■  '.  ist,  80  kann  man  zu- 

— —     I  j'.."  "   :  -  :  nächst  aus  der  Glei- 

'  ■'  "~  hl. 
die  Geschwindigkeit  am  oberen  Ende  des  Kanales  berechnen.  In- 
dem man  alsdanti  für  die  Waasertiefe  (,  (am  unteren  Ende  der 
ersten  Strecke  l^)  einen  beliebigen  Werth  willkürlich  annimmt, 
findet  man  auf  gleiche  Weise  die  Geschwindigkeit  am  unteren  Ende 
der  ersten  Strecke  aus  der  Gleichung: 


3}     0,  ^ 


Hiernach  kann  man  ans  der  Gleichung  1),  indem  man  darin: 
:-"^--  nnd  (=  _üJXL_l_  setzt,   den   Mittelwertli  des  Diffe- 
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renzialquotienten  -,      für  die  erste  Strecke,   und  mit   Benutzung 

dieses  Werthes  zugleich  die  Streckenlänge  Z,  berechnen,  welche 
der  willkürlich  angenommenen  Wasseiliefen -Abnahme  /„  —  t^  ent- 
spricht. Durch  Wiederholung  dieser  Berechnung  in  Bezug  auf 
die  zweite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  kann  man  nachher 
auf  gleiche  Weise  die  übrigen  Theile  des  Längeuprofiles  bestimmen. 


In  dem  ersten  Zahlenbeispiele  des  §  17S  warde :  Q  =  \4^  ^  6  =  10". 
sin  a  =  0,0005  angenommen,  woraus  die  Werthe:  ^,  =  1*0533,  v^  =  l",329"2 
und  eine  Wassertiefen- Abnahme  von  0,106B  Metern  für  die  ganze  Länge  des 
Kauales  berechnet  wurden.  Indem  man  sich  diese  ganze  Wassertiefen -Ab- 
nahme in  vier  gleiche  TheUe  zerlegt  denkt,  findet  mau  für  die  Wassertiefen 
an  den  unteren  Endpunkten  der  vier  zugehörigen  Strecken  die  Wertlie: 
^  =  r,02665,  *,  =  1",  t^  =  0",97335,  ^  =0",9467,  und  für  die  Geschwin- 
digkeiten  an  diesen  vier  Stellen  die  Werthe:  v,  =  1*",3646,  Oj  =  l",4, 
ijj  =l"*,4:i77,  P4  =  l",4788.    Hiernach  hat  man  bei  der  Berechnung  der  ersten 

Strecke:   v  -=  -*'«-±J^  =  i-,347,   t  =  -''  ^'^-  =  r,04  und  C  =  0,00773 
zu  setzen;  man  erhält  dann  aus  Gleichung  1)  den  Werth: 

,,««.- o^n{x+  ■'  •,;;'^J£Kw  _  .,„„„,3 

4}      ^   -  j  .^^^,  -       U,U)()401J. 

9,81.1,01' 
als  Wassertiefen -Zunahme  pro   Längeneinheit   der  üi*sten  Strecke.     Da  die 
ganze  Wassertiefen -Abnahme  für  diese  Strecke  gleich  —'       -  =  0",O2*)(>5 
ist,  so  ergiebt  sich  für  die  Länge  der  ersten  Strecke  der  Werth: 

..     ,  (),02(J65     _  _m,, 

•'^    ^»~  0,000  4013  ~  ^  '^^• 

Bei  der  Berechnung  der  zweiten  Strecke  hat  man:  v  =  '  ,^ — - 
=  l",3823,   t  =    ^»- ti2_  ^  i»\oi33  und  C  =  0,(X)7  72  zu  setzen;  man  erhält 

dann  lüe  Werthe:   ^-  =  —  0,(KX)4«6  und  I2  =  54°,H4.    Auf  gleiche  Weise 

findet  man  für  die  dritte  und  vierte  Strecke  die  Werthe:  ^3  ~  45",82  und 
U  ==  38"  ,40. 

Die  genauere  Berechnung  des  in  §  178  annäherungsweise  als  geradlinig 
betrachteten  Längenprofiles  fühlt  also  zu  dem  Resultate,  dass  die  ganze  Lange 
des  Kanales  nicht  200  Meter  —  wie  in  §  178  angenommen  wurde  —  sondern 
205,47  Meter  betragen  müsste,  wenn  bei  der  vorausgesetzten  Wassertiefen- 
Abnahme  von  0,1066  Metern  eine  Wassermenge  von  14  Cubikmetcrn  pro 
Secunde  abfiiessen  soll. 


Man  erkennt  an  dem  oben  berechneten  Zahlenbeispiele,  dass 
nach  dem  unteren  Ende  des  Kanales  hin  die  Wassertiefe  immer 
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rascbcr  abnimmt,  und  die  Gesell  windigkeit  immer  rascher  zunimmt. 
Da  nach  §  179  die  fieadiwindigkeitsliöhe  niemals  über  die  halbe 
Wassertiefe  hinaus  wachsen  kann,  so  muss  es  für  die  Wassertiefe 
selbst  einen  unteren  Grenzwerth  geben,  unter  welchen  hinab  die- 
selbe niemals  abnehmen  kann,  wie  tief  auch  immer  der  Wasser- 
spiegel B  sinken  möge.  Diesen  Grenzwerth  t  findet  man  aus  den 
gegebenen  Grössen  »!„  und  f„,  indem  man  die  der  Gcscliwiudig- 
keitahöhe  -^  entsprechemje  Geschwindigkeit  gleich  derjenigen  Ge- 
scbwindigkeit  setzt,  welche  dem  umgekehrten  Qucrschnittsverhält- 
nisse  entspricht,  aus  der  Gleichung: 


6) 


t.. 


.|/2j.^,„dor:    ,  =  }'"•.• 


So  z.  B.  würde  man  bei  deu  oben  aDgeiinminGiieii  Wertlien :  v„  ^=  l",329a 
und   („  ^  l^.OTjSi!  fQr    diese  untere  Grenze  der  Wassertiefe  den  folKPinli'n 


7)    f. 


"  y     9>i 


:  o"',f.8r>. 


Flg,  534. 


Denkt  man  sieh  den  oben  als  Beispiel  gewählten  Kanal  strom- 
abwärts noch  weiter  sich   fortsetzend  und  den   unteren  Endpunkt 
gerade  bis  zu  derjenigen  Stelle   hinausgerückt,   für  welche  nach 
der    oben    angewendeten    IJerechnnngamethode    die    Wassertiefe: 
(^(r,y85  sich  er- 
geben würde,  so  er- 
kennt man,  dass  in 
diesem  Falle  die  an- 
genommene Grösse: 
Q  =  H'-  zugleich 
den  oberen  Grenz- 
werth bilden  würde 
für  die  Waseermen- 
ge ,     welche     unter 
•  solchen  Umständen 

überhaupt  von  dem 
Kanäle  fortgeführt  werden  kann,  und  die  Grösse:  r„  =  l'°,3292 
den  oberen  Grenzwerth  für  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  l»ei 
der  angenommenen  Wassertiefe:  („  =  l^.ÜöSS  am  oberen  Ende 
das  Wasser  von  A  abfliesson  kann.  Diese  Geschwindigkeit  wird 
selbst  dann  nicht  ferner  wachsen  können,  wenn  der  Wasser- 
spiegel B  bis  unter  den  Kanalboden  hinab  sinkt  (Fig.  534).     Zu- 
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gleich    ergictt    sich    aus    Gleichung   1):    dass    an    dieser    Stelle: 

Ja 

,-  =  —  oowird,  dass  also  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels 

an  dieser  Stelle  eine  verticale  Tangentenrichtung  annimmt. 

Läge  das  untere  Ende  noch  weiter  entfernt,  so  würde  das 
Wasser  überhaupt  nicht  mehr  mit  der  Geschwindigkeit:  c„  =  1",3292 
in  den  Kanal  eintreten  können.  Es  würde  in  diesem  Falle  vielmehr 
ein  neuer  —  und  zwar  kleinerer  —  Grenz werth  r,'^  für  die  Kin- 
ti'ittsgeschwindigkeit  v^  sich  bilden,  und  wiederum  würde  an 
dem  unteren  Ende  —  falls  der  Ausfluss  (wie  in  Fig.  534)  in  den 
leeren  Raum  stattfindet  —  diejenige  Wassertiefe  t'  sich  herst<;llon, 
w^elche  nach  Gleichung  (>)  dem  neuen  Werthe  r^  der  Eintrittsgo- 
schwindigkeit  entspricht,  sowie  umgekehrt  aus  dem  gegebenen 
Werthe  t'  der  zugehörige  Werth  von  t\  aus  der  obigen  Gleichung 
berechnet  werden  kann. 

Wenn  man  z.  B.  t*  =  ()"\r»5  setzt,   so  erhält  man  ans  Gleichung  6)  för 
die  zugehörige  Rintrittsgesrli windigkeit  den  Werth: 


Da  jedoch  die  rngenauigkeit  der  hinsichtlich  der  Bewegung 
des  Wassers  in  §  17(5  gemachten  Voraussetzungen  mit  wachsender 
Neigung  des  Wasserspiegels  zunimmt,  so  wird  man  für  den  hier 
betrachteten  Grenzfall  einer  verticalen  I^age  des  Wasserspiegels 
selbstvei-stiindlich  eine  vollkommene  Uebereinstimmung  der  Reoh- 
nungsresultate  mit  den  Erfahrungsresultaten  nicht  erwarten  dürfen. 

Stan  -  Carre. 

Die  in  §  17.^  gefundene  allgemeine  Difit»renzialgleichung  kann 
—  wie  das  am  S<»h hisse  jenes  Paragraphen  berechnete  zweite 
/ahlenWispiel  zeigt  —  eliensowohl  auf  die  verzSgerte,  als  auf  die 
beschleunigte  1^'wegung  angewendet  werden,  and  wenn  man  jener 
Gleichung  wiederum  die  im  vorigen  Paragraphen  angegebene  Fonn: 

#/-r  r' 

giebU  so  kann  man  bei  der  Berechnung  des  Langenprofiles  genau 


Stau-Curve.  49» 

dasselbe  Verfahren  anwenden,  welches  im  vorigen  Parngraphon 
auf  den  FhII  der  beschleunigten  Bewegung  angewendet  wurde. 

Man    berechnet 
Flg.  B3S.  zunächst    aus    der 

—        ~^       _  V,         ^  gegebenen    Wasser- 

.~~_'        -'■       3.  tiefe  t„   am   oberen 

3^^r^,:  '  —     -    Knde    des    Kanales 

'■  ,  '^     und   der  gleichfalls 

;^'—   -  '     -  -         I  '  gegebenen    Wasscr- 

T^-  _  /  menge   Q  die   Ein- 

■   '  —  -  trittsgesrliwindig- 

keit  t;„,  nimmt  als- 
dann für  die  Was- 
sertiefe (,  am  un- 
teren Endpunkte  der  ersten  Strecke  /,  einen  wiUkürlich  zu  wäh- 
lenden Wcrth  an  und  bererhnet  daraus  die  Geschwindigkeit  i;,  an 
dem  unteren  Endpunkte  dieser  Strecke  (Fig.  535).  Hiemach  kann 
man    aus    der    obigen    DifTerenziaigleichung ,    indem    man   darin 

1)  =  -"-A^-  '    und  (  =  -  '-X--'    sotxt,    die  Wassertiefen -Zunahme 

pro  I^ngeneinhoit  für  die  erste  Strecke  und  damit  zugleich  die 
Länge  derselben  berechnen.  Indem  man  diese  Herechnung  in  Be- 
zug auf  die  /weite,  dritte  und  jede  folgende  Strecke  wiederholt, 
findet  man  successive  die  übrigen  Theile  des  ganzen  Lüngenprofiles. 

Bei  dem  am  Schlüsse  des  §  178  berechneten  :(vciten  ZahlenhcUpiete 
wiirile:  Q  =  7  Cuhikmeter,  6  =  Kl",  sin  i  =  0,00i)f)  gesetzt,  worauB  die 
Werthe:  („  =  0",!)72  73,  p«  =  fiVlWi  und  riiie  Was Brrti<!fenzun ahme  von 
0,0:>4rvl  Mett-rn  ffir  die  ftanzc  Lange  des  Kanälen  herechnet  wurden.  Indem 
man  sich  diese  ganze  WaBsertiefenzunahmc  in  vier  gleiche  Theile  von  der 

0  o.'U  'ti 
Grösse:    ■ '     ■ '     =  CT, OlSCiXt  zerlegt  denkt,  findet  man  für  die  WaBscrtiercn 

an  den  unteren  Kndpnnkten  der  rier  zneehörigen  Strecken  die  Werthc: 
i,  =0'",!IH44,  (,=1",  (3  =  1",(H36,  i,  =  r,ft2727,  und  fdr  die  Ge- 
sell windigkeiten  an  diesen  vier  Stollen  die  Wcrihe:  p,=0"',7097,  i'2=0",7, 
fj  =  O^iCi"»)*;,  p,  ==0°,(W14.  Hiernach  hat  man  bei  der  Berechnung  der 
obersten  Strecke;  ,  = -"-"^"'- =  0"',714i;,  (  =  —  y^  =  0",979r.  und 
(  =  0,008016  zu  setzen;  man  erhiilt  dann  aus  (ileichnng  1)  den  Werth: 


.  5.^-^z^^i;:SkSk=,.«, 
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als  Wassertiefenzunahme  pro  Längeneinheit  der  ersten  Strecke,  und  für  die 
Länge  derselben  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth: 

_   0,013  635  _      .„ 
"*'     ^'  ""  0,0002589  ""  ^^  '^^* 

Bei  der  Berechnung  der  zweiten  Strecke  hat  man :  «  =    '  ^  — '  =  0",7<M?^, 
t=  ^^^~^-=  0™9932  und  C  =  0,008024  zu  setzen;   man  erhält   dann  die 

Werthe:    J^  =  0,00020845  und  l^  =  50"',8.     Auf  dieselbe  Weise  findet  man  i 


! 

tn 


für    die    dritte    und    vierte    Strecke    resp.    die    Werthe:    ig  =  49  ,15    und 

Die  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  denjenigen  Werthen, 
welche  aus  der  in  §  178  gemachten  Voraussetzung  einer  gerad- 
linigen Form  des  Längenprofiles  sich  ergeben  würden,  zeigt:  dass 
bei  der  verzögerten  Bewegung  im  Allgemeinen  der  Fehler  soljr 
klein  sein  wird,  welchen  man  begeht,  indem  man  für  die  verhält- 
hissmässig  kurze  Strecke  von  einigen  hundert  Metten  das  Lilngen- 
profil  des  Wasserspiegels  als  geradlinig  annimmt. 

Wenn  man  in  Gleichung  1)  den  Ziililer  des  Ausdruckes  auf 
der  rechten  Seite  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

4)    .in  .  -  C  (1  + 'j")  ;;,  . 

welcher   man   nach   Substitution   des  Werthes  v  ^^  auch    die 

folgende  Form  geben  kann: 

5)  ^=K^^V+'iy 

1  -4"  -y  )  =  1      und 

(;  =  0,008  setzt,  erhält  man  aus  dieser  Gleichung  den  Annäherungs- 
werth:  i  =  0",73,  und  nach  Substitution  desselben  in  dem  Aus- 
drucke auf  der  rechten  Seite  mit  Benutzung  des  nunmehr  (aus 
§  176,  Gleichung  3)  zu  entnehmenden  genaueren  Werthes  von  C 
den    genaueren   Worth:   <  =  0"',77.      Dieser   Werth   von   t   würde 

dem  Werthe :  -^=0,  also  dem  Falle  der  gleicharmigen  Bewegung 

entsprechen;  d.  h.  wenn  bei  gleichförmiger  Bewegung  die  obcm 
angenommene  Wassermenge  von  7  Cubikmetern  pro  Secunde  durch 
den  Kanal  fortgeführt  werden  sollte,  so  müsste  die  Wasst^rtiefe 
überall  0,77  Meter  betragen. 
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Die  Gleichung  1)  zeigt,  dass  mit  abnehmender  Wassertiefe  t 
der  Differenzialquotient  ,-  immer  kleiner  wird,  und  dass  der- 
selbe gleich  Null  wird,  wenn  ^  =  0'",77  wird.  Denkt  man  sich 
den  in  Fig.  535  dargestellten  Kanal  über  den  oberen  Endpunkt 
hinaus  beliebig  weit  verlängert,  und  die  Berechnung  des  Längcn- 
profiles  in  Bezug  auf  den  stromaufwärts  gelegenen  Theil  immer 
weiter  fortgesetzt,  so  erkennt  man,  dass  die  in  der  Richtung 
stromaufwärts  allmählich  kleiner  werdende  Wassertiefe  dem  oben 
gefundenen  Grenzwerthe:  t  =  0"*,77  immer  mehr  sich  nähern  wird, 
ohne  denselben  jemals  wirklich  zu  erreichen.  In  der  Richtung 
stromaufwärts  nähert  sich  also  das  Längenprofil  des  W^asserspiegels 
asymptotisch  derjenigen  (dem  Kanalboden  parallelen)  geraden  Linie, 
welche  für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  (bei  gleich  grosser 
Wassermenge  Q)  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  bilden  würde. 

Dasselbe  Resultat  würde  auch  in  Bezug  auf  den  in  Fig.  533  dargestellten 
Fall  sich  ergeben,  wenn  man  sich  den  Kanal  über  den  oberen  Endpunkt 
hinaus  verlängert  denkt  und  die  Berechuuug  des  Langenprofiles  in  der  Rich- 
tung stromaufwärts  immer  weiter  fortsetzt.  Der  im  vorigen  Paragraphen  an- 
genommenen Wassermenge  von  14  Cubikmetern  pro  Secunde  würde  für  den  Fall 
der  gleichförmigen  Bewegung  nach  Gleichung  5)  die  Wassertiefe:  /  =  l'",245 
entsprechen.  In  Fig.  533  würde  also  eine  in  der  Höhe:  t  =  l"',245  ülier  dem 
Kanalboden  parallel  zu  demselben  gelegte  gerade  Linie  die  Asymptote  bilden 
für  das  in  der  Richtung  stromaufwärts  bis  ins  Unendliche  fortgesetzte  Längen- 
profit  d^s  Wasserspiegels. 

§  183. 
Wasser  -  Schwelle. 

Bei  der  verzbgerten  Rewt^gung  des  Wassers  in  einem  Kanäle 
hat  der  in  §  178  (Gleiclunig  7)  für  die  Wassertiefen  -  Aendening 
gefundene  Ausdiniek: 


dt 

sin  a  - 

-^■f 

a<7 

dx 

»' 

I) 

immer  einen  positiven  Werth,  und  zwar  ist  sowohl  der  Zähler  als 
der  Nenner  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  stets  eine  po- 
sitive Grösse.  In  der  Richtung  stromaufwärts  findet  ein  bestän- 
diges Abnehmen  der  Wassertiefe  t  und  ein  beständiges  Zunehmen 
der  Geschwindigkeit  v  statt.  Es  wird  daher  sowohl  der  Zähler 
als  der  Nenner  des   obigen   Ausdruckes  in   der  Richtung   strom- 

Klttor,   Ingenieur 'Mcchnnik.  ,*J2 
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aufwäils  allmählich  kleiner  werden  und  dem  Werthe  Null  immer 
mehr  sich  nähern. 

Wenn    mit   c   derjenige    Werth   von   v  bezeichnet   wird,    für 
welchen  der  Zähler  gleich  Null  wird,  so  ist: 


2) 


_  1/2  9  ^^  ^^"  * 


V 


^p 


also  nach  §  176  (Gleichung  4)  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit, 
welche  den  Werthen :  F^  P,  sin  a  als  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung  entsprechen  würde. 

Wenn   mit   C  derjenige   Werth   von   v  bezeichnet   wird,    fiir 
welchen  der  Nenner  gleich  Null  wird,  so  ist: 

also  gleich  derjenigen  Geschwindigkeit,  welcher  die  halbe  Wasser- 
tiefe  als  Geschwindigkeitshöhe  entsprechen  würde.  (Vergl.  §  XIW) 
Hieraus  folgt,  dass  bei  allmählichem  Wachsen  von  t;  der  Zähler 
den  Werth  Null  früher  erreichen  wird  als  der  Nenner,  sobald  die 
der  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  Meiner 
ist  als  die  halbe  zugehörige  Wassertiefe.  Wenn  aber  der  Zähler 
den  Werth  Null  erreicht,  während  der  Nenner  noch  positiv  ge- 
blieben ist,   so  wird  an   der  betreifenden  Stelle  der  Differenzial- 

quotiont         den  Werth  Null   annehmen,   welcher  dem   Falle   der 

gleichfttrmigen  Bewe- 
gung   entsprechend 
eine  fernere  Wasser- 
tiefen-Abnahme aus- 
schliesst,    und    das 
Längenprofil        des 
Wasserspiegels  wird 
in  diesem  Falle  (auf 
dieselbe  Weise  wie 
im    vorigen    Para- 
graphen   auf    dem 
Wege  der  Rechnung 
ermittelt  wurde)  in 
der  Richtung  stromaufwärts  an   das  geradlinige  Läugenprofil  der 
gleichförmigen  Bewegung  asymptotisch  sich  anschliessen  (Fig.  536). 
Denkt  man  sich  in  dem  (unendlich  lang  vorausgesetzten)  Ka- 
näle die   Wassermenge  Q  pro  Secunde   anfangs  in  gleichfBrmiger 


Flg.  536. 


B 


^m 


■■//         9/-' 


t 


'^v 


>/;'/; 


Wz    Ä,. 


:a 
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Bewegung  bei  überall  gleich  grosser  Wassertiefe  a  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  abfliessend  und  hernach  in  Folge  einer  durch 
Steigen  des  Unterwasserspiegels  B  hervorgebrachten  Stauung  die 
Wassertiefe  überall  so  lange  wachsend,  bis  nach  eingetretenem 
Beharrungszustande  wiederum  dieselbe  Wassermenge  Q  pro  Se- 
cunde  zum  Abflüsse  gelangt,  so  erkennt  man,  dass  ein  solcher 
asymptotischer  Anschluss  der  Staucurve  an  das  geradlinige  Längen- 
profil der  gleichförmigen  Bewegung  immer  dann  stattfinden  wird, 
wenn  die  der  anfänglichen  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen 
Bewegung  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  kleiner  als  die  halbe 
anfängliche  Wassertiefe  war.  Nach  §179  (Gleiclmng  5)  wird  also 
die  Staucurve  die  in  Fig.  536  dargestellte  Form  annehmen,  sobald 
der  Neigungswinkel  des  Kanalboaens  der  folgenden  Bedingung 
entspricht: 

Weim  z.  B.  «=  1"  und  &  =  10'"  gesetzt  wird,  so  aimmt  diese   Be- 
dingung die  Form  au:    sin  i  <    -    -  (l  +  "70")'    ^^^^'    ^i"  *  <^  0,0048. 


Eine  von  der  vorigen   gänzlich   verschiedene  Form   dagegen 

c^ 
wird  das   Längenprotil  des  Wasserspiegels   annehmen,   wenn  ^— 

grttsser  als  ^  war,  denn  in  diesem  letzteren  Falle  wird  in  Glei- 

chung  1)  bei  allmählichem  Wachsen  von  «?  der  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  den  Werth  Null  erreichen  und  nach  der  negativen 
Seite  hin  überschreiten,  während  der  Zähler  noch  positiv  geblieben 

Ja 

ist.     Der  DiflFerenzialquotient  -,—  wird   also  an  der  betreffenden 

Stelle  durch  den  Werth  oo  aus  dem  positiven  in  das  negative 
Gebiet  übergehen  —  entsprechend  einer  ümbiegung  der  Staucurve 
und  einem  Zurückkehren  derselben  nach  dem  unteren  Ende  des 
Kanales  hin.  —  Um  das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  für  diesen 
Fall  zu  bestimmen,  würde  man  zunächst  der  Gleichung  1),  indem 

man  darin  t;  =  -,~  setzt,  die  folgende  Form  zu  geben  haben : 

,,  dt  _''''''-^v^TrjjbY 
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Pig  537. 


B 


n 


^:4 


Nach  dieser  Gleichung  würde  man  für  jeden  gegebenen  Werth 
von  t  den  zugehörigen  Werth  des  Differenzialquotienten  ,  -  be- 
rechnen und  (auf  dieselbe  Weise  wie  in  den  vorigen  beiden  Pa- 
ragraphen gezeigt  wurde)  die  einzelnen  Theile  des  Längenprotiles 
nach  und  nach  bestimmen  können. 

Durch  Ausführung  dieser  Rechnung  würde  man  für  das  Län- 
genprofil  des  Wasserspiegels  eine  Curve  erhalten,  welche  mit  dem 

oberen  Zweige  an 
die  Horizontale, 
und  mit  dem  un- 
teren wieder  rück- 
wärts gewendeten 
Zweige  an  das  ge- 
radlinige Längen- 
profil der  gleich- 
förmigen Be  wegu  n  g 
asymptotisch  sich 
anschliesst  —  in 
solcher  W^eise,  dass 
in  der  stromab- 
wäi'ts  von  jenem 
Umkehrpunkte  gelegenen  Kanalstrecke  jedem  Werthe  von  öd  zwei 
verschiedene  \Verthe  von  t  entsprechen  würden  (Fig.  537).  Wenn 
aber  der  Wasserspiegel  wirklich  eine  solche  Form  hätte,  so  würden 
jedenfalls  in  der  Nähe  derjenigen  Stelle,  an  welcher  nach  obiger 

Gleichung  der  Differenzialquotient    ,      einen    unendlich    grossen 

Werth  annimmt,  die  in  §  176  gemachten  Voraussetzungen,  nach 
welchen  in  allen  Punkten  eines  und  desselben  Querschnittes  die 
W^assertheilchen  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  sich  bewegen 
sollten,  unmSglich  noch  erfüllt  sein  können,  und  da  die  obige 
Differenzialgleichung  eben  aus  jenen  Voraussetzungen  abgeleitet 
worden  war,  so  folgt  hiemus:  dass  dieselbe  auf  den  vorliegenden 
Fall  Überhaupt  nicht  mehr  angewendet  werden  darf. 

Obwohl  hiernach  eiue  directe  Anwendung  der  obigen  Rech- 
nung^resultatc  nicht  statthaft  sein  würde,  so  ist  doch  eine  indireete 
Verwerthung  dei"selben  hiermit  keinesweges  ausgeschlossen,  inso- 
fern mau  aus  dem  Ergebnisse  der  obigen  Untersuchung  den 
Schluss  ziehen  darf,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  das  Längen- 
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profil  des  Wasserspiegels  überhaupt  keihe  stetig  gekrümmte  Linie 
bilden  kann.  Man  muss  vielmehr  annehmen,  dass  an  irgend  einer 
Stelle  ein  plötzlicher  Uebergang  aus  dem  geradlinigen  Längen- 
profile der  gleichförmigen  Bewegung  in  das  krummlinige  Längen- 
profil der  ungleichförmigen  Bewegung  stattfinden  wird.  Es  bildet 
sich  in  diesem  Falle  eine  sogenannte  Wasserschwelle,  bei  welcher 
die  Wassertiefe  sprungweise  aus  einem  kleineren  Werthe  in  einen 
grösseren  Werth  übergeht.  In  dem  stromaufwärts  gelegenen  Theile 
wird  die  gleichfSrmige  Bewegung  ihren  ungestörten  Verlauf  nehmen, 
wie  wenn  gar  keine  Stauung  eingetreten  wäre.  In  dem  stromab- 
wärts gelegenen  Theile  wird  das  Längenprofil  allmählich  in  die 
Horizontale  des  Unterwasserspiegels  B  übergehen. 

Die  Höhe  der  Wasserschwelle  würde  man 
Fig.  538.  annäherungsweise  mit  Hülfe  des  Princips  der 

lebendigen  Kraft   berechnen   können,    indem 

man    die  Differenz   der  beiden  Geschwindig- 

I  ^1  keitshöhen  gleich  der  Höhendifferenz  der  bei- 

^;  den  Wasserspiegel  setzt;   also  nach  Fig.  538 

aus  der  Gleichung: 


welcher    man    nach    Substitution    der    Werthe:    «?  =  c  .  —  und 
- —  = // auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

8)  «(-«-+-1)=., 

9)  t'  —  Ht  =  Ha, 

,0)  ,.'^+Vl^+f. 

Aus   dieser  letzteren  Gleichung   ergeben   sich   die   nachfolgenden 
zusammengehörigen  Zahlen  werthe : 

-=    }r  1  2  3 

a  c 

-^^^^  =    0  0,618  1,732  2,791. 

a 

Dem  Werthe:  H=-     entspricht  nach  obiger  Gleichung  der 
Werth:   t  —  a  =  0;   dieselbe  zeigt  also  in  Uebereinstimmung  mit 
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dem  schon  früher  gefundeneu  Resultate,  dass  eine  Wasserschwelle 
nur  dann  sich  bilden  wird,  wenn  die  Geschwindigkeitshöhe  grösser 
als  die  halbe  Wassertiefe  ist,  oder  nach  §  179  (Gleichung  5), 
wenn  der  Neigungswinkel  des  KanalbodeAs  der  folgenden  Bedin- 
gung entspricht: 

11)    sin  «>  4(1 +2^«). 


Nach  §  176   entsprechen  den   Werthen:    a=^0  ,4,   ft  =  2  ,  c  =  2  ,8 
für  den   Fall    der   gleichförmigen  Bewegung  die  Werthe:   C  =  0,007  5G   und 

sina  =  0,010584.    Da  die  Geschwindigkeitshöhe:  H  =  ^,  '"^'f"  ,-  =  0'",4     in 

diesem  Falle  gleich  der  ganzen  Wassertiefe  ist,   so  wird  nach  obiger  Tabelle: 

'""'*=  0,(118,  oder:  <  -  a  =  0,4  .  0,618  =  0'",247.    Bei  diesem  Gefälle  des 
a 

Kanalbodens  wird  also  eine  WasserschwcIIe  sich  bilden,  deren  Höhe  etwa 
247  Millimeter  beträgt. 

§  184. 

Annüherungsform  der  8taa-Curye  fDr  einen  Kanal  von  grosser 

Breite  und  geringer  Wassertiefe.*) 

Wenn  die  Wassertiefe  t  im  Verhältniss  zu  der  Kanulbreite  b 
überall  sehr  klein  ist,  so   kann  man  der  Uleichung  1)  des  §  182, 

indem  man  darin  das  Glied     ,       gegen   das  Glied   ,1"*   vernach- 

lüssigt,  die  folgende  Form  geben: 


sin  a  — 


^v^ 


^     dx  .         ü' 

Die  Werthe  v-^c  und  t  =  a  entsprechen  dem  Falle  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  und  da  für  diesen  Fall  der  Zähler  des  Aus- 
druckes auf  der  rechten  Seite  gleich  Null  werden  muss,  so  ist: 

2)  0  =  sin  a  —  ,^     -  • 

Nach   Substitution   des   hieraus   für  den   Coefficienten  C   zu    ent- 
nehmenden Werthes  erhält  man  die  Gleichung: 

3)  ^=sm« 


♦)  Nach  Bresse:   „Cours  de  mecanique  appliqu^e**.     Seconde  Partie: 
„Ilydraulique*'.    Paris.    1860. 


1- 

av' 

<c' 

1  - 

'gt 
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Da  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie  die  Wassertiefen   sich 
verhalten,   so  kann  v  =  c~    gesetzt  werden;  also  ist: 


und  wenn  man  die  der  Geschwindigkeit  c  entsprechende  Geschwin- 


c^ 


digkeitshöhe:   ——==  H  setzt,   so  kann  man  der  obigen  Gleichung 
auch  die  folgende  Form  geben: 

cN     ^        •  (t'-2Ha^)dt 

5)  dx  .  sin  a  =  ^^ — ^- — . 

Wenn  man  wieder  (wie  in  Fig.  528)  das  der  Strecke  dx  und 
der  Wassertiefen -Zunahme  dt  entsprechende  Gefälle  des  Wasser- 
spiegels mit  dz  bezeichnet,  so  ist: 

6)  dx  .  sin  a  =  d«  -|"  '^^ 

zu  setzen,  und  man  erhält  durch  Gloichsetzung  der  obigen  beiden 
Ausdrücke  die  Gleichung: 

7)  dz  -f  dt  =  (-^_-^^,    )  «^^     oder: 


^.      ,           a^(a  —  2H)dt 
8)     dz  = ^--—-^ — . 


t'  —  a- 

Bei  der  verzögerten  Bewegung  ist  die  Wassertiefe  t  an  allen 
Stellen  grösser  als  diejenige  überall  gleich  grosse  Wassertiefe  n, 
bei  welcher  eine  gleich  grosse  Wassermenge  pro  Secunde  in  gleich- 
förmiger Bewegung  abfliessen  würde.    Hiemach  ist  das  Verhältniss : 

9)  —  =  « 

eine  Zahl,  welche  immer  grösser  ist  als  ^^Eins^.  Nach  SubsMtution 
des  aus  der  letzteren  Gleichung  für  t  zu  entnehmenden  Werthes 
kann  man  der  vorhergehenden  Gleichung  auch  die  folgende  Form 
geben : 

10)  dz:={a-2H)-^^,     oder: 


11)     z  =  {a--2H)  r    ^"^ 


m' 
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Um  die  Integration  auszuführen,  hat  man  zunächst  den  unter 
dem  Integralzeichen  stehenden  Ausdruck  in  folgender  Weise  um- 
zuformen : 

dm  dm  l      1  /     '""b'^     ^^ 


12) 


—  1         3 


1 
3 


+  «,-f-l/| 
dm     _r      «.  +  ^     -,  »^  V    1/3    >'| 


und  erliillt,  indem  man  nach  Substitution  des  letzteren  Ausdruckes 
die  Integration  ausführt,  die  folgenden  Gleichungen: 

13;    Z  = 


(     3-    »|J„-,     J,..-M)MI     '■J,  +  f"  +  ')-)' 


"'•"'("  3"') ('«'""''-"«1  <"+«'■'  il-l'a-'xwf  j'"^')j+C""!t.. 

odor: 

Denkt  man  sich  den  Kanal  über  den  unteren  Endpunkt  hinaus 
bis  ins  Unendliche  sich  fortsetzend,  so  erkennt  man,  dass  mit 
wachsendem  „w^  die  (leachwindigkeit  v  dem  Grenzwerthe  Null, 
und  demgemäss  die  Wassertiefe  t  dem  Grenzwerthe  00  sich  nähern 
würde.  Das  Längenprofil  des  Wasserspiegels  wird  also  in  der 
Richtung  stromabwärts  einer  fest(»n  Horizontalen  asymptotisch  sich 
annähern.  Wenn  diese  Horizontale  als  Niveau-Linie  gewählt  wird, 
von  welcher  aus  das  Gefälle  z  gemessen  werden  soll,  so  nimmt 
die  Grösse  z  überall  negative  Werthe  an,  insofern  sämmtliche 
i^inkte  des  Längenprofiles  oberhalb  jener  Horizontalen  liegen.  Für 
z  =  0  würde  alsdann  ^  =  00  und  daher  auch  co  =  00  werden. 
Die  Constante  ist  also  zu  berechnen  aus  der  (Gleichung: 

16)  0  =  (^  ^^^^^)  ^'^  ^  "'  1/3  .  arctgoo}  -f  Const.,    oder: 

17)  Const.  =f  "3^^')  l  V3. 

Nach   Substitution   dieses  Werthes   kann   man   der  Gleichung   15) 
die  folgende  Form  geben: 
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-> ' = rs^)  mi/.rf^ ,) + Hi  -  -^-i^n) 


oder: 


Wenn  mit  y  die  Höhe  eines  Punktes  im  Längenprofile  des 
Wasserspiegels  über  jener  Niveau -Linie  bezeichnet  wird,  so  ist 
y  =  —  z  zu  setzen;  also  wird: 

und   wenn   die  eingeklammerte  Function   von  «>   abkürzungsweise 
mit  Q  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

21)  y  =  (a  —  2H)Q. 

Um  den  zugehörigen  Werth  der  Abscisse  x  zu  finden,  hat 
man:  dz  =  —  dy  zu  setzen  in  Gleichung  6)  und  hernach  die  Inte- 
gnition  derselben  auszuführen;  man  gelangt  alsdann  zu  den  fol- 
genden Gleichungen: 

22)  dx  .sin  OL  =  dt  —  dy. 


23)     sin  a  l  dx  =^  i  dt  —  \  dy^ 


24)     (xj  — X',)  sin  a  =  <,—  «,  — (iy,  —  i/J, 

welcher  letzteren  man  in  Berücksichtigung  der  den  Buchstaben  a> 
und  y  beigelegten  Bedeutungen  auch  die  folgende  Form  geben 
kann: 

•  25)    -.--.  =  -£-,  {-.  -  «".  -  (1  -  '^)  (2,-  Ö.| 

Mittelst  dieser  Gleichung  kann  man  aus  den  gegebenen  (oder 
willkürlich  angenommenen)  Wassertiefen- Verhältnissen  <«,  und  co, 
die  Länge  derjenigen  Strecke  berechnen,  deren  Endpunkten  jene 
Werthe  entsprechen.  Die  zugehörigen  Werthe  der  Function  Q 
findet  man  aus  der  Gleichung: 

aus  welcher  die  in  der  nachfolgenden  Tabelle  zusammengestellten 
Zahlenwerthe  sich  ergeben: 
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1  _ 

CO 

, 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

CJ)  

Q- 

1 

1,1111 

0,()489 

1,25 
0,4198 

1,4286 

1,6G67 
0,198 

2 

0,1318 

0,2883 

i  _     .  _ 

1  _ 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0,01     0 

1 

0»  

2,5 

3,3333 

5 

10 

10t) 

CX) 

Q  — 

0,0821 

0,04ör)  0,0201 

1 

0,005 

0,0001 

0 

Den   Werthen   a  =  1'",    6  =  1(K)'"   und   sin  a  =  entspricht   nach 

§  176  für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  die  Geschwindigkeit:  c  =  1*",4 


1  4^ 
und  die  Geschwindigkeitshöhe:    //  =  ö-^Qr  =  <^'"»1' 

«    .    i7,Ol 

Wenn  also  z.  B.  in  Folge  einer  Stauung  die  Wassertiefe  (nach  einge- 
tretenem Beharrungszustande)  an  einer  bestimmten  Stelle  bis  auf  die  Grösse: 
^2  =  2"*  zugenommen  hat,  und  diejenige  weiter  stromaufwärts  gelegene  Stelle 
aufgesucht  werden  soll,  an  welcher  die  Wassertiefe  nur  noch  die  Grösse: 
ti  =  l^/iö  hat,  80  ist  Uli  =  1,25  und  wj  =  2  zu  setzen.  Diesen  Werthen 
entsprechen  nach  obiger  Tabelle  die  Werthe:  Qi  =0,4198  und  Q2  =0,1318. 
Hiernach  erhält  man  aus  Gleichuog  25)  den  Werth: 

x^-xi=^  1270  (2  —  l,2r3  -  (1  -  0,2)  (0,1318  —  0,4198)}  =  1245". 

Diejenige  Stelle,  an  welcher  die  Wassertiefe  nur  noch  l",25  beträgt, 
liegt  also  in  der  Richtung  stromaufwärts  um  1245  Meter  von  derjenigen  Stelle 
entfernt,  an  welcher  die  Wassertiefe  2  Meter  beträgt. 

Den  im  Anfange  dieses  I^aragraphen  gemachten  Voraus- 
setzungen entsprechend  dürfen  die  aus  den  obigen  Gleichungen 
abgeleiteten   Ilechnungsresultate   selbstverständlich    nur  dann   als 

gültig  betrachtet  werden,  wenn  das  Verhältniss  j-  längs  der  ganzen 

Kanalstrecke,  auf  welche  die  Rechnung  angewendet  wurde,  einen 
sehr  kleinen  Werth  hat.  Auf  solche  Fälle,  in  welchen  das  Ver- 
hältniss :   w  =   -   einen  sehr  grossen  Werth  hat,  dürfen  die  obigen 

a 

Gleichungen  daher  nur  angewendet  werden  unter  der  Voraussetzung: 
dass  gleichzeitig  die  Wassertiefe  der  gleichförmigen  Bewegung  einen 
sehr  kleinen  Werth  hat.    In  diesem  Sinne  würde  der  in  die  Ta- 
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belle  mit  aufgenommene  Grenzfall :  cu  =  cxd  also  nicht  zu  deuten 
sein  als  derjenige  Fall,  in  welchem  t  =  oo,  sondern  vielmehr  als 
derjenige  Fall ,  in  welchem  a  =  0  wird ,  wobei  die  Möglichkeit 
nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  die  Wassertiefe  t  einen  endlichen 
und  im  Verhältniss  zu  der  Kanalbreite  immer  noch  sehr  kleinen 
Werth  hat.  Da  jedoch  ausserdem  nach  Gleichung  2)  der  Coefficient 
Z  bei  obiger  Rechnung  als  eine  constante  Grösse  behandelt  wurde, 
so  dürfen  die  gefundenen  Werthe  doch  immer  nur  als  vorläufige 
Annäherungswerthe  betrachtet  werden,  und  in  solchen  Fällen,  wo 
eine  genauere  Berechnung  der  Stau-Curve  erforderlich  ist,  würde 
die  Anwendung  der  in  §  182  erklärten  etwas  umständlicheren 
Methode  nicht  wohl  zu  umgehen  sein. 

Die  obigen  Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  die  verzVgerte, 
sondern  auch  für  die  beschleunigte  Bewegung,  bei  welcher  letzteren 
die  Werthe  der  Verhältnisszahl  cu  stets  zwischen  den  Grenzen 
^Eins^  und  „Null„  liegen.  Aus  Gleichung  26)  erhält  man  für  diesen 
Fall  die  in  nachfolgender  Tabelle  zusammengestellten  Zahlenwerthe: 


CO 

1 

0,95 

0,9 
+  0,6138 

0,8 

0,7             0,6 

1 

Q  - 

+  « 

+  0,8624 

+  0,3459 

+  0,1711 

+  0,0325 

cu   =-^ 

Q  =- 

0,5 

0,4 
—  0,1980 

1 

0,3             0,2 

1 

0,1 

0 

-  0,0878 

—  0,3025 

—  0,4042 

-0,5046 

-  0,6046 

Wenn  man  z.  B.  mit  Beibehaltung  der  bei  dem  vorigen  Beispiele  ange- 
nommenen Zahlenwerthe:  tü|  =0,9  und  o»2  =0,7  setzt,  so  findet  man  aus 
der  obigen  Tabelle  die  zugehörigen  Werthe:  Qj  =0,6138  und  fij  =0,1711. 
Hiemach  erhält  man  aus  Gleichung  25)  den  Werth: 

ojj  -  a^i  =  1270  {0,7  -  0,9  —  (1  -  0,2)  (0,1711  -  0,6138)}  =  195'",78 

für  die  Länge  derjenigen  Kanalstrecke,  an  deren  oberem  Endpunkte  die 
Wassertiefe:  0"',9,  und  an  deren  unterem  Endpunkte  die  Wassertiefe:  0'",7 
beträgt. 

Bei  dem  hier  angenommenen  Falle  würde  dem  Werthe :  c«  =  0,585  der 
Ja 

Werth  •  "^  =  ~"  **   oder  eine  Wassertiefe  entsprechen ,  welche  gleich   der 

doppelten  zugehörigen  Geschwindigkeitshöhe  ist.  Die  obige  Berechnimgs- 
methode  würde  daher  im  vorliegenden  Falle  nur  auf  solche  Werthe  von  cd 
angewendet  werden  dürfen,  welche  grtfsser  sind  als  0/)85,  insofern  nach  §  181 
die  in  der  Richtung  stromabwärts  allmählich  abnehmende  Wassertiefe  niemals 
kleiner  werden  kann  als  die  doppelte  Geschwindigkeitshöhe. 


*■ » 


